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Ïðåäèñëîâèå

Íà ïðîòÿæåíèè ðÿäà ëåò ñòóäåíòàì ôàêóëüòåòà óïðàâ-
ëåíèÿ è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÌÔÒÈ ÷èòàëñÿ êóðñ
¾ßçûêè ïðîãðàììèðîâàíèÿ¿. Ñîäåðæàíèå ýòîãî êóðñà ïî-
ñòåïåííî óñòàíîâèëîñü è â íàñòîÿùåå âðåìÿ îí ñîñòîèò èç
4 ðàçäåëîâ: Ìåòîäû ïîðîæäåíèÿ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ, ãðàììàòèêè, àâòîìàòû ñ ìàãàçèííîé ïàìÿòüþ � ãëàâà
1; ìåòîäû ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà ÿçûêà, èñïîëüçóþùèå
ãðàììàòèêè è àâòîìàòû � ãëàâà 2; ìåòîäû ïåðåâîäà èç îä-
íîãî ÿçûêà íà äðóãîé, â ÷àñòíîñòè, ïåðåâîä ñ ïîìîùüþ ìà-
ãàçèííîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ è ïåðåâîä, ôîðìàëüíî îïðåäå-
ëÿåìûé ñèíòàêñèñîì è ñåìàíòèêîé (¾ñèíòàêñè÷åñêè óïðàâ-
ëÿåìàÿ òðàíñëÿöèÿ¿) � ãëàâà 3; íàêîíåö, äåìîíñòðàöèÿ íà
ïðèìåðå ÿçûêà ÀËÃÎËÀ-60 ìåòîäîâ ðåàëèçàöèè îñíîâíûõ
ïîíÿòèé è êîíñòðóêöèé ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà ÝÂÌ.

Êàê âèäíî èç ýòîãî ïåðå÷èñëåíèÿ, êóðñ ñîäåðæèò íå îïè-
ñàíèå êàêèõ-ëèáî êîíêðåòíûõ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, à
èõ òåîðèþ è ïî õàðàêòåðó èçëîæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè-
÷åñêèì. Èñêëþ÷åíèå ïðåäñòàâëÿåò ëèøü 4-ûé ðàçäåë, íî-
ñÿùèé íåñêîëüêî ¾ýâðèñòè÷åñêèé¿ õàðàêòåð è ñîäåðæàùèé
èçëîæåíèå êîíêðåòíîãî ñïîñîáà ðåàëèçàöèè êîíêðåòíîãî
æå ÿçûêà (ÀËÃÎË-60). Ïî öåëîìó ðÿäó ñîîáðàæåíèé ìû
ñ÷èòàëè öåëåñîîáðàçíûì âêëþ÷èòü ýòîò ìàòåðèàë â äàí-
íûé êóðñ.

Â ÌÔÒÈ ¾ÿçûêè ïðîãðàììèðîâàíèÿ¿ ÷èòàþòñÿ íà 2-ì
êóðñå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñòóäåíòû çíàþò ê ýòîìó âðåìå-
íè îñíîâíûå ýëåìåíòû ÿçûêà ÀËÃÎË-60, çíàêîìû ñ ÝÂÌ
(íàïðèìåð, ïèñàëè ïðîãðàììû íà ÀËÃÎËå-60 è ÿçûêå àñ-
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ñåìáëåðà è ïóñêàëè èõ íà ìàøèíå).
Â îôîðìëåíèè êíèãè áîëüøóþ ïîìîùü îêàçàëè ìíå ïðå-

ïîäàâàòåëè ÌÔÒÈ Áîðèñ Ãðèãîðüåâè÷ Ñóøêîâ (ãëàâà I),
Þðèé Àðñåíüåâè÷ Ôë¼ðîâ (ãëàâà II) è Ëåâ Íèêîëàåâè÷
Ñòîëÿðîâ (ãëàâà III), ïðîñìîòðåâøèå êîíñïåêòû ëåêöèé,
íàïèñàâøèõ ñâÿçíûé òåêñò ñîîòâåòñòâóþùèõ ãëàâ, äîáàâèâ-
øèõ ðÿä ïðèìåðîâ, ïîÿñíÿþùèõ èçëîæåíèå, è çàäà÷.

Áåç èõ ñîäåéñòâèÿ èçäàíèå ýòèõ ëåêöèé ñóùåñòâåííî áû
çàäåðæàëîñü. Ïðèíîøó èì áîëüøóþ áëàãîäàðíîñòü.

Â.Ì. Êóðî÷êèí

Ìîñêâà, 1973 ã.
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Ãëàâà 1.

Îïðåäåëåíèå
ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ

1.1. Ïîðîæäàþùèå ãðàììàòèêè
Ïðåäìåòîì íàøåãî ðàññìîòðåíèÿ áóäóò ôîðìàëüíûå

ÿçûêè, ò.å. ìíîæåñòâà öåïî÷åê (íàçûâàåìûõ òàêæå ñëîâà-
ìè, ïðàâèëüíûìè ïðåäëîæåíèÿìè), ñîñòîÿùèõ èç ýëåìåí-
òîâ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà (ìíîæåñòâà îñíîâ-
íûõ èëè òåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ, òåðìèíàëüíîãî àëôàâè-
òà). Ôîðìàëüíûé ÿçûê îáëàäàåò ñèíòàêñèñîì è ñåìàíòèêîé.

Ñèíòàêñèñ ôîðìàëüíîãî ÿçûêà � ýòî ñîâîêóïíîñòü ïðè-
çíàêîâ, ïîçâîëÿþùàÿ âûäåëèòü ïðàâèëüíûå ïðåäëîæåíèÿ
èç ìíîæåñòâà âñåõ öåïî÷åê òåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ.

Ñåìàíòèêà ÿçûêà � ýòî ñìûñë, âêëàäûâàåìûé â ïðåä-
ëîæåíèå ÿçûêà.

Ïðèìåíèòåëüíî ê ìàøèííûì ÿçûêàì (àëãîðèòìè÷åñêèì
ÿçûêàì, ÿçûêàì ïðîãðàììèðîâàíèÿ) ïîä ñèíòàêñèñîì ïîä-
ðàçóìåâàþò îïèñàíèå ñîâîêóïíîñòè ïðàâèëüíî íàïèñàííûõ
(íà äàííîì ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ) ïðîãðàìì, à ïîä ñå-
ìàíòèêîé � îïèñàíèå äåéñòâèé âû÷èñëèòåëüíîé ìàøèíû.

Îäíèì èç ñðåäñòâ çàäàíèÿ ñèíòàêñèñà ÿçûêà ÿâëÿþòñÿ
ôîðìàëüíûå (ïîðîæäàþùèå) ãðàììàòèêè.
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Îïðåäåëåíèå 1.1.1. Ïîðîæäàþùåé ãðàììàòèêîé íàçû-
âàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ÷åòâ¼ðêà G = (V, T, P, S), ãäå
V � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ (àëôàâèò ãðàììàòèêè),
T ⊆ V � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ (òåð-
ìèíàëüíûé àëôàâèò),
P � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð âèäà ϕ → ψ
(ìíîæåñòâî ïðàâèë âûâîäà ãðàììàòèêè èëè ïîäñòàíîâîê).

Çäåñü ϕ è ψ � ïðîèçâîëüíûå öåïî÷êè â àëôàâèòå V , ò.å.
ϕ, ψ ∈ V ∗. V ∗ áóäåò îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ öåïî÷åê â
àëôàâèòå V .

S � íà÷àëüíûé ñèìâîë (àêñèîìà) èç V .
Ìíîæåñòâî Vn = V − T íàçûâàåòñÿ íåòåðìèíàëüíûì

(âñïîìîãàòåëüíûì) àëôàâèòîì, à åãî ýëåìåíòû � âñïîìî-
ãàòåëüíûìè (íåòåðìèíàëüíûìè) ñèìâîëàìè.

Íåñêîëüêî ñîãëàøåíèé îòíîñèòåëüíî îáîçíà÷åíèé.
Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü íà÷àëüíûå ñòðî÷íûå

áóêâû ëàòèíñêîãî àëôàâèòà a, b, c, ... äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îò-
äåëüíûõ òåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ.

Çàãëàâíûìè íà÷àëüíûìè áóêâàìè ëàòèíñêîãî àëôàâèòà
A, B, C... áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëû, ïðèíàäëåæàùèå âñïî-
ìîãàòåëüíîìó àëôàâèòó.

Íà ìåñòî íà÷àëüíûõ áóêâ ãðå÷åñêîãî àëôàâèòà
α, β, γ, ... â ôîðìóëàõ ìîãóò áûòü ïîäñòàâëåíû êàê ñèìâî-
ëû íåòåðìèíàëüíîãî (âñïîìîãàòåëüíîãî), òàê è îñíîâíîãî
àëôàâèòà.

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ öåïî÷åê èç òåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ
èñïîëüçóþòñÿ êîíå÷íûå ìàëûå áóêâû ëàòèíñêîãî àëôà-
âèòà ... , u, v, w, x, y, z, äëÿ öåïî÷åê èç íåòåðìèíàëüíûõ
ñèìâîëîâ � ñîîòâåòñòâóþùèå çàãëàâíûå ëàòèíñêèå áóêâû
... , U, V, W, X, Y, Z.

Öåïî÷êè, â êîòîðûå ìîãóò âõîäèòü ëþáûå ñèìâîëû àë-
ôàâèòà V , áóäåì îáîçíà÷àòü ïîñëåäíèìè áóêâàì ãðå÷åñêîãî
àëôàâèòà ... , σ, τ, ϕ, χ, υ, ψ, ω.

Áóêâà S îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ àêñèîìû
ãðàììàòèêè.

Ñèìâîë ∅ îáîçíà÷àåò ïóñòóþ öåïî÷êó. Èíîãäà âìåñòî
¾ïîðîæäàþùàÿ ãðàììàòèêà¿ áóäåì ïèñàòü ¾ãðàììàòèêà¿.

Ïðèìåð 1.1.2. G = ({a, b, c, S, A}, {a, b, c}, P, S), ãäå
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P = {S → ab, S → bSAaA, S → ∅, A → bScb, SA → Aab}
G = ({a, b, c, A, B, S}, {a, b, c}, P, S),
P = {S → AB, AB → AaB, AaB → AbcB, Ab → ab, cb →
ca};

G � ïîðîæäàþùàÿ ãðàììàòèêà.
Ðàññìîòðèì òåïåðü, êàê ïðèìåíÿþòñÿ ïðàâèëà.
Îïðåäåëåíèå 1.1.3. Ïóñòü G = (V, T, P, S) � ïîðîæäàþ-

ùàÿ ãðàììàòèêà è χ, ω ∈ V ∗.
Áóäåì ïèñàòü χ ⇒ ω, åñëè ñóùåñòâóþò σ, τ, ϕ è ψ ∈ V ∗,

òàêèå, ÷òî χ = σϕτ , ω = σψτ è ϕ → ψ ∈ P .
Äàëåå ïèøåì χ

∗⇒ ω, åñëè ëèáî χ = ω, ëèáî ñóùåñòâóþò
ω0, ω1, ... , ωr, òàêèå, ÷òî ω0 = χ, ωr = ω è ωi ⇒ ωi+1 äëÿ
âñåõ i.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ω1, ... , ωr íàçûâàåòñÿ âûâîäîì ωr

èç ω0 (äëèíû r) è çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
ω0 ⇒ ω1 ⇒ ... ⇒ ωr.
Îïðåäåëåíèå 1.1.4. Ïóñòü G = (V, T, P, S) � ïîðîæäàþ-

ùàÿ ãðàììàòèêà. Ìíîæåñòâî öåïî÷åê
L(G) = {x ∈ T ∗|S ∗⇒ x}

íàçûâàåòñÿ ÿçûêîì, ïîðîæäàåìûì ãðàììàòèêîé G.
Èíîãäà íà âèä ïðàâèë ϕ → ψ ïîðîæäàþùåé ãðàììàòèêè

íàêëàäûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ

ϕ ∈ (V − T )∗ − {∅} (1)

Ïîêàæåì, ÷òî òàêîå îãðàíè÷åíèå íå ìåíÿåò êëàññà ÿçû-
êîâ, ïîðîæäàåìûõ ãðàììàòèêàìè.

Òåîðåìà 1.1.5. Äëÿ ëþáîé ãðàììàòèêè G1 ñóùåñòâóåò
ãðàììàòèêà G2, óäîâëåòâîðÿþùàÿ îãðàíè÷åíèþ (1), òàêàÿ,
÷òî L(G1) = L(G2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G1 = (V, T, P, S). Ïîñòðîèì
ýêâèâàëåíòíóþ ãðàììàòèêó G2. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå
êàæäîìó ñèìâîëó α ∈ V ñèìâîë α′ ∈ V ′, ñèìâîëó ïóñòîé
öåïî÷êè ∅ ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñèìâîë A(A /∈ VN ∪ T ).

Îáîçíà÷èì V2 = V ′ ∪ T ∪ {A}.
Òîãäà G2 = (V2, T, P2, S

′),
ãäå P2 = {ϕ′ → ψ′, åñëè ϕ → ψ ∈ P , ϕ 6= ∅,
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ϕ′ ∪ ψ′ ïîëó÷àþòñÿ èç ϕ è ψ
â ñèëó ñîîòâåòñòâèÿ V ′ ↔ V }

∪ {A → ψ′, åñëè ϕ → ψ ∈ P ;
ψ′ ïîëó÷àåòñÿ èç ψ êàê âûøå }

∪ {α′ → αA|α′ ∈ V ′}
∪ {α′ → Aα′|α′ ∈ V ′}
∪ {a′ → a|a ∈ T}.
ßñíî, ÷òî êàæäîìó âûâîäó S

∗⇒ x â G ìîæíî ïîñòàâèòü
â ñîîòâåòñòâèå ýêâèâàëåíòíûé (ò.å. çàêàí÷èâàþùèéñÿ òîé
æå òåðìèíàëüíîé öåïî÷êîé) âûâîä â G2. Äëÿ ýòîãî â ïåðâîì
âûâîäå ñòàâèì âñþäó øòðèõè, â íóæíûõ ìåñòàõ ïîìåùàåì
ñèìâîë A, çàòåì âñå øòðèõè ñíèìàåì, ïðèìåíÿÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ïðàâèëà èç P2. Òàêèì îáðàçîì, L(G1) ⊆ L(G2).
Ïóñòü ñóùåñòâóåò âûâîä S′ ∗⇒ x â G2. Ñîòð¼ì âñå øòðèõè.
Èñêëþ÷èì âûâîäû âèäà a → a (ïîëó÷èâøèåñÿ èç a′ → a) è
α → αA, α → Aα (ïîëó÷èâøèåñÿ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ
ïðàâèë α′ → α′A è α′ → Aα′). Ïîëó÷àåì ýêâèâàëåíòíûé
âûâîä â G1, ò.å. L(G1) = L(G2). ×.ò.ä.

1.2. ßçûêè è ãðàììàòèêè íåïîñðåäñòâåííûõ ñîñòàâ-
ëÿþùèõ

Ñëåäóþùåå îãðàíè÷åíèå ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ ñå-
ìåéñòâà ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ, íàçûâàåìûõ ÿçûêàìè íåïî-
ñðåäñòâåííûõ ñîñòàâëÿþùèõ.

Îïðåäåëåíèå 1.2.1. Ãðàììàòèêà G = (V, T, P, S) íàçû-
âàåòñÿ ãðàììàòèêîé íåïîñðåäñòâåííûõ ñîñòàâëÿþùèõ (ÍÑ-
ãðàììàòèêîé), åñëè êàæäîå ïðàâèëî èìååò âèä

ϕAψ → ϕωψ

ãäå ϕ, ψ ∈ V ∗, A ∈ V − T , ω ∈ V ∗ − {∅}.
Èíîãäà óñëîâèå ϕ, ψ ∈ V ∗ çàìåíÿåòñÿ óñëîâèåì
ϕ, ψ ∈ (V − T )∗.
Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî îãðàíè÷åíèå íå ìåíÿåò êëàññà

ÿçûêîâ, ïîðîæäàåìûõ ÍÑ-ãðàììàòèêàìè.
Îïðåäåëåíèå 1.2.2. Äëèííîé íåêîòîðîé öåïî÷êè χ áóäåì

íàçûâàòü ÷èñëî ñèìâîëîâ â íåé è îáîçíà÷àòü ýòó âåëè÷è-
íó |χ|. Ãðàììàòèêà G íàçûâàåòñÿ íåóêîðà÷èâàþùåé, åñëè
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â êàæäîì å¼ ïðàâèëå äëèíà ëåâîé ÷àñòè íå áîëüøå äëèíû
ïðàâîé.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé íåóêîðà÷èâàþùåé ãðàììàòèêè
G = (V, T, P, S) ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ ÍÑ-ãðàììàòèêà.

Ýòà ãðàììàòèêà ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì ñïîñîáîì.
Äëÿ êàæäîãî ïðàâèëà ϕ → ψ, ϕ = α1, ... , αk, ñëîâî ψ

ðàçîáú¼ì íà k øòóê íåïóñòûõ ïîäñëîâ ψ = ψ1ψ2 ... ψk.
Ââåä¼ì k øòóê íîâûõ íåòåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ

C1, ... , Ck, ñâîèõ äëÿ êàæäîãî ïðàâèëà.
Çàìåíèì ïðàâèëî ϕ → ψ íàáîðîì ïðàâèë
α1α2 ... αk → C1α2 ... αk

C1α2 ... αk → C1C2α3 ... αk

...

C1 ... Ck−1αk → C1 ... Ck−1Ck

C1C2 ... Ck → ψ1C2 ... Ck

ψ1C2 ... Ck → ψ1ψ2C3 ... Ck

ψ1ψ2 ... ψk−1Ck → ψ1ψ2 ... ψk−1ψk.
Ýêâèâàëåíòíîñòü òàê ïîñòðîåííîé ÍÑ-ãðàììàòèêè è èñ-

õîäíîé íåóêîðà÷èâàþùåé ãðàììàòèêè G î÷åâèäíà.
Òàêèì îáðàçîì êëàññ íåóêîðà÷èâàþùèõ ãðàììàòèê è

êëàññ ãðàììàòèê íåïîñðåäñòâåííûõ ñîñòàâëÿþùèõ ïîðî-
æäàþò îäíî è òî æå ìíîæåñòâî ÿçûêîâ (ÍÑ-ÿçûêîâ).

1.3. Êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûå ÿçûêè è
ãðàììàòèêè

Êëàññ ÿçûêîâ, ê èçó÷åíèþ êîòîðîãî ìû ñåé÷àñ ïðèñòó-
ïàåì, âåñüìà âàæåí, ïîñêîëüêó ýòè ÿçûêè ÿâëÿþòñÿ õîðî-
øèìè ìîäåëÿìè äëÿ áîëüøèíñòâà óïîòðåáëÿåìûõ â íàñòî-
ÿùåå âðåìÿ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.3.1. Ãðàììàòèêà G = (V, T, P, S) íàçûâà-
åòñÿ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíîé (ÊÑ-ãðàììàòèêîé), åñëè êàæ-
äîå å¼ ïðàâèëî èìååò âèä

A → ϕ, ãäå A ∈ V − T , ϕ ∈ V ∗.
Òåðìèí ¾êîíòåêñòíî-ñâîáîäíàÿ¿ â íàçâàíèè ãðàììàòè-

êè îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî çàìåíà íåòåðìèíàëüíîãî ñèìâî-
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ëà öåïî÷êîé íå çàâèñèò îò êîíòåêñòà, ò.å. ñîñåäíèõ ñèìâî-
ëîâ.

Îïðåäåëåíèå 1.3.2. ßçûê L íàçûâàåòñÿ êîíòåêñòíî-
ñâîáîäíûì, åñëè ñóùåñòâóåò ÊÑ-ãðàììàòèêà G, òàêàÿ, ÷òî

L = L(G).
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (òåîðåìà 2) ïîçâîëÿåò âî ìíîãèõ

çàäà÷àõ îãðàíè÷èâàòüñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî íåóêîðà÷è-
âàþùèõ ÊÑ-ãðàììàòèê, ò.å. òàêèõ, êîòîðûå íå ñîäåðæàò
ïðàâèë âèäà A → ∅. Äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû ïðåäïîøë¼ì
ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 1.3.2. Ïóñòü âûâîä ϕ
∗⇒ ψ â ÊÑ-ãðàììàòèêå G

ñîñòîèò èç ïðèìåíåíèÿ ìíîæåñòâà ïðàâèë
F = {P1, P2, ... , Pk} è ϕ = ϕ1, ϕ2, ... , ϕl.
Òîãäà
ψ = ψ1ψ2 ... ψl, ϕi ⇒ ψi, i = 1, ... , l
è íàáîðû ïðàâèë Fi äëÿ ýòèõ âûâîäîâ óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèþ⋃
Fi = F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ = ϕ0 ⇒ ϕ1 ⇒ ... ⇒ ϕk = ψ â
ÊÑ-ãðàììàòèêå G = (V, T, P, S).

Ðàññìîòðèì
G′ = (V ∪ {/}, T ∪ {/}, P, S) è ñëîâî
ϕ′ = ϕ1|ϕ2|ϕ3| ... |ϕl.
Ïðèìåíèì òå æå ïðàâèëà F ê ϕ′.
Ïîëó÷èì (ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî äëèíå âû-

âîäà), ÷òî
ϕ′ ∗⇒ ψ = ψ1|ψ2|ψ3| ... |ψl.
Âûâîä ϕi

∗⇒ ψi äåëàåòñÿ ïðèìåíåíèåì íàáîðà
Fi, i = 1, ... , l.
Çíà÷èò F =

⋃
Fi. ×.ò.ä.

Îïðåäåëåíèå 1.3.3. Ïóñòü G = (V, T, P, S) � ÊÑ-
ãðàììàòèêà.

Ñèìâîë A ∈ V − T íàçûâàåòñÿ ñâîäèìûì ê x, x ∈ (V −
T )∗, åñëè ñóùåñòâóåò âûâîä A

∗⇒ x.
Òåîðåìà 1.2.4. (Î íåóêîðà÷èâàþùèõ ãðàììàòèêàõ).

Ïóñòü G1 = (V, T, P1, S) åñòü ÊÑ-ãðàììàòèêà è ìíîæåñòâî
P2 ñîñòîèò èç âñåõ ïðàâèë âèäà A → ψ(ψ 6= ∅) òàêèõ, ÷òî â
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P1 íàéä¼òñÿ ïðàâèëî A → ϕ è ëèáî ψ = ϕ, ëèáî ψ ïîëó÷à-
åòñÿ èç ϕ âûáðàñûâàíèåì íåêîòîðûõ ñèìâîëîâ, ñâîäèìûõ ê
∅.

Òîãäà ÊÑ-ãðàììàòèêà G2 = (V, T, P2, S) � íåóêîðà÷èâà-
þùàÿ è ïîðîæäàåò ÿçûê L2 = L(G2) = L(G1)−∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè A → ψ ∈ P2, òî A
∗⇒ ψ â G1 è

ñëåäîâàòåëüíî, åñëè S
∗⇒ x â G2, òî òîòæå âûâîä ñóùåñòâóåò

è â G1, ò.å. L1 ⊇ L2.
Îáîçíà÷èì òåïåðü G0 = (V, T, P1 ∪ P2, S) ∪ L0 = L(G0).

Î÷åâèäíî, ÷òî L0 ⊇ L1 ⊇ L2. Ïóñòü x ∈ L0, x /∈ L2 è
S ⇒ ϕ1 ⇒ ϕ2 ⇒ ... ⇒ ϕk = x � êðàò÷àéøèé âûâîä ñëîâà
x â G0. Âîçüì¼ì ïåðâîå ïðèìåíåíèå ïðàâèëà âèäà B → ∅.
Ïóñòü ýòî áóäåò â ïåðåõîäå ϕj ⇒ ϕj+1.

Íàéä¼ì â âûâîäå áëèæàéøåå ñëåâà ê ýòîìó ïåðåõîäó ìå-
ñòî ïîÿâëåíèÿ B.

Äîïóñòèì, ÷òî ýòî ïðîèçîøëî â ïåðåõîäå
ϕi ⇒ ϕi+1. Ïóñòü äàëåå
ϕi = χ1Aχ4, A → χ2Bχ3 è ϕj = ψ1ψ2Bψ3ψ4.
Òîãäà
ϕi+1 = χ1χ2Bχ3χ4,
ϕj+1 = ψ1ψ2ψ3ψ4,
χl

∗⇒ ψl, l = 1, 2, 3, 4
(çäåñü ìû ïîëüçóåìñÿ ëåììîé 1.3.2).
Ïóñòü ïîñëåäíèå âûâîäû îñóùåñòâëÿþòñÿ, ñîîòâåò-

ñòâåííî, çà πl(l = 1, 2, 3, 4) øàãîâ.
Çíà÷èò ϕi ñâîäèòñÿ ê ϕi+1 â âûâîäå S

∗⇒ x çà
1 + πl + π2 + π3 + π4 + 1 øàãîâ.
Â P2 åñòü ïðàâèëî A → χ2χ3 (åñëè χ2χ3 = ∅, òî ïðîñëå-

æèâàåì íàçàä A è ïðîâîäèì àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ).
Ñëåäîâàòåëüíî, ϕi ìîæíî ñâåñòè ê ϕj+1 çà 1 + πl + π2 +

π3 + π4 øàãîâ. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ðàññìàòðèâàå-
ìûé âûâîä S

∗⇒ x êðàò÷àéøèé â G0.
Ïîýòîìó L0 = L2 è L2 = L1. ×.ò.ä.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò èñêëþ÷àòü èç ãðàììà-

òèêè òå íåòåðìèíàëüíûå ñèìâîëû, èç êîòîðûõ âûâîäèòñÿ
ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ñëîâ ÿçûêà.
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Òåîðåìà 1.3.5. Äëÿ âñÿêîé ÊÑ-ãðàììàòèêè G1 =
(V, T, P1, S) ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ åé ãðàììàòèêà G2 =
(V, T, P2, S), â êîòîðîé V2 ⊂ V1 è èç êàæäîãî A ∈ V2−(T∪S)
âûâîäèìî áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñëîâ ÿçûêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãðàììàòèêó G2 ïîñòðîèì ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Åñëè ïðàâèëî p = A → ϕ ∈ P1 è A, ϕ ∈ V ∗

2 , òî
âêëþ÷àåì p â P2. Ïðàâèëà p = A → ϕ, äëÿ êîòîðûõ A ∈
V2 âîîáùå âûáðàñûâàåì. Åñëè p = A → ϕ, A ∈ V2 è ϕ ∈
V ∗

2 , òî âêëþ÷àåì â P2 âñå ïðàâèëà, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç
P ñëåäóþùèì îáðàçîì: â öåïî÷êå ϕ = α1α2 ... αl çàìåíÿåì
òå αi, i = 1, 2, ... , l, êîòîðûå íå âõîäÿò â V2, íà êàêèå-ëèáî
ñëîâà èç T ′, âûâîäèìûå èç íèõ.

Ïîêàæåì, ÷òî L1 ⊇ L2. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
S ⇒ ϕ1 ⇒ ϕ2 ⇒ ... ⇒ ϕk = x â G2.
Ïîñêîëüêó ϕi ∈ V ∗

2 , i = 1, 2, ... , k è V ∗
2 ⊂ V ∗

1 ,
òî ëèáî
ϕi ⇒ ϕi+1 â G1,
ëèáî
ϕi

∗⇒ ϕi+1 â G1.
Çíà÷èò S

∗⇒ x â G1 è L1 ⊇ L2.
Äîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå, L1 ⊆ L2. Äëÿ ýòîãî ðàñ-

ñìîòðèì ãðàììàòèêó G3 = (V1, T, P1 ∪ P2, S) è, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ÿçûê L3 = L(G3).

Âîçüì¼ì ñàìûé êîðîòêèé âûâîä â G3 ñî ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

ϕ
∗⇒ x, ϕ ∈ V ∗

2 , x ∈ T ∗

è x íåâûâîäèìî èç ϕ â G2. Ïóñòü ýòîò âûâîä èìååò âèä:
ϕ = ϕ0 ⇒ ϕ1 ⇒ ... ⇒ ϕk = x

Òîãäà ϕ1 ∈ V ∗
2 , èíà÷å âûâîä ϕ1

∗⇒ x áûë áû êîðî÷å.
Ñëåäîâàòåëüíî ïåðâîå ïðàâèëî, ïðèìåí¼ííîå â ðàññìàòðè-
âàåìîì âûâîäå P1 = A → ψ(= ψ1ψ2 ... ψl) è P1 ∈ P2.

Òîãäà
ϕ0 = ϕ′A′ϕ′′x
ϕ1 = ϕ′ϕ1ϕ2 ... ϕlϕ

′′,
x = x′x1x2 ... xlx

′′,
ãäå
ϕ′ ∗⇒ x′, ϕ′′ ∗⇒ x′′, ψi

∗⇒ xi â G3.
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Çàìåíèâ â ïðàâèëå A → ψ òå ψm, êîòîðûõ íåò â V ∗
2 íà

xm ïîëó÷àåì ïðàâèëî âûâîäà èç P2 è áîëåå êîðîòêèé âûâîä
öåïî÷êè x â G3.

Çíà÷èò L3 = L2 è L1 = L2. ×.ò.ä.

1.4. Îïåðàöèè íàä ÊÑ-ÿçûêàìè
Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå îïåðà-

öèè íàä ÊÑ-ÿçûêàìè, êîòîðûå ñîõðàíÿþò êîíòåêñòíî-
ñâîáîäíóþ ñòðóêòóðó ÿçûêîâ. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ôîðìó-
ëèðóåòñÿ â òåîðåìå 1.4.7.

Îïðåäåëåíèå 1.4.6. Ñîïîñòàâì êàæäîìó ñèìâîëó a ∈ T
àëôàâèò Tα è ìíîæåñòâî La ⊆ T ∗α.

Ïóñòü L∅ = ∅ è La1,a2,...,ar = La1La2 ... Lar äëÿ êàæäîé
öåïî÷êè a1a2 ... ar ∈ T ∗.

Òîãäà îòîáðàæåíèå Re ìíîæåñòâà T ∗ âî ìíîæåñòâî âñåõ
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà (

⋃
α Tα)∗ íàçûâàåòñÿ ïîäñòàíîâ-

êîé.
Òàêèì îáðàçîì èç êàæäîãî ñëîâà x = a1 ... ak ∈ L â

ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâîê ai → xi ∈ Lai ïîëó÷àåì ñëîâî
z = x1 ... xk.
Ïóñòü L̃{z = x1 ... xk| xi ∈ Lai

; a1 ... ak ∈ L}.
Òåîðåìà 1.4.7. (î ïîäñòàíîâêå). Åñëè ÿçûêè L è Lak

�
ÊÑ-ÿçûêè, òî è ÿçûê L̃ � ÊÑ-ÿçûê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L è Lak
, k = 1, 2, ... , n � ÊÑ-

ÿçûêè.
L = L(G), G = (V, T, P, S),
Lak

= L(Gak
), Gak

= (Vak
, Tak

, Pak
, Sak

)
Ñäåëàåì çàìåíû íåòåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ òàê, ÷òîáû
(Va − Ta) ∩ (Vb − Tb) = ∅ è V ∩ Va = ∅.
Ïîñòðîèì ãðàììàòèêó G̃:

G̃ = (V ∪ (
⋃
u

Vak
),

⋃

k

Tak
, P ∪ (

⋃

k

Pak
) ∪ {ak → Sak

}, S)

Äîêàæåì, ÷òî ÿçûê L̃ ñîâïàäàåò ñ ÿçûêîì L(G̃).
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10. Èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå L̃ ⊆ L(G̃).
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x ∈ L̃, òî z âûâîäèòñÿ èç íåêîòî-

ðîãî ñëîâà x ∈ L, êîòîðîå èìååò âèä: x = a1 ... a3
∗⇒ z, íî

ñëîâî x âûâîäèòñÿ è â L(G̃), à òîãäà èç x ñóùåñòâóåò âûâîä
x

∗⇒ Sa1 ... Sa3

∗⇒ z â ãðàììàòèêå G̃.
20. Èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå L′(G̃) ⊆ L̃.
Ïóñòü z ∈ (

⋃
k Tak

)∗. Òàê êàê L(G̃) � ÊÑ-ÿçûê è íå ñóùå-
ñòâóåò â G̃ ïðàâèë, òàêèõ ÷òî èç ñèìâîëîâ

⋃
Vak

ïîëó÷àþòñÿ
ñèìâîëû èç V , òî ñóùåñòâóåò âûâîä z òàêîé, ÷òî äî íåêî-
òîðîãî øàãà ïðèìåíÿþòñÿ òîëüêî ïðàâèëà èç P , à çàòåì
îíè íå ïðèìåíÿþòñÿ, ò.å. âûâîä â êîòîðîì ñíà÷àëà ïðèìå-
íÿþòñÿ ïðàâèëà èç ???, çàòåì ïðàâèëà ak → Sak

è òîëüêî
ïîòîì îñòàëüíûå. Â òàêîì ñëó÷àå â ìîìåíò t ïîñëå îêîí÷à-
íèÿ ïðèìåíåíèÿ ïðàâèë èç P ìû èìååì ñëîâî èç T ∗, à òàê
êàê àëôàâèò íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ V ∪ (Va˘Ta) ∩ (Vb˘Tb) = ∅,
òîèç êàæäîãî ñèìâîëà ak âûâîäèòñÿ ñëîâî â àëôàâèòå Vak

.
Âêëþ÷åíèå äîêàçàíî.

Âêëþ÷åíèÿ, äîêàçàííûå â ïóíêòàõ 10, 20 äîêàçûâàþò ðà-
âåíñòâî L̃ = L(G̃).

Ñëåäñòâèå. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå ÊÑ-ÿçûêè L1 è
L2. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà {a, b}, {ab} è {a}∗ (a è b � íåêî-
òîðûå ñèìâîëû) ÿâëÿþòñÿ ÊÑ-ÿçûêàìè, òî, ñîãëàñíî òåî-
ðåìå 1.4.7, ìíîæåñòâà L1 è L2 L1L2 è L∗1 òîæå ÿâëÿþòñÿ
ÊÑ-ÿçûêàìè. Ñèìâîëîì L1L2 îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî öåïî-
÷åê âèäà xy, ãäå x ∈ L1, y ∈ L2.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèìåðîâ, îïðîâåðãàþùèõ òå èëè èíûå
óòâåðæäåíèÿ, ïîëåçíî èìåòü ïðèìåðû ÿçûêîâ, íå ÿâëÿþ-
ùèõñÿ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûìè. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äà¼ò
òàêîé ïðèìåð.

Òåîðåìà 1.4.8. ßçûê L = {anbncn|n > 1} íå ïîðîæäàåò-
ñÿ íèêàêîé ÊÑ-ãðàììàòèêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L = L(G), ãäå G = (V, T, P, S)
åñòü ÊÑ-ãðàììàòèêà. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èç êàæäîãî
íåòåðìèíàëüíîãî ñèìâîëà A ∈ V −T âûâîäèòñÿ áåñêîíå÷íîå
ìíîæåñòâî ñëîâ ÿçûêà.

Äëÿ êàæäîãî n çàôèêñèðóåì ïîñëåäíåå ïðàâèëî Pin ,
ïðèìåí¼ííîå ïðè âûâîäå anbncn. Êàêîå-òî èç ïðàâèë âñòðå-
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òèòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç. Ïóñòü ýòî ïðàâèëî P = A → x
è |x| = m. Âîçüì¼ì n, òàêîå, ÷òî n > m è P ïðèìåíÿëîñü
ïîñëåäíèì ïðè âûâîäå anbncn.

Âîçìîæíû òàêèå ñëó÷àè:
xAbkcn ⇒ anbncn

è
anbkAx ⇒ anbncn, k > 1, |x| = 2n− k −m.
Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé. Òàê êàê èç A âûâîäèòñÿ áåñ-

êîíå÷íî ìíîãî ñëîâ, òî ñóùåñòâóåò âûâîä A
∗⇒ y, òàêîé, ÷òî

|y| > m. Òîãäà |x|−|y|+k = 2n−k−m > 2n, ÷òî íåâîçìîæíî.
Âî âòîðîì ñëó÷àå ðàññóæäàåì àíàëîãè÷íî. ×.ò.ä.
Óïðàæíåíèå 4.1.9. Ïîêàçàòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ÊÑ-

ÿçûêîâ íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ÊÑ-ÿçûêîì.
2. Ïîêàçàòü, ÷òî ðàçíîñòü äâóõ ÊÑ-ÿçûêîâ íå âñåãäà ÿâ-

ëÿåòñÿ ÊÑ-ÿçûêîì.
3. Ïîêàçàòü, ÷òî ÿçûê L = {a, b, c}∗ − {anbncn|n > 1}

åñòü ÊÑ-ÿçûê.

1.5. Íåîäíîçíà÷íûå ãðàììàòèêè è íåîäíîçíà÷íûå
ÿçûêè

Ïðèìåíèòåëüíî ê ÿçûêàì ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïîðîæäà-
þùèå ãðàììàòèêè äîñòàâëÿþò ñðåäñòâà äëÿ îïðåäåëåíèÿ
òîãî, ïðàâèëüíî èëè íåïðàâèëüíî íàïèñàíà äàííàÿ ïðî-
ãðàììà, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ëè ýòà ïðîãðàììà âûâîäèìîé öåïî÷-
êîé â ñîîòâåòñòâóþùåé ãðàììàòèêå. Áîëåå òîãî, íåêîòîðûå
ñèñòåìû òðàíñëÿöèè ÿâíî èñïîëüçóþò âûâîä äàííîé öåïî÷-
êè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîãðàììû íà äðóãîì ÿçûêå. Â ñâÿçè ñ
ýòèì íåîáõîäèìî äàòü îòâåò íà âîïðîñ: êîãäà ìîæíî ñ÷è-
òàòü äâà âûâîäà îäíîé è òîé æå öåïî÷êè ÿçûêà ñóùåñòâåííî
ðàçëè÷íûìè? Äëÿ íàøèõ öåëåé áóäåò óäîáíî îòîæäåñòâèòü
âñå âûâîäû íåêîòîðîé öåïî÷êè â äàííîé ÊÑ-ãðàììàòèêå,
ðàçëè÷àþùèåñÿ ëèøü ïîðÿäêîì ïðèìåíåíèÿ ïðàâèë. Ñðå-
äè âñåõ òàêèõ âûâîäîâ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå âûäåëÿåò
âûâîä, êîòîðûé ÷àñòî áóäåò èãðàòü ðîëü êàíîíè÷åñêîãî âû-
âîäà äàííîé öåïî÷êè.

Îïðåäåëåíèå 1.5.1. Ïóñòü G = (V, T, P, S) � åñòü ÊÑ-
ãðàììàòèêà.
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Âûâîä S ⇒ ϕ0 ⇒ ϕ1 ⇒ ... ⇒ ϕk ÿâëÿåòñÿ ëåâîñòîðîí-
íèì, åñëè äëÿ âñåõ i = 0, 1, ... , k − 1 âûïîëíåíî óñëîâèå
ϕi = uiAiψi, ϕi+1 = uiχiψi, Ai → χi ∈ P è ui ∈ T ∗.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâîñòîðîííèé âûâîä.
Òîëüêî ÷òî ñôîðìóëèðîâàííîå îïðåäåëåíèå ïðèâîäèò

ê âåñüìà âàæíîìó â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ ïîíÿòèþ
íåîäíîçíà÷íîñòè ÊÑ-ãðàììàòèêè.

Îïðåäåëåíèå 1.5.2. ÊÑ-ãðàììàòèêà G íàçûâàåòñÿ íåîä-
íîçíà÷íîé, åñëè â ÿçûêå L(G) íàéä¼òñÿ ïî ìåíüøå ìåðå îä-
íà öåïî÷êà, ïîðîæäàåìàÿ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ëåâîñòîðîí-
íèìè âûâîäàìè (èç àêñèîìû S).

ÊÑ-ãðàììàòèêà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ íåîäíîçíà÷íîé, íàçû-
âàåòñÿ îäíîçíà÷íîé.

Çàìå÷àíèå. Ðàññìàòðèâàÿ âûâîä íåêîòîðîé öåïî÷êè â
äàííîé ÊÑ-ãðàììàòèêå G, ÷àñòî èñïîëüçóþò ïîíÿòèå äåðå-
âà âûâîäà. Äåðåâî âûâîäà ñòðîèòñÿ ïî âûâîäó

S ⇒ α1 ... αk1 ⇒ β1 ... βk2 ⇒ ... ⇒ a1 ... ak

ñëåäóþùèì îáðàçîì: îò âåðøèíû äåðåâà (âåðøèíû óðîâíÿ
1), ïîìå÷åííîé ñèìâîëîì S, îòõîäèò k1 âåòâåé, çàêàí÷èâà-
þùèõñÿ âåðøèíàìè (âåðøèíàìè âòîðîãî óðîâíÿ), ïîìå÷åí-
íûìè ñëåâà íàïðàâî ñèìâîëàìè α1α2 ... αk. Åñëè â ïðîöåññå
âûâîäà ê íåêîòîðîìó íåòåðìèíàëüíîìó ñèìâîëó αi áûëî
ïðèìåíåíî ïðàâèëî αi → γ1 ... γm, òî αi ñòàíîâèòñÿ âåð-
øèíîé ïîääåðåâà, îò íåãî îòõîäèò m âåòâåé, âåðøèíû, ê
êîòîðûì îíè âåäóò, ïîìå÷àþòñÿ ñèìâîëàìè γ1 ... γm. Àíà-
ëîãè÷íîå ïîñòðîåíèå ïðîâîäèòñÿ äëÿ âåðøèí âñåõ äîñòèã-
íóòûõ óðîâíåé, ïîìå÷åííûõ íåòåðìèíàëüíûìè ñèìâîëàìè.
Âåðøèíà äåðåâà íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîé, åñëè îò íå¼ íå
îòõîäèò âåòâåé ê âåðøèíàì áîëåå âûñîêîãî óðîâíÿ. Ïîñòðî-
åíèå äåðåâà âûâîäà çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà âñå ìàêñèìàëüíûå
âåðøèíû îêàçûâàþòñÿ ïîìå÷åííûìè òåðìèíàëüíûìè ñèì-
âîëàìè. Ñîâîêóïíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåòîê (ïðè îñìîò-
ðå ìàêñèìàëüíûõ âåðøèí ñëåâà íàïðàâî) îáðàçóåò òåðìè-
íàëüíóþ öåïî÷êó a1 ... al (ïðèìåð äåðåâà âûâîäà ñì. íà ðèñ.
ñòð. ???40).

Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå äåðåâà âûâîäà ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî
ãðàììàòèêà G ÿâëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íîé, åñëè íåêîòîðàÿ öå-
ïî÷êà w ∈ L(G) èìååò äâà ðàçëè÷íûõ äåðåâà âûâîäà.
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Îïðåäåëåíèå 1.5.3. ÊÑ-ÿçûê L íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåí-
íî íåîäíîçíà÷íûì, åñëè êàæäàÿ ïîðîæäàþùàÿ åãî ÊÑ-
ãðàììàòèêà ÿâëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íîé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ÿçûê L íàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íûì.

Ïðèìåðû.

Ïðèìåð 1.1. Â ÀËÃÎË-60 ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå ïðàâè-
ëà âûâîäà.
< ïðîñòàÿ ïåðåìåííàÿ> ::= < èìåíîâàòåëü ïåðåìåííîé>
< èìåíîâàòåëü ïåðåìåííîé> ::= < èìåíîâàòåëü>
< èìåíîâàòåëü ìàññèâà> ::= < èìåíîâàòåëü>
< èìåíîâàòåëü ïðîöåäóðû > ::= < èìåíîâàòåëü>
< ìåòêà> ::= < èìåíîâàòåëü >
< èìåíîâàòåëü ïåðåêëþ÷àòåëÿ> ::= < èìåíîâàòåëü>

Äîáàâèâ ê ýòèì ïðàâèëàì ïðàâèëà
S → ÏÏ
S → ÈÌ
S → ÈÏ
S → Ì
S → È Ïåðåêë
èì → a
(íà÷àëüíûå ñèìâîëû ÀËÃÎË-60 çàìåíåíû çäåñü íà÷àëüíûìè
áóêâàìè ñîñòàâëÿþùèõ èõ ñëîâ), ïîëó÷èì íåîäíîçíà÷íóþ ãðàì-
ìàòèêó, äëÿ ñëîâà a â êîòîðîé ñóùåñòâóåò ïÿòü ðàçëè÷íûõ âû-
âîäîâ. Èñòî÷íèêîì íåîäíîçíà÷íîñòè ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëà ñ îäèíà-
êîâûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè.

Ïðèìåð 1.2. Óñëîâíûé îïåðàòîð â ÀËÃÎË-60 ìîæåò èìåòü
âèä
< óñëîâíûé îïåðàòîð> ::= IF < ëîãè÷åñêîå âûðàæåíèå> THEN
<áåçóñëîâíûé îïåðàòîð>

ëèáî âèä
< óñëîâíûé îïåðàòîð> ::= IF < ëîãè÷åñêîå âûðàæåíèå>
< áåçóñëîâíûé îïåðàòîð> ::= ELSE < îïåðàòîð>

Ñ ÷åì ñâÿçàíî îãðàíè÷åíèå íà òî, ÷òî ïîñëå THEN ñëåäóåò
áåçóñëîâíûé îïåðàòîð?

Ïóñòü ïîñëå THEN ìîæåò ñëåäîâàòü îïåðàòîð.
Òîãäà äîïóñòèìà êîíñòðóêöèÿ
IF x > 0 THEN IF x > 5 THEN x := x− 5
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ELSE x := +5; ïå÷àòü (x).
Ïðè ýòîì âîçìîæíû äâå å¼ òðàêòîâêè:
1) IF x > 0 THEN < îïåðàòîð> ELSE x := x + 5,

ãäå <îïåðàòîð> åñòü IF x > 5 THEN x := x− 5
2) IF x > 0 THEN < îïåðàòîð>, ãäå <îïåðàòîð> åñòü

IF x > 5 THEN x := x− 5 ELSE x := +5;
Ïðè x = −1 ïåðâàÿ òðàêòîâêà ïðèâåä¼ò ê ïå÷àòè çíà÷åíèÿ

x = 4, à âòîðàÿ � x = −1.
Ïðè x = 1 ïåðâàÿ òðàêòîâêà äà¼ò ðåçóëüòàò x = 1, âòîðàÿ �

x = 6.
Îòìå÷åííàÿ íåîäíîçíà÷íîñòü òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ êîíñòðóê-

öèè, èñïîëüçóåìîé â ÀËÃÎË-60.

Ïðèìåð 1.3. Ïóñòü G1 = (V1, T, P, S1) åñòü ÊÑ-ãðàììàòè-
êà, ïðè÷¼ì T = {a}, P1 = {S → SS, S → akbk}, è
G2 = (V2, T, P, S2) � äðóãàÿ ÊÑ-ãðàììàòèêà, ñ ïðàâèëàìè âûâî-
äà P2 = {S → akbkS, S → akbk}.

Òîãäà L(G1) = L(G2) = {(akbk)n, n > 1}
ïðè ýòîì ãðàììàòèêà G2 � îäíîçíà÷íàÿ, à G1 � íåîäíîçíà÷íàÿ.

Ïðèìåð 1.4. ßçûê {anbncm}∪{anbmcm}, m, n 6 1 ÿâëÿåòñÿ
ñóùåñòâåííî íåîäíîçíà÷íûì � ëþáàÿ ïîðîæäàþùàÿ åãî ãðàììà-
òèêà íåîäíîçíà÷íà.

Îáúåäèíåíèå îäíîçíà÷íûõ ÊÑ-ÿçûêîâ íå îáÿçàòåëüíî
ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûì ÊÑ-ÿçûêîì, îäíàêî, åñëè ýòè ÿçûêè
íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî èõ îáúåäèíåíèå ÿâëÿåòñÿ ÊÑ-ÿçûêîì.

Òåîðåìà 1.5.3. Åñëè îäíîçíà÷íûå ÊÑ-ÿçûêè L1, ... , Lr

ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî ÿçûê L =
⋃r

i=1 Li ÿâëÿåòñÿ
îäíîçíà÷íûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî r = 2.

Ïóñòü
G1 = (V1, T, P, S1),
G2 = (V2, T, P, S2) è
Li = L(Gi), i = 1, 2 � îäíîçíà÷íûå ÊÑ-ÿçûêè.

Ïóñòü òàêæå (V1 − T )∩ (V2 − T ) = ∅ (ýòîãî âñåãäà ìîæ-
íî äîáèòüñÿ ïåðåîáîçíà÷åíèåì ñèìâîëîâ âñïîìîãàòåëüíûõ
àëôàâèòîâ).

Ðàññìîòðèì ÊÑ-ãðàììàòèêó
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G1 = (V1, T, P, S1), ãäå
S /∈ V1 ∪ V2, V = V1 ∪ V2 ∪ S è
P = P1 ∪ P2 ∪ {S → S1, S → S2}.
Î÷åâèäíî, ÷òî
L(G) = L1 ∪ L2.
Ïóñòü
S ⇒ ϕ1 ⇒ ... ⇒ ϕk = x è
S ⇒ ψ1 ⇒ ... ⇒ ψl = x -
ëåâîñòîðîííèå âûâîäû öåïî÷êè xinL(G).
Òàê êàê P ñîäåðæèò ëèøü äâà ïðàâèëà âèäà S → χ,
òî ϕi ∈ {S1, S2} è ψi ∈ {S1, S2}.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ1 = ψ1 = S1. Èç ñîîòíîøåíèÿ

(V1 − T ) ∩ (V2 − T ) = ∅

ñëåäóåò, ÷òî â îáîèõ âûâîäàõ ïðèìåíÿþòñÿ ëèøü ïðàâèëà
P1, è, ïîñêîëüêó ãðàììàòèêà G1 ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé, äàí-
íûå âûâîäû ñîâïàäàþò.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âûâîäû ñîâïàäàþò â ñëó-
÷àå ϕi = ψi = S2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕi = S1 è ψ1 = S2.
Òîãäà ïåðâûé âûâîä (ò.å. S ⇒ ϕ1 ⇒ ... ⇒ ϕk = x ÿâëÿåòñÿ
âûâîäîì â ãðàììàòèêå G1, à âòîðîé � âûâîäîì â ãðàììà-
òèêå G2. Çíà÷èò x ∈ L1 ∩ L2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ
L1∩L2 = ∅. Òàêèì îáðàçîì, îáà âûâîäà ñëîâà x ñîâïàäàþò
è â ýòîì ñëó÷àå. Ãðàììàòèêà G � îäíîçíà÷íàÿ. ×.ò.ä.

1.6. Ìàãàçèííûå àâòîìàòû
Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìàòðèâàåì êëàññ óñòðîéñòâ,

íàçûâàåìûõ àâòîìàòàìè ñ ìàãàçèííîé ïàìÿòüþ, êàæäûé
èç êîòîðûõ îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ïðî÷èòàâ ñëîâî,
ïðèíàäëåæàùåå äàííîìó ÊÑ-ÿçûêó, îí íåêîòîðûì îïðåäå-
ë¼ííûì îáðàçîì îòìå÷àåò ýòîò ôàêò. Âî ìíîãèõ òåîðåòè-
÷åñêèõ è ïðèêëàäíûõ âîïðîñàõ, ìîæíî ñ óñïåõîì çàìåíèòü
ðàññìîòðåíèå äàííîãî ÊÑ-ÿçûêà èçó÷åíèåì ñâîéñòâ ñîîò-
âåòñòâóþùåãî àâòîìàòà ñ ìàãàçèííîé ïàìÿòüþ.
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Äàíî ñíà÷àëà íàãëÿäíîå íåôîðìàëüíîå îïèñàíèå àâòî-
ìàòà ñ ìàãàçèííîé ïàìÿòüþ (ÌÏ-àâòîìàòà). Òàêîé àâòîìàò
(ðèñ ?) ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå ñîñòîÿùèì èç

à) âõîäíîé ëåíòû, íà êîòîðîé â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå-
ìåíè íàõîäèòñÿ âõîäíàÿ öåïî÷êà (ñëîâî â íåêîòîðîì àëôà-
âèòå T ),

á) ÷èòàþùåãî óñòðîéñòâà, êîòîðîå ìîæåò íàõîäèòñÿ â
êîíå÷íîì ÷èñëå ñîñòîÿíèé p, q, r, ...

â) ëåíòû ìàãàçèíà (ëåíòû ìàãàçèííîé ïàìÿòè), íà êîòî-
ðîé â íà÷àëüíûé ìîìåíò íàõîäèòñÿ ñèìâîë z0 íåêîòîðîãî
êîíå÷íîãî àëôàâèòà Z.

Ôóíêöèîíèðîâàíèå àâòîìàòà âî âðåìåíè ïðîèñõîäèò
ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. ðèñ. 1.1.):

Ëèáî 1) âõîäíàÿ ëåíòà âäâèãàåòñÿ íà îäíó ïîçèöèþ â
÷èòàþùåå óñòðîéñòâî è â çàâèñèìîñòè

îò ïîñëåäíåãî ñèìâîëà z, çàïèñàííîãî íà ëåíòå ìàãàçèíà,
ñîñòîÿíèÿ ÷èòàþùåãî óñòðîéñòâà p
è ñ÷èòàííîãî ñ âõîäíîé ëåíòû ñèìâîëà a

àâòîìàò çàïèñûâàåò íà ìàãàçèííóþ ëåíòó, íà÷èíàÿ ñ òîé
ïîçèöèè, ãäå íàõîäèòñÿ ñèìâîë z, íåêîòîðóþ öåïî÷êó ω â
àëôàâèòå Z è ïåðåõîäèò â íîâîå ñîñòîÿíèå q.

Ëèáî 2) ñ÷èòûâàíèÿ ñ âõîäíîé ëåíòû íå ïðîèõîäèò, à â
çàâèñèìîñòè îò ïîñëåäíåãî ñèìâîëà ìàãàçèíà è ñîñòîÿíèÿ
àâòîìàò çàïèñûâàåò â ìàãàçèí öåïî÷êó ω è ïåðåõîäèò â íî-
âîå ñîñòîÿíèå q.

Îòìåòèì, ÷òî ïåðåõîäû îáîèõ âèäîâ ìîãóò ñîâåðøàòüñÿ
àâòîìàòîì íåäåòåðìèíèðîâàííî, ò.å. ñèòóàöèè íà ïðåäøå-
ñòâóþùåì òàêòå ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü êîíå÷íîå ÷èñëî ïàð
âèäà (ω, q) � öåïî÷êè, êîòîðàÿ áóäåò íàïå÷àòàíà ê ñëåäóþ-
ùåìó ìîìåíòó âðåìåíè íà ëåíòå ìàãàçèíà, è ñîñòîÿíèÿ.

Åñëè â èòîãå ðàáîòû ïîëó÷àåòñÿ ïîëîæåíèå, êîãäà ñ
âõîäíîé ëåíòû ñ÷èòàíû âñå ñèìâîëû âõîäíîé öåïî÷êè è âû-
ïîëíåíî íåêîòîðîå óñëîâèå îñòàíîâêè àâòîìàòà, òî ãîâîðÿò,
÷òî àâòîìàò äîïóñòèë âõîäíóþ öåïî÷êó.

Â êà÷åñòâå óñëîâèé îñòàíîâêè ìû áóäåì áðàòü ñëåäóþ-
ùèå:

à) àâòîìàò íàõîäèòñÿ â îäíîì èç îòìå÷åííûõ (çàðàíåå)
ñîñòîÿíèé (ìû â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðèì î F -àâòîìàòå),
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á) ìàãàçèí àâòîìàòà ïóñò (N -àâòîìàò).
Äàäèì òåïåðü ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå àâòîìàòà ñ ìà-

ãàçèííîé ïàìÿòüþ.
Îïðåäåëåíèå 1.6.1. N -àâòîìàòîì (àâòîìàòîì òèïà N)

íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ øåñò¼ðêà
N ↔ N = (Z, K, T, δ, z0, q0),

ãäå
Z = {A, B, C, ... , D} � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ

(àëôàâèò ìàãàçèíà),
K = {p, q, ... , r} � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî (ìíîæåñòâî ñî-

ñòîÿíèé àâòîìàòà),
T = {a, b, ... , c} � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî (âõîäíîé àëôàâèò

àâòîìàòà),
δ � çàäàííîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà Z ×K × (T ∪∅ íà

ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Z∗ ×K (ôóíêöèÿ
ïåðåõîäîâ àâòîìàòà)

z0 ∈ Z � íà÷àëüíûé ñèìâîë â ìàãàçèíå (ìàðêåð ìàãàçè-
íà)

q0 ∈ K � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå àâòîìàòà.
F -àâòîìàòîì (àâòîìàòîì òèïà F ) íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî-

÷åííàÿ ñåì¼ðêà
F = (Z, K, T, δ, z0, q0, F ),

ãäå Z, K, T, δ, z0, q0 èìåþò òîò æå ñìûñë ÷òî è äëÿ N -
àâòîìàòà, à F ⊆ K � ìíîæåñòâî îòìå÷åííûõ (çàêëþ÷èòåëü-
íûõ) ñîñòîÿíèé.

Ââåä¼ì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ.
Ïóñòü â äàííûé ìîìåíò
. â ìàãàçèíå àâòîìàòà íàõîäèòñÿ ñëîâî vz,
. àâòîìàò íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè p,
. íà âõîäå àâòîìàòà íàõîäèòñÿ ñëîâî ax.
Íàáîð (vz, p, ax) áóäåì íàçûâàòü ñèòóàöèåé, â êîòîðîé

íàõîäèòñÿ àâòîìàò.
Ïóñòü ôóíêöèÿ ïåðåõîäà àâòîìàòà δ òàêîâà, ÷òî

δ(z, p, a) 3 (ω, q).
Ñîâîêóïíîñòü ýòèõ óñëîâèé áóäåì îáîçíà÷àòü
(vx, p, ax) ` (vw, q, x).
Åñëè
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(w1, p1, x1) ` (w2, p2, x2) ` ... ` (wn, pn, xn),
òî áóäåì ïèñàòü

(w1, p1, x1)
∗
` (wn, pn, xn).

Èíîãäà çíà÷êè ` è
∗
` ìû áóäåì óïîòðåáëÿòü äëÿ îáîçíà-

÷åíèÿ ôàêòè÷åñêè ñîâåðø¼ííûõ àâòîìàòîì ïåðåõîäîâ.
Îïðåäåëåíèå 1.6.2. Ìíîæåñòâî ñëîâ L(N) áóäåì íàçû-

âàòü ìíîæåñòâîì ñëîâ, äîïóñêàåìûõ N -àâòîìàòîì, åñëè
L(N) = {x|x ∈ T ∗, (z0, qo, x)

∗
` (∅, q,∅), q ∈ K}.

Ìíîæåñòâî
L(F ) = {x|x ∈ T ∗, (z0, qo, x)

∗
` (ω, P,∅), ω ∈ Z∗}

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ñëîâ, äîïóñêàåìûõ F -àâòîìàòîì.
Öåëü äâóõ íèæåñëåäóþùèõ òåîðåì ïîêàçàòü, ÷òî êëàññû

ÿçûêîâ, äîïóñêàåìûõ N - è F -àâòîìàòàìè, ñîâïàäàþò.
Òåîðåìà 1.6.3. (FN -òåîðåìà). Äëÿ êàæäîãî àâòîìàòà

òèïà F ñóùåñòâóåò àâòîìàò òèïà N , òàêîé, ÷òî L(F ) =
L(N).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàí F -àâòîìàò
F = (Z, K, T, δ, z0, q0, F ).
Âîçüì¼ì òàêîé N -àâòîìàò
N = (Z ∪ z̄0, K ∪ q̄o ∪ q̄1, T, δ̄, z̄0, q̄0),

ãäå
q̄o, q̄1 /∈ K, z̄0 /∈ Z

è ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ îïðåäåëåíà ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâà-
ìè:

1) δ̄(z̄0, q̄0,∅) = (z̄0, z0, q0),
2) δ̄(z, q, a) = δ(z, q, a) äëÿ âñåõ z ∈ Z, q ∈ K,
3) δ̄(z, f,∅) = (z, q̄1) äëÿ f ∈ F, z ∈ Z ∪ z̄o,
4) δ̄(z, q̄1,∅) = (∅, q̄1) äëÿ z ∈ Z ∪ z̄

Ïóñòü x ∈ L(F ), ò.å.
(z0, q0, x)

∗
` (w, f,∅).

Òîãäà

(z̄0, q̄0, x) ` (z̄0, q0, x)
∗
` (z̄0w, f,∅) ` (z̄0w, q̄1,∅)

∗
` (∅, q̄1,∅),

ò.å. x ∈ L(N) è L(F ) ⊆ L(N).
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Ïóñòü x ∈ L(N). Â F -àâòîìàòå ïåðâûé ïåðåõîä îäíîçíà-
÷åí (z̄0, q̄0, x) ` (z̄0, q0, x). Äàëåå ðàññóæäàåì òàê: z̄0 ìîæåò
áûòü ñò¼ðòî (â àâòîìàòå N) ëèøü â ñîñòîÿíèè q̄1 (ñì. âûøå
ï. 4) îïèñàíèÿ ôóíêöèè δ̄. Â ñîñòîÿíèå q̄1 ìîæíî ïåðåéòè
òîëüêî èç ñîñòîÿíèÿ f .

Òàêèì îáðàçîì,

(z̄0z0, q0, x)
∗
` (z̄0w, f,∅) ` (z̄0w, q̄1,∅)

∗
` (∅, q̄1,∅).

Ïîñêîëüêó ïðè ïåðåõîäå èç ñîñòîÿíèÿ f â ñîñòîÿíèå q̄1 è
ïðè âñåõ ïåðåõîäàõ, ñîâåðøàåìûõ â ñîñòîÿíèè q̄1, ñ âõîäíîé
ëåíòû íè÷åãî íå ñ÷èòûâàåòñÿ (ñì. ï.ï. 3 è 4 îïñàíèÿ δ̄), òî

(z0, q0, x)
∗
` (w, f,∅),

ò.å. x ∈ L(F ) è L(N) ⊆ L(F ). ×.ò.ä.
Òåîðåìà 1.6.4. (NF -òåîðåìà). Äëÿ êàæäîãî àâòîìàòà

òèïà N ñóùåñòâóåò àâòîìàò òèïà F , òàêîé, ÷òî L(N) =
L(F ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàí àâòîìàò
N = (Z, K, T, δ, z0, f0).
Âîçüì¼ì F -àâòîìàò
F = (Z ∪ z̄0, K ∪ f̄ ∪ q̄0, T, δ̄, z̄0, q̄0, f),

ãäå
f /∈ K, z̄0 /∈ Z,

à ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ δ̄ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ðàâåí-
ñòâàìè:

1) δ̄(z̄0, q̄0,∅) = (z̄0, z0, q0),
2) δ̄(z, q, a) = δ(z, q, a) äëÿ âñåõ z ∈ Z, q ∈ K, a ∈ T ∪∅,
3) δ̄(z̄0, q,∅) = (∅, f) äëÿ q ∈ K.
Ïóñòü ñëîâî x ∈ L(N), ò.å. (z0, q0, x0)

∗
` (∅, q,∅).

Òîãäà
(z̄0, q̄0, x) ` (z̄0z0, q0, x)

∗
` (z̄0, q0,∅) ` (∅, f,∅).

Çíà÷èò x ∈ L(F ) è L(N) ⊆ L(F ).
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Ïóñòü òåïåðü x ∈ L(F ), ò.å. (z̄0, q̄0, x)
∗
` (w, f,∅). Ïðî-

ñëåäèì ýòîò ïåðåõîä ïýòàïíî â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Â ñîñòî-
ÿíèå f ìîæíî ïåðåéòè, òîëüêî èñïîëüçóÿ ïðàâèëî ï. 3 îïè-
ñàíèÿ ôóíêöèè δ̄, ò.å.

(z̄0, q̄0, x)
∗
` (wz̄0, q,∅) ` (w, f,∅), q ∈ K.

Òàê êàê ñèìâîë z̄0 íèêîãäà â ìàãàçèí íå ïèøåòñÿ, òî
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî w = ∅. Çíà÷èò

(z̄0, q̄0, x)
∗
` (z̄0, q0,∅).

Ïåðâûé ïåðåõîä â F -àâòîìàòå îäíîçíà÷åí (ñì. ï. 1 îïè-
ñàíèÿ ôóíêöèè δ̄).

Ïîýòîìó âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ:
(z̄0, q̄0, x) ` (z̄0z0, q̄0, x)

∗
` (z̄0, q,∅).

Òå æå øàãè(ñì. ï.2 îïèñàíèÿ δ̄) äëÿ N -àâòîìàòà äàþò
(z0, q0, x)

∗
` (∅, q,∅),

ò.å.
x ∈ L(N) è L(F ) ⊆ L(N)
×.ò.ä.
Ñåé÷àñ ìû ïðèñòóïàåì ê äîêàçàòåëüñòâó äâóõ òåî-

ðåì, ñîäåðæàùèõ îñíîâíîå â ýòîì ïàðàãðàôå óòâåðæäå-
íèå îá ýêâèâàëåíòíîñòè êëàññîâ ÿçûêîâ, ïîðîæäàåìûõ ÊÑ-
ãðàììàòèêàìè è äîïóñêàåìûõ àâòîìàòàìè ñ ìàãàçèííîé ïà-
ìÿòüþ.

Òåîðåìà 1.6.5. (GN -òåîðåìà). Äëÿ ëþáîé ÊÑ-
ãðàììàòèêè G ñóùåñòâóåò N -àâòîìàò òàêîé, ÷òî
L(G) = L(N).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G = (V, T, P, S). Îïðåäåëèì àâ-
òîìàò N = (V, {q}, T, δ, q, S), ãäå ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ δ óäî-
âëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ðàâåíñòâàì:

1) δ(a, q, a) = (∅, q) äëÿ âñåõ a ∈ T
2) δ(A, q,∅) = {(ϕR, q)}, äëÿ âñåõ ïðàâèë A → ϕ ∈ P 1

Ïóñòü ñëîâî x ∈ L(G). Âîçüì¼ì ëåâîñòîðîííèé âûâîä x
S ⇒ x1A1ϕ1 ⇒ x1x2A2ϕ2 ⇒ ... ⇒ x1x2 ... An−1ϕn−1 ⇒
⇒ x1x2 ... xn = x

1Ñèìâîëîì ϕR îáîçíà÷àåòñÿ öåïî÷êà, ñîñòîÿùàÿ èç òåõ æå ñèìâî-
ëîâ, ÷òî è öåïî÷êà ϕ, íî íàïèñàííûõ â îáðàòíîì ïîðÿäêå.
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Òîãäà
(S, q, x) ` (ϕR

1 A1x
R
1 , q, x)

∗
` (ϕR

1 A1, q, x1x2 ... xn) `
(ϕR

2 A2, q, x2 ... xn)
∗
` (ϕR

2 A2, q, x3 ... xn) `
(ϕR

n−1An−1, q, xn ... xn) ` (xR
n , q, xn)

∗
` (∅, q,∅),

ò.å. x ∈ L(N) è L(G) ⊆ L(N)

Ïóñòü òåïåðü x ∈ L(N), ò.å. (S, q, x)
∗
` (∅, q,∅). Ïóñòü

x = a1a2 ... an−1an. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ1, ψ2, ... , ψn ñîñòîÿ-
íèÿ ìàãàçèíà äî, à ÷åðåç ϕ1, ϕ2, ... ϕn ïîñëå òîãî, êàê áó-
äåò ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè ïåðåõîäà δ èç (1.6.1)
ñ÷èòàíî, ñîáñòâåííî, a1a2 ... an−1an. Èñïîëüçóÿ ýòè îáîçíà-
÷åíèÿ, ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïå-
ðåõîäîâ:

(S, q, x)
∗
` (ψ1, q, a1a2 ... an) ` (ϕ1, q, a2 ... an)

∗
`

(ψ2, q, a2 ... an) ` (ϕ2, q, a3 ... an)
∗
` ...

∗
` (ψn−1, q,

an−1 ... an) ` (ϕn, q, an)
∗
` (ψn, q, an) ` (ϕn, q,∅)

∗
` (∅, q,∅)

Ýòî çíà÷èò, ÷òî
1) ψi = ϕiai äëÿ i = 1, 2, ... , n è
2) S

∗⇒ ψR
i , ϕR

i ⇒ ψR
i+1 äëÿ i = 1, 2, ... , n è ϕR

n
∗⇒ ∅

Îáúåäèíÿÿ âñ¼, ïîëó÷àåì âûâîä öåïî÷êè x â ãðàììàòèêå
G

S
∗⇒ ψR

i = a1ϕ
R
1

∗⇒ a1ψ
R
2 = a1a2ϕ

R
2

∗⇒
∗⇒ a1 ... an−1ψ

R
n = a1 ... an−1ϕ

R
n

∗⇒ a1 ... an = x
Çíà÷èò
x ∈ L(G) è L(G) = L(N), ÷.ò.ä.
Òåîðåìà 1.6.6. (NG-òåîðåìà). Äëÿ ëþáîãî N -àâòîìàòà

N ñóùåñòâóåò ÊÑ-ãðàììàòèêà G, ïîðîæäàþùàÿ ÿçûê, äî-
ïóñêàåìûé àâòîìàòîì N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü N = (Z, K, T, δ, z0, q0)
Ïîñòðîèì ÊÑ-ãðàììàòèêó G = (V, T, P, S) ñëåäóþùèì

îáðàçîì.
Àëôàâèò ãðàììàòèêè V = {Azpq ∪T ∪S, p, q ∈ K, z ∈ Z.
Ñìûñë Azpq ñëåäóþùèé: ñëîâà x ∈ T ∗, âûâîäèìûå èç

íåòåðìèíàëüíîãî ñèìâîëà Azpq â ãðàììàòèêå G (ò.å. Azpq
∗⇒

x), ýòî òå ñëîâà, êîòîðûå ïåðåâîäÿò àâòîìàò N èç ñîñòîÿíèÿ
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p â ñîñòîÿíèå q òàê, ÷òî ïðè ýòîì ñòèðàåòñÿ çàïèñàííûé â
ìàãàçèí ïîñëåäíèé (äî íà÷àëà ïåðåõîäà) ñèìâîë z, ò.ê. Ýòè
öåïî÷êè îáëàäàþò ñâîéñòâîì

(z, p, x)
∗
` (∅, q,∅).

Ìíîæåñòâî P ïðàâèë âûâîäà ãðàììàòèêè G ïîñòðîèì
èç ñëåäóþùèõ ïðàâèë:

1) S → Az0p0qi
äëÿ âñåõ pi ∈ K,

2) Azpq → a, åñëè δ(z, p, a) 3 (∅, q), ò.å. (z, p, a) `
(∅, q,∅)

3) Åñëè δ(z, p, a) 3 (z1z2 ... zk, r), ò.å.
(z, p, a) ` (z1z2 ... zk, r,∅),

òî äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîñòîÿíèé
rk, rk−1, ... , r0 òàêîé, ÷òî rk = r è
(zk, rk, yk)

∗
` (∅, rk−1,∅),

(zk−1, rk−1, yk−1)
∗
` (∅, rk−2,∅),

...

(z2, r2, y2)
∗
` (∅, r1,∅),

(z1, r1, y1)
∗
` (∅, r0,∅)

äëÿ ïîäõîäÿùèõ öåïî÷åê yi ∈ T ∗, i = 1, 2, ... , K â ìíîæå-
ñòâî P äîáàâëÿåòñÿ ïðàâèëî

Azpr0 → aAzkrrk−1Azk−1rk−1rk−2 ... Az2r2r1Az1r1r0

Ìîæíî âêëþ÷èòü â P ¾áåñïîëåçíûå¿ ïðàâèëà, ò.å. âû-
ïèñàòü ïðàâèëà âèäà

Azpr0 → aAzkrkrk−1Azk−1rk−1rk−2 ... Az2r2r1Az1r1r0

äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè rk, rk−1, ... , r1r0 èç k + 1
ñîñòîÿíèé).

À) Äîêàæåì, ÷òî L(N) ⊆ L(G), ò.å. ÷òî èç óñëîâèÿ
(z0, q0, x)

∗
` (∅, q,∅)

ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò âûâîä
S ⇒ Az0q0q

∗⇒ x.
Ïåðâûé øàã âûâîäà * � ýòî ïðèìåíåíèå ïðàâèëà âèäà

1).
Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå îñòàëüíîé ÷à-

ñòè âûâîäà, äîêàæåì áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå:
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åñëè (z, p, x)
∗
` (∅, q,∅), òî

Azpq
∗⇒ x

(äëÿ ëþáûõ P è z, à íå òîëüêî äëÿ q0, z0).
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðîâåä¼ì èíäóêöèåé

ïî ÷èñëó n òàêòîâ ðàáîòû àâòîìàòà.
Åñëè n = 1, òî x = a
(z, p, a) ` (∅, q,∅)
Íî òîãäà Azpq → a åñòü ïðàâèëî (òèïà 2) èç P . Ïóñòü

íàøå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ, êîãäà ÷èñëî
òàêòîâ ðàáîòû àâòîìàòà ìåíüøå n. Äîêàæåì åãî äëÿ ñëó-
÷àÿ, êîãäà ÷èñëî òàêòîâ ðàâíî n.

Ïåðâûé òàêò èìååò âèäîâ
(z, p, ax′) ` (z1 ... zk, r, x′).
Çàôèêñèðóåì ìîìåíòû τk, τk−1, τ1, êîãäà áóäóò èñ÷å-

çàòü èç ìàãàçèíà ïîñëåäîâàòåëüíî ñèìâîëû zk, zk−1, ... , z1.
Ïóñòü àâòîìàò ïðè ýòîì áóäåò ïåðåõîäèòü â ñîñòîÿíèÿ

rk−1, rk−2, ... , r1, r0 = q.
Ïîëîæèì rk = r. Îáîçíà÷èì ÷åðåç yk, yk−1, ... , y1 òå

÷àñòè ñëîâà x′, êîòîðûå ñ÷èòûâàþòñÿ àâòîìàòîì, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ê ìîìåíòó τ , ìåæäó ìîìåíòàìè τk è τk−1 è òàê äà-
ëåå, äî èíòåðâàëà [τ2, τ1]. Èñïîëüçóÿ ýòè îáîçíà÷åíèÿ ìîæ-
íî çàïèñàòü ðàâåíñòâî

x′ = yk, yk−1, ... , y2, y1,
à òàêæå ñëåäóþùèì îáðàçîì îïèñàòü ñèòóàöèè â ìîìåíòû
âðåìåíè

0, τk, τk−1, τ2, τ1:

â íà÷àëå ðàáîòû (z1, ... , zk, r, yk, yk−1, ... , y2, y1)
â ìîìåíò τk (z1, ... , zk−1,rk−1,yk−1, ... , y2, y1)
â ìîìåíò τk−1 (z1, ... , zk−2,rk−2,yk−2, ... , y2, y1)
â ìîìåíò τ2 (z1, r1, y1)
â ìîìåíò τ1 (∅, r0, ∅)

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ
(z, p, ayk ... y1) `
(z1 ... zk, rk, yk ... y1)

∗
`
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(z1 ... zk−1, rk−1, yk−1 ... y1)
∗
`

(z1, r1, y1)
∗
`

(∅, r0,∅)
Êàæäûé èç ïåðåõîäîâ îò ñîñòîÿíèÿ ri ê ñîñòîÿíèþ

ri−1, i = k, k − 1, ... , 1 ýêâèâàëåíòåí òàêîìó
(zi, ri, yi)

∗
` (∅, ri−1,∅)

×èñëî òàêòîâ ðàáîòû àâòîìàòà â ýòîì ïåðåõîäå ìåíüøå
n, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò âûâîä â ãðàììàòèêå G

Aziriri−1

∗⇒ yi (∗)
Ïåðåõîä àâòîìàòà îò ñîñòîÿíèÿ p â ñîñòîÿíèå rk ýêâèâà-

ëåíòåí
(z, p, a) ` (z1 ... zk, rk,∅).
Ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî âûâîäà òèïà 3, ïîëó÷àåì
Azpr0 → aAzkrkrk−1Azk−1rk−1rk−2 ... Az2r2r1Az1r1r0

Âìåñòå ñ ñîîòíîøåíèÿìè (*) ýòî ïîêàçûâàåò ñóùåñòâî-
âàíèå âûâîäà

Azpq
∗⇒ aykyk−1 ... y2y1 = x

Ïóíêò À) äîêàçàí.
Â) Äîêàæåì, ÷òî L(G) ⊆ L(N) Ñíà÷àëà äîêàæåì âñïî-

ìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå òîìó, êîòîðîå áûëî ïî-
êàçàíî â ïóíêòå À):

åñëè Azpq
∗⇒ x, òî (z, p, x)

∗
` (∅, q,∅).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðîâåä¼ì èíäóêöèåé
ïî äëèíå n âûâîäà x.

Åñëè n = 1, òî x = a è Azpq → a. Ñëåäîâàòåëüíî, âîçìî-
æåí ïåðåõîä

(z, p, a) ` (∅, q,∅).
Ïóñòü íàøå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ âûâîäîâ ñ äëè-

íàìè, ìåíüøå n. Äîêàæåì åãî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âûâîä öå-
ïî÷êè ñîâåðøàåòñÿ çà n øàãîâ.

Ïåðâûé øàã èìååò âèä
Azpq → aAzkrkrk−1 ... Az2r2r1Az1r1q

Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèþ x íà ïîäñëîâà
x = axkxk−1 ... x1

è ïåðåõîäó àâòîìàòà (z, p, a) ` (z1z2 ... zk, rk,∅), ïðè÷¼ì ñó-
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ùåñòâóþò âûâîäû Aziriri−1

∗⇒ xi, i = 1, 2, ... , k äëèíû ìåíü-
øåé n.

Íî òîãäà ñóùåñòâóþò ïåðåõîäû àâòîìàòà
(zi, ri, xi)

∗
` (∅, ri−1,∅), i = 1, 2, ... , k.

Çíà÷èò ñóùåñòâóåò è íóæíûé íàì ïåðåõîä àâòîìàòà
(z, p, x) = (z, p, axk ... x1) ` (z1 ... zk, rk, xk ... x1)

∗
`

(z1 ... zk−1, rk−1, xk−1 ... x1)
∗
` ...

∗
` (z1z2, r2, x2x1)

∗
`

(z1, r1, x1)
∗
` (∅, q,∅)

Ïóñòü òåïåðü x ∈ L(G) è S ⇒ ϕ1 ⇒ ... ⇒ ϕk = x åãî
âûâîä.

Ïîñêîëüêó ïåðâûé øàã ýòîãî âûâîäà ñîñòîèò â ïðèìå-
íåíèè ïðàâèëà âèäà 1), òî ϕ1 = Az0q0p.

Òàê êàê ñóùåñòâóåò âûâîä Az0q0p
∗⇒ x, òî ñóùåñòâóåò

(ïî äîêàçàííîìó âûøå) ïåðåõîä àâòîìàòà
(z0, q0, x)

∗
` (∅, q,∅), ò.å. x ∈ L(N).

Òåîðåìà äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.



Ãëàâà 2.

Ñèíòàêñè÷åñêèé
àíàëèç

2.1. Ïðîáëåìà ïðèíàäëåæíîñòè
ñëîâà ÿçûêó

Ïðè çàäàííîé ïîðîæäàþùåé ãðàììàòèêå G ìîæíî ïðî-
èçâîëüíî ïîðîæäàòü ñëîâà ÿçûêà L(G) è äåðåâüÿ èõ âûâî-
äîâ, èñõîäÿ èç íà÷àëüíîãî ñèìâîëà S. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
íàïðèìåð, òðàíñëÿòîðû âûïîëíÿþò ïðîòèâîïîëîæíóþ çà-
äà÷ó:

1) ïî çàäàííîìó ñëîâó x â ãðàììàòèêå G îïðåäåëèòü
ïðèíàäëåæèò ëè ýòî ñëîâî ÿçûêó L(G).

2) âîññòàíîâèòü âûâîä ýòîãî ñëîâà â ñëó÷àå ïîëîæèòåëü-
íîãî îòâåòà íà ïåðâûé âîïðîñ. Ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó áóäåì
íàçûâàòü çàäà÷åé ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà.

Ôîðìàëüíî, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñèíòàêñè÷åñêîãî àíà-
ëèçà â ñëó÷àå ÊÑ-ÿçûêà L, ïîðîæäàåìîãî ÊÑ-ãðàììàòèêîé
G, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ýêâèâàëåíòíîñòü ÊÑ-ÿçûêîâ è ìà-
ãàçèííûõ àâòîìàòîâ: ïî çàäàííîé ãðàììàòèêå G ïîñòðîèòü
ýêâèâàëåíòíûé N -àâòîìàò, äîïóñêàþùèé ëèøü ñëîâà, ïî-
ðîæäàåìûå ãðàììàòèêîé G. Íåýôôåêòèâíîñòü òàêîãî ïîä-
õîäà î÷åâèäíà � ïîñòðîåííûé ïî GN -òåîðåìå àâòîìàò áóäåò
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íåäåòåðìèíèðîâàííûì, òðåáóþùèì âîçâðàòîâ â ðàáîòå. Ïî-
ýòîìó ìû îãðàíè÷èìñÿ ëèøü òàêèìè ïðîöåññàìè ðåøåíèÿ
çàäà÷è ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà, êîòîðûå îñóùåñòâëÿþòñÿ
íåêîòîðûì äåòåðìèíèðîâàííûì óñòðîéñòâîì ñîãëàñíî çà-
äàííîé êîíå÷íîé ñèñòåìå ÷¼òêèõ ïðåäïèñàíèé. Òàêîå èíòó-
èòèâíîå ïîíÿòèå ïðîöåññà ðåøåíèÿ ôîðìàëèçóåòñÿ â ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ëîãèêå ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ àëãîðèòìà. Îáùåãî
àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è íåò, íî äëÿ ÿçû-
êîâ, ïîðîæäàåìûõ íåóêîðà÷èâàþùèìè ãðàììàòèêàì, ýòî
ñäåëàòü ìîæíî. Íèæå òàêæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïðîáëåìà
ïðèíàäëåæíîñòè ñëîâà x ÊÑ-ÿçûêó L(G) àëãîðèòìè÷åñêè
ðàçðåøèìà � èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâî-
ëÿþùèé îïðåäåëèòü ïðèíàäëåæèò ëè çàäàííîå ïðîèçâîëü-
íîå ñëîâî çàäàííîìó ïðîèçâîëüíîìó ÊÑ-ÿçûêó.

Òåîðåìà 2.1.1. Ïóñòü çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ íåóêîðà÷è-
âàþùàÿ ãðàììàòèêà G(V, T, P, S), ïîðîæäàåìûé åþ ÿçûê
L(G) è ñëîâî x äëèíû l > 1 â àëôàâèòå T . Ïðîáëåìà ïðè-
íàäëåæíîñòè ñëîâà x ÿçûêó L(G) àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðå-
øèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâàíî íà âîçìîæíîñòè îãðà-
íè÷èòüñÿ ïðîñìîòðîì âñåõ âûâîäîâ êîíå÷íîé äëèíû, çàâè-
ñÿùåé îò äëèíû ñëîâà x. ×òîáû ñäåëàòü ýòî, íóæíî èç âñåõ
âûâîäîâ èñêëþ÷èòü öèêë òèïà:

S → α → β → γ → α︸ ︷︷ ︸ → abc.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî ñëîâà ñ âîçìîæíîñòüþ

öèêëà ïðè âûâîäå ìîæíî ïîëó÷èòü âûâîä ñêîëü óãîäíî
äëèííûé. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âûâîäà â
ëþáîé ãðàììàòèêå ñóùåñòâóåò ðàâíîñèëüíûé åìó (ò.å. èìå-
þùèé òå æå ïåðâóþ è ïîñëåäíþþ öåïî÷êè) áåñïîâòîðíûé
âûâîä, â êîòîðîì íèêàêàÿ öåïî÷êà íå âñòðå÷àåòñÿ áîëåå îä-
íîãî ðàçà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïóñòü àëôàâèò V ñîäåðæèò
m ñèìâîëîâ, ìíîæåñòâî P ñîñòîèò èç n ïðàâèë ïîäñòàíîâêè.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé âûâîä ñëîâà y ∈ T ∗ äëèíû l :

S → ϕ1
∗⇒ ψ1 → ϕ2

∗⇒ ψ2 → ϕ3
∗⇒ ... → ϕl

∗⇒ ψl = y,

â êîòîðîì ϕiψi � öåïî÷êè äëèíû i, à áåñïîâòîðíûå âûâîäû
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∗⇒ íå óâåëè÷èâàþò äëèíó öåïî÷êè.
Ðàññìîòðèì áåñïîâòîðíûé âûâîä ∗⇒; òàê êàê ãðàììàòè-

êà íåóêîðà÷èâàþùàÿ, à |ϕi| = |ψi| ïî ïîñòðîåíèþ âûâîäà,
ñëåäîâàòåëüíî, â âûâîäå ïðèìåíÿþòñÿ ëèøü ïðàâèëà âèäà
ϕ → ψ, ó êîòîðûõ |ϕ| = |ψ|.

Ïðàâèëà α → α1, α, α1 ∈ V ïîðîæäàþò íå áîëåå (n + 1)i

ðàçëè÷íûõ öåïî÷åê, ïðàâèëà αβ → α1β1; α, β, α1, β1 ∈ V,
ïîðîæäàþò íå áîëåå (n+1)i−1 ðàçëè÷íûõ öåïî÷åê, ïîýòîìó
äëèíà âûâîäà (êîëè÷åñòâî ïîäñòàíîâîê â âûâîäå) ϕi

∗⇒ ψi

íå ïðåâûøàåò

(n + 1)i + (n + 1)i−1 + ... + 1 < (n + 1)i+1.

Ñòðåëîê áåç çíàêà ∗, óâåëè÷èâàþùèõ äëèíó ñëîâà íà åäè-
íèöó, áóäåò íå áîëüøå l − 1. Òàêèì îáðàçîì îáùàÿ äëèíà
âûâîäà ñëîâà y íå áîëüøå

N = l − 1 +
l∑

i=1

(n + 1)i+1.

Èìåÿ ñëîâî x äëèíû l íóæíî ïðîñìîòðåòü âñå áåñïîâòîð-
íûå âûâîäû, äëèíà êîòîðûõ íå áîëüøå N .

Åñëè ñðåäè ïîðîæä¼ííûõ òàêèìè âûâîäàìè ñëîâ åñòü
ñëîâî x, òî x ∈ L(G) è îäíîâðåìåííî ïîëó÷åí âûâîä ýòî-
ãî ñëîâà. Íàìè äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå àëãîðèòìà ðåøå-
íèÿ çàäà÷è ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà äëÿ íåóêîðà÷èâàþùåé
ãðàììàòèêè G.

Òåîðåìà 2.1.2. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé
óçíàòü, ïðèíàäëåæèò ëè äàííîå ñëîâî x ïðîèçâîëüíîìó
äàííîìó ÊÑ-ÿçûêó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ T ∗, L = L(G), ãäå G � íåêî-
òîðàÿ ÊÑ-ãðàììàòèêà G = G(V, T, P, S). Åñëè x = ∅, òî àë-
ãîðèòì, ðåøàþùèé âîïðîñ î ïðèíàäëåæíîñòè x ∈ L(G) ñî-
ñòîèò â ñëåäóþùåì. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíî-
æåñòâ wi, îïðåäåëÿåìûõ ðåêêóðåíòíî:

w1 = {A|A → ∅, A ∈ V }
...
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wk+1 = {A|A → ϕ, ϕ ∈ w∗k} ∪ {wk},
k = 1, 2, ... , n 6 m− 1,

ãäå m � ÷èñëî íåòåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ.
Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî wk ⊆ wk+1 äëÿ âñåõ k è ∅ ∈

L(G) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S ∈ wn.
Ïóñòü x 6= ∅. Òîãäà ïî ãðàììàòèêå G ìîæíî ýôôåê-

òèâíî ïîñòðîèòü íåóêîðà÷èâàþùóþ ÊÑ-ãðàììàòèêó G′ =
(V, T, P ′, S) òàêóþ, ÷òî L(G′) = L(G)−∅. Äëÿ ãðàììàòèêè
G′ çàäà÷à ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðå-
øèìà. Ãðàììàòèêó G′ ëåãêî ïîñòðîèòü, èñïîëüçóÿ îïèñàí-
íîå ìíîæåñòâî wn: êàæäîå ïðàâèëî A → ϕ, ϕ 6= ∅ èñõîä-
íîé ãðàììàòèêè G ïîðîæäàåò ñîâîêóïíîñòü ïðàâèë A → ϕ′

ãðàììàòèêè G′, òàêèõ ÷òî ϕ′ ïîëó÷åíî èç ϕ óäàëåíèåì âñå-
âîçìîæíûõ âõîæäåíèé ñèìâîëîâ èç wn. Äîêàçàòåëüñòâî òå-
îðåìû çàêîí÷åíî.

2.2. Àíàëèç ñâåðõó-âíèç è ñíèçó-
ââåðõ

Ñóùåñòâóþò äâå ðàçíûå ñòðàòåãèè ñèíòàêñè÷åñêîãî àíà-
ëèçà, íàçûâàåìûå àíàëèçîì ñíèçó-ââåðõ (âîñõîäÿùèé) è
àíàëèçîì ñâåðõó-âíèç. Áóäåì â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàòü
ëåâîñòîðîííèé àíàëèç, çàêðåïèâ îáùèé ïîðÿäîê îáðàáîòêè
ñèìâîëîâ â öåïî÷êå � ñëåâà íàïðàâî.

Àíàëèç ñâåðõó-âíèç íàçûâàåòñÿ òàê ïî ñïîñîáó ïîñòðî-
åíèÿ äåðåâà âûâîäà. Íà êàæäîì ýòàïå àíàëèçà â äåðåâå
ñîçäàþòñÿ íåêîòîðûå äóãè (áûòü ìîæåò, íåïðàâèëüíûå),
ïðè ýòîì äâèãàþòñÿ âíèç ïî äåðåâó îò âåðøèíû, ïîìå-
÷åííîé íà÷àëüíûì ñèìâîëîì, ê ñëîâó èç òåðìèíàëüíûõ
ñèìâîëîâ, ðàñïîëîæåííîìó ñíèçó. Ïåðâûì øàãîì ÿâëÿåò-
ñÿ ïðîâåðêà òîãî, íåëüçÿ ëè àíàëèçèðóåìóþ öåïî÷êó ïðè-
âåñòè ê âèäó ïðàâîé ÷àñòè α1α2 ... αn íåêîòîðîãî ïðàâèëà
S → α1α2 ... αn.

Ýòî äåëàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ÷òîáû âûâîä áûë
ïðàâèëüíûì â òîì ñëó÷àå, åñëè α1 � òåðìèíàëüíûé ñèìâîë,
öåïî÷êà äîëæíà íà÷èíàòüñÿ ýòèì òåðìèíàëüíûì ñèìâîëîì.
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Åñëè α1 � íåòåðìèíàëüíûé ñèìâîë, ñòàâèòñÿ è ïðîâåðÿåòñÿ
ïîäöåëü � ïîñìîòðåòü, íåëüçÿ ëè íà÷àëî íåêîòîðîé öåïî÷êè
ïðèâåñòè ê α1. Åñëè ýòî îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì, òî α2 ïðî-
âåðÿåòñÿ òàêèì æå îáðàçîì, çàòåì α3 è ò.ä. Åñëè íå óäàñòñÿ
íàéòè íè÷åãî ïîäõîäÿùåãî äëÿ íåêîòîðîãî αi, òî ïðîáóþò
ïðèìåíèòü äðóãîå ïîðîæäàþùåå ïðàâèëî S → α′1α

′
2 ... α′m.

Ïîäöåëè A ïðîâåðÿþòñÿ òàêæå: ïðîáóþò ïðèìåíèòü ïî-
ðîæäàþùåå ïðàâèëî A → α1α2 ... αn. Òàê ïîñòîÿííî ãåíå-
ðèðóþòñÿ è èñïûòûâàþòñÿ íîâûå ïîäöåëè. Åñëè íå íàõîäÿò
íîâîé ïîäöåëè, òî ïåðåäà¼òñÿ ñîîáùåíèå î íåóäà÷å íà ñëå-
äóþùèé, áîëåå âûñîêèé óðîâåíü, ãäå ïðîâåðÿåòñÿ äðóãàÿ
àëüòåðíàòèâà.

Ïðèìåð 2.2.1. Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà ãðàììàòèêó
G = (V, T, P,<ïðîãðàììà>)
V = (<ïðîãðàììà>,⊥, B, T, Π, I, +,×, (, )}
T = {I, +,×, (, ),⊥}.
P = {1. <ïðîãðàììà>→ ⊥B⊥

2. B → T
3. B → B + T
4. T → Π
5. T → T ×Π
6. Π → I
7. Π → (B) }

Ïîðîæäàåìûå ãðàììàòèêîé G ñëîâà ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê óïðîù¼ííûå àðèôìåòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ (ñîîò-
âåòñòâåííî ðàñêðûâàåòñÿ ñìûñë íåòåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ:
B � âûðàæåíèå, T � òåðì, Ï � ïåðâè÷íîå âûðàæåíèå, I �
èäåíòèôèêàòîð).

Ðàññìîòðèì ñëîâî ⊥I + I × I⊥. Èç íà÷àëüíîãî ñèìâîëà
<ïðîãðàììà> ìîæíî âûâåñòè ëèøü ⊥B⊥. Òåïåðü ìîæíî
áûëî áû ïîðîáîâàòü ïðèìåíèòü ïðàâèëî B → T , ïîÿâëÿ-
åòñÿ ïîäöåëü � ïîëó÷èòü èç T ñèìâîë I, ÷òî äîñòèæèìî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïðàâèë T → Π, Π → I, íî ïðè ýòîì
íèêàê íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü ⊥I+, äàæå èñïîëüçîâàâ âìå-
ñòî T → Π ïðàâèëî T → T × Π. Ñëåäîâàòåëüíî, íóæíî
èñïîëüçîâàòü äðóãîå ïðàâèëî âìåñòî B → T , çàìåíèì åãî
ïðàâèëîì B → B + T . Ïðîäîëæàÿ äàëüøå ïîëó÷èì äåðåâî
âûâîäà ñëîâà ⊥I + I × I⊥:
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<ïðîãðàììà>
¡¡ @@⊥ B ⊥
¡¡ @@

B + T
¡¡ @@

T T × Ï

Ï Ï

I I I
Ïðè àíàëèçå ñíèçó-ââåðõ, íàîáîðîò, â öåïî÷êå èùóò

ïîäöåïî÷êè, ÿâëÿþùèåñÿ ïðàâûìè ÷àñòÿìè ïîðîæäàþùèõ
ïðàâèë. Îíè çàìåíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ëåâîé ÷àñòüþ
ïðàâèëà. Íàïðèìåð, äëÿ ñëîâà ⊥I + I × I⊥ èç îïèñàííîé
âûøå ãðàììàòèêè G, ïîëó÷èì ïðè ëåâîñòîðîííåì àíàëè-
çå ñíèçó-ââåðõ ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âîññòàíîâ-
ëåíèÿ äåðåâà âûâîäà:

Ï

⊥ I
1.

T

Ï

⊥ I
2.

B

T

Ï

⊥ I
3.

B

T

Ï Ï

⊥ I + I
4.

B

T T

Ï Ï

⊥ I + I
5.

B

T T Ï

Ï Ï

⊥ I + I × I
6.

B T
¢¢ AA

T T Ï

Ï Ï

⊥ I + I × I
7.

B
¢¢ @@

B T
¢¢ AA

T T Ï

Ï Ï

⊥ I + I × I
8.

<ïðîãðàììà>
¡

¡
@

@
@@

B
¢¢ @@

B T
¢¢ AA

T T Ï

Ï Ï

⊥ I + I × I⊥
9.
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Êàê ïðàâèëî, îïèñàííûé àíàëèç ñíèçó-ââåðõ è ñâåðõó-
âíèç, áóäåò èíîãäà äåëàòü øàãè, êîòîðûå âïîñëåäñòâèè îêà-
çûâàþòñÿ íåâåðíûìè, à èíîãäà íóæíî ñîâåðøàòü âîçâðàò
äëÿ ïðîäîëæåíèÿ àíàëèçà. Õîòÿ âîçìîæíî ñòðîèòü àíà-
ëèçàòîðû ñíèçó-ââåðõ, äîïóñêàþùèå âîçâðàò, äåëàåòñÿ ýòî
ðåäêî. Ñóùåñòâóþò âåñüìà èçÿùíûå ñïîñîáû ñèíòàêñè÷å-
ñêîãî àíàëèçà ñíèçó-ââåðõ, ïðè êîòîðûõ íèêàêèõ âîçâðà-
òîâ íå òðåáóåòñÿ è öåïî÷êà, çàìåíÿåìàÿ ëåâîé ÷àñòüþ ñî-
îòâåòñòâóþùåãî ïðàâèëà, îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Åñòå-
ñòâåííî, ÷òî íà ãðàììàòèêó ïðè ýòîì íàêëàäûâàþòñÿ îãðà-
íè÷åíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå å¼ ýôôåêòèâíîå (áåç âîçâðàòîâ)
âûÿâëåíèå ñàìîé ëåâîé îñíîâû êàæäîé öåïî÷êè. Ïðè ýòîì
ìû ïîëó÷àåì áîëåå óçêèå êëàññû ÊÑ-ãðàììàòèê, äëÿ êî-
òîðûõ çàäà÷à ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà ýôôåêòèâíî ðàçðå-
øèìà. Ñðåäè òàêèõ êëàññîâ âûäåëÿþòñÿ ñâîåé øèðîòîé è
ïðàêòè÷åñêîé ïðèìåíèìîñòüþ ïðîñòûå ãðàììàòèêè ñ îòíî-
øåíèåì ïðåäøåñòâîâàíèÿ è LR(k)-ãðàììàòèêè, îïèñàíèþ
ñâîéñòâ êîòîðûõ îòâåäåíû ñëåäóþùèå äâà ðàçäåëà.

2.3. Ãðàììàòèêè ñ îòíîøåíèåì
ïðåäøåñòâîâàíèÿ

Îòíîøåíèå ïðåäøåñòâîâàíèÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ ìåæäó
äâóìÿ ñèìâîëàìè ãðàììàòèêè (êàê òåðìèíàëüíûìè, òàê è
íåòåðìèíàëüíûìè), êîòîðûå ìîãóò âñòðåòèòüñÿ ðÿäîì â âû-
âîäèìîé öåïî÷êå. Ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå òðè ñîîòíîøå-
íèÿ:
l (ìåíüøå)
.= (ðàâíî)
m (áîëüøå)
Îïðåäåëåíèå 2.3.1.
Äëÿ çàäàííîé ÊÑ-ãðàììàòèêè G = (V, T, P, S) îòíî-

øåíèå ïðåäøåñòâîâàíèÿ ìåæäó ïðîèçâîëüíûìè ñèìâîëàìè
óñòàíàâëèâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. α
.= β, åñëè ñóùåñòâóåò ïîðîæäàþùåå ïðàâèëî

A → ϕαβψ ñðåäè ïðàâèë P .
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2. αl β, åñëè ñóùåñòâóåò ïðàâèëî A → ϕαA1ψ è âûâîä
A1

∗⇒ βψ1 äëÿ íåêîòîðîãî ψ1 ∈ V ∗.
3. αmβ, åñëè à) ñóùåñòâóåò ïðàâèëî A → ϕA1βψ è âûâîä

A1
∗⇒ ϕ1α,
ëèáî á) ñóùåñòâóåò ïðàâèëî A → ϕA1A2ψ è âûâîäû

A1
∗⇒ ϕ1α, A2

∗⇒ βϕ2 äëÿ íåêîòîðûõ ψ1, ψ2, ϕ1, ϕ2 ∈ V ∗.
Ìåæäó äâóìÿ ñèìâîëàìè ãðàììàòèêè ìîæåò ñóùåñòâî-

âàòü îò îäíîãî äî òð¼õ îòíîøåíèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ èëè íå
ñóùåñòâîâàòü íè îäíîãî. Ïîñëåäíåå èìååò ìåñòî, êîãäà ýòè
ñèìâîëû íå âñòðå÷àþòñÿ ðÿäîì íè â îäíîé èç öåïî÷åê, âû-
âîäèìûõ äàííîé ãðàììàòèêîé. Îòíîøåíèå ðàâåíñòâà ( .=)
äâóõ ñèìâîëîâ ñîîòâåòñòâóåò âîçìîæíîñòè èõ îäíîâðåìåí-
íîãî ïîÿâëåíèÿ ðÿäîì äðóã ñ äðóãîì. Îòíîøåíèå αlβ ñîîò-
âåòñòâóåò ïîÿâëåíèþ ñíà÷àëà α, à ïîçäíåå β â âûâîäèìîé
öåïî÷êå ϕαβψ. Àíàëîãè÷íî èñòîëêîâûâàåòñÿ ñìûñë îòíî-
øåíèÿ m.

Ïðèìåð 2.3.2. Ðàññìîòðèì ãðàììàòèêó G = (V, T, P, S),
T = {¾, ¿, a}
V = T ∪ {S, h}
P : S → H ¿,
H → Ha

H → ¾,
H → HS

Ãðàììàòèêà ïîðîæäàåò ñòðîêè ñèìâîëîâ a ñ îòêðûâàþ-
ùèìè ¾ è çàêðûâàþùèìè ¿ êàâû÷êàìè. Îòíîøåíèå ïðåä-
øåñòâîâàíèÿ óäîáíî çàäàâàòü â âèäå ìàòðèöû

S H ¾ ¿ a
S m m m m m
H

.= l l .= .=
¾ m m m m m
¿ m m m m m
a m m m m m

Â òàêîé ìàòðèöå ñïðàâà ñâåðõó âíèç ñòîÿò ëåâûå ñèëû
îòíîøåíèÿ, à ñâåðõó � ïðàâûå ñèìâîëû îòíîøåíèÿ.

Çíàê îòíîøåíèÿ ìåæäó H è ¾ ñòîèò íà ïåðåñå÷åíèè
ñòðîêè H è ñòîëáöà ¾ (Hl ¾).
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Ðàññìîòðèì ñòðîêó ¾a¾a¿¿ è ïîïûòàåìñÿ âîññòàíîâèòü
å¼ âûâîä. Ðàññòàâèì îòíîøåíèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ ìåæäó
ñèìâîëàìè:

¾ m a m ¾ m a m ¿ m ¿
Íà÷í¼ì ñâîðà÷èâàíèå íàøåé ñòðîêè ñëåâà.
Òàê êàê ¾ ma, ñëåäîâàòåëüíî, ñèìâîë a áûë ïîëó÷åí ïîç-

æå ñèìâîëà ¾ è ñèìâîë ¾ ìîæíî çàìåíèòü ëåâîé ÷àñòüþ
ïðàâèëà H → ¾. Ïîëó÷èì öåïî÷êó H

.= am ¾ ma m ¿ m
¿. H

.= a, è am ¾, ñëåäîâàòåëüíî, ñåãìåíò Ha ïîëó÷åí â
ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ êàêîãî-òî ïðàâèëà âûâîäà. Ïðàâóþ
÷àñòü Ha èìååò åäèíñòâåííîå ïðàâèëî H → Ha, ïîýòîìó
íàøó öåïî÷êó ìîæíî ñâåðíóòü ê âèäó

H l ¾ m a m ¿ m ¿
Òåïåðü ñåãìåíòîì, êîòîðûé ìîæíî ñâåðíóòü, ÿâëÿåòñÿ

ñèìâîë ¾, êîòîðûé ïîÿâèëñÿ ¾ïîçæå¿ è H è a, ñòîÿùèõ ñ
íèì ðÿäîì. Ïðîäîëæàÿ òàê äàëüøå ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñâîðà÷èâàíèÿ (ïîä÷¼ðêèâàíèåì âûäå-
ëåí ñâîðà÷èâàåìûé ñåãìåíò):

ñâîðà÷èâàåìàÿ öåïî÷êà èñïîëüçóåìîå ïðàâèëî
¾ m a ¾a¿¿ H → ¾
H

.= a ¾a¿¿ H → Ha
Hl ¾ m a¿¿ H → ¾
Hl H

.= a m¿¿ H → Ha
Hl H

.= ¿ m ¿ S → H¿
H

.= S m ¿ H → HS
H

.= ¿ S → H¿
Èñïîëüçóÿ âûïèñàííûå ñïðàâà ïðàâèëà ëåãêî âîññòàíàâ-

ëèâàåì âûâîä ñëîâà ¾a¾a¿¿.
Àëãîðèòì óñòàíîâëåíèÿ îòíîøåíèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ.

Çàïîëíåíèå ìàòðèöû îòíîøåíèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ ñó-
ùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ, åñëè èñïîëüçîâàòü ìíîæåñòâà L(U)
ñàìûõ ëåâûõ ñèìâîëîâ, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñèìâî-
ëà U , è ìíîæåñòâî R(U) ñàìûõ ïðàâûõ ñèìâîëîâ.

Òî÷íåå, ìíîæåñòâà L(U) è R(U) îïðåäåëÿþòñÿ äëÿ ïðî-
èçâîëüíûõ U ∈ V ñîîòíîøåíèÿìè:
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L(U) = {α|α ∈ V, ∃ (ϕ ∈ V ∗), òàêîå, ÷òî U
∗→ αϕ}

R(U) = {α|α ∈ V, ∃ (ϕ ∈ V ∗), òàêîå, ÷òî U
∗→ ϕα}

Äëÿ êàæäîãî ïðàâèëà A → α1α2 ... αm ãðàììàòèêè íåîá-
õîäèìî äëÿ êàæäîé ïàðû ñèìâîëîâ αiαi+1 ïðîñòàâèòü â
ìàòðèöå ïðåäøåñòâîâàíèÿ

1) îòíîøåíèå αi
.= αi+1

2) îòíîøåíèå αi l β, β ∈ L(αi+1)
3) îòíîøåíèå β m αi+1, β ∈ R(αi)
4) îòíîøåíèå β1 m β2, β1 ∈ R(αi), β2 ∈ R(αi+1)

Ïðèìåð 2.3.3. Äëÿ ãðàììàòèêè G = (V, T, P, S)

V = {S, H,⊥, a}
T = {⊥, a}
P : 1) S → H⊥

2) H → ⊥
3) H → Ha

4) H → HS

Ìíîæåñòâà ëåâûõ è ïðàâûõ ñèìâîëîâ ñëåäóþùèå:
U L(U) R(U)
S ⊥, H ⊥
H ⊥, H a,⊥, S

Ïåðâîå ïðàâèëî ãðàììàòèêè äà¼ò îòíîøåíèÿ:
H

.= ⊥ è β m⊥, ãäå β ∈ R(H), ò.å.
am⊥,⊥m⊥, S m⊥.
Òðåòüå ïðàâèëî ïðèâîäèò ê îòíîøåíèÿì:
H

.= a, è β m a, ãäå β ∈ R(H), ò.å. am a,⊥m a, S m a.
Íàêîíåö, ÷åòâ¼ðòîå ïðàâèëî ãðàììàòèêè èíäóöèðóåò

îòíîøåíèÿ:
H

.= S

H l L(S), ò.å. H lH, H l⊥
R(H)m S, ò.å. am S,⊥m S, S m S,
R(H)mL(S), ò.å. am⊥,⊥m⊥, Sm⊥, amH,⊥mH, SmH.
Çàïîëíèâ òàêèì îáðàçîì ìàòðèöó îòíîøåíèé ïðåäøå-

ñòâîâàíèÿ ïîëó÷èì:
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S H a ⊥
m m m m
.= l .= l, .=
m m m m
m m m m

Ìåæäó ñèìâîëàìè H è ⊥ äâà îòíîøåíèÿ H
.= ⊥ è

H l ⊥, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåì äâîéñòâåííîé ðîëè ñèì-
âîëà ⊥, îòìå÷àþùåãî êàê íà÷àëî, òàê è êîíåö ñòðîêè. Íà-
ëè÷èå íåñêîëüêèõ îòíîøåíèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ äëÿ ïàðû
ñèìâîëîâ äåëàåò íåâîçìîæíûì îäíîçíà÷íîå âûäåëåíèå ñåã-
ìåíòà ñâîðà÷èâàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.3.4. Ãðàììàòèêà íàçûâàåòñÿ ãðàììàòè-
êîé ñ îòíîøåíèåì ïðåäøåñòâîâàíèÿ (ÎÏ-ãðàììàòèêîé), åñ-
ëè ìåäó ëþáûìè ñèìâîëàìè ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî îò-
íîøåíèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ.

Òåîðåìà 2.3.5. Äëÿ ëþáîé ÊÑ-ãðàììàòèêè G ìîæíî ïî-
ñòðîèòü ýêâèâàëåíòíóþ åé ãðàììàòèêó ñ îòíîøåíèåì ïðåä-
øåñòâîâàíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G = (V, T, P, S) � ÊÑ-ãðàììà-
òèêà. Ïîñòðîèì ãðàììàòèêó G′ = (V ′, T, P ′, S) ñ òåì æå
ìíîæåñòâîì òåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ T è àêñèîìîé S. Êàæ-
äîå ïðàâèëî ãðàììàòèêè G A → α1α2 ... αl ∈ P çàìåíèì
ñëåäóþùåé ñîâîêóïíîñòüþ ïðàâèë ãðàììàòèêè G′, ðàñøè-
ðèâ íóæíûì îáðàçîì ìíîæåñòâî V :

à) A → αP1 ... αPl
,

á) αPi → αi, i = 1, 2, ... , l.
αP1 ... αPl

� íîâûå íåòåðìèíàëüíûå ñèìâîëû ãðàììàòèêè
G′, ò.å. êàæäûé ñèìâîë αi â ïðàâîé ÷àñòè ïðàâèëà äóáëè-
ðóåòñÿ íîâûì íåòåðìèíàëüíûì ñèìâîëîì αPi , ïðè÷¼ì åñëè
äàæå è âñòðå÷àþòñÿ ñèìâîëû αi = αj , òî èì ñòàâÿòñÿ â
ñîîòâåòñòâèå ðàçíûå íîâûå íåòåðìèíàëüíûå ñèìâîëû αPi ,
αPj .

Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî ãðàììàòèêè G è G′ ýêâèâà-
ëåíòíû. Äîêàæåì, ÷òî G′ � ÎÏ-ãðàììàòèêà.

Ðàññìîòðèì ëþáóþ ïàðó ñòîÿùèõ ðÿäîì ñèìâîëîâ è ïî-
êàæåì, ÷òî ìåæäó íèìè îòíîøåíèå ïðåäøåñòâîâàíèÿ îïðå-
äåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Îáîçíà÷èì ýòó ïàðó αβ.
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10. α ∈ V, β ∈ V . Íî ñòàðûå ñèìâîëû ìîæíî ïîëó÷èòü
ëèøü ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðàâèë òèïà (á), à ýòî ñëó÷àé 3-á
îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ, ïîýòîìó αm β.

20. α ∈ V, βP ∈ V ′ − V , ò.å. β = βP . Ýòî ñëó÷àé ëè-
áî 3-à, ëèáî 3-á îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ,
ïîýòîìó αm β.

30. α ∈ V ′ − V , ò.å. α = αPl
, β ∈ V . Çíàê .=, î÷åâèäíî,

âîîáùå íå ìîæåò ïîÿâèòüñÿ. Çíàê l ìîæåò ïîÿâèòüñÿ ëèøü
òàê:

A
∗→ ϕαPi

Bψ è B
∗→ βz, ïîýòîìó αPi

l β, ïðè ýòîì αPi

� íå ïîñëåäíèé ñèìâîë â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
αP1 ... αPl

, ò.å. i < l(∗).
Îòíîøåíèå m ìîæåò ïîÿâèòüñÿ ïî îïðåäåëåíèþ ëèøü

ñëåäóþùèì îáðàçîì: A → ϕ1Bxϕ2 è B
∗→ ψ1αPi

, à ñèìâîë
x ìîã ëèáî ñîâïàäàòü ñ β, ò.å. x = β, ëèáî èç x âûâîäèòñÿ
β ñïðàâà: x

∗→ βψ2.
Èç òîãî, ÷òî A

∗→ ϕ1ψ1αPi
, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

αPi
= αPl

(∗∗), ò.å. αPi
� ïîñëåäíèé ñèìâîë ïðàâèëà.

Óñëîâèÿ (*) è (**) íå ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî,
ïîýòîìó íåîäíîçíà÷íîñòè â îòíîøåíèÿõ αPi è β íå âîçíè-
êàåò.

40. α, β ∈ V ′ = V , ò.å. è α è β íîâûå íåòåðìèíàëüíûå
ñèìâîëû, α = αPi , β = βqi .

Ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè îòíîøåíèÿ ïðåäøå-
ñòâîâàíèÿ ìåæäó α è β.

4.1. αPi

.= βqi . Ýòî âîçìîæíî ëèøü ïðè P = q, j = i = 1.
4.2. αPi l βqi . Ýòî âîçìîæíî ëèøü ïðè j = 1, i < lp.
4.3. αPi m βqj . Ýòî âîçìîæíî â äâóõ ñëó÷àÿõ

i = lp, j > 2, ëèáî
i = lp, j = 1

Óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ðàçíûå çíàêè îò-
íîøåíèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ýòî óêàçûâàåò
íà îäíîçíà÷íîñòü îòíîøåíèé è â ñëó÷àå 40.

Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíî, ÷òî â ãðàììàòèêå G′ îòíîøå-
íèå ïðåäøåñòâîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî, ò.å.

G′ � ÎÏ-ãðàììàòèêà.
Âîîáùå ãîâîðÿ, âîâñå íå îáÿçàòåëüíî ñëåäîâàòü èçëî-

æåííîìó àëãîðèòìó ïîñòðîåíèÿ ãðàììàòèêå G′.
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G

S → H⊥ S → H1⊥, H1 → H1⊥1 → ⊥ S → H̄⊥, H̄ → H
H → ⊥ H → ⊥ H → ⊥
H → HS H → H2a2, H2 → H, a2 → a H → Ha

H → Ha H → H3S3, H3 → H, S3 → H → ĤS, Ĥ → H

Ãðàììàòèêà G′ ïî äîêàçàííîé òåîðåìå ÿâëÿåòñÿ ÎÏ-
ãðàììàòèêîé, ýêâèâàëåíòíîé G. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
è ãðàììàòèêà G′′ ýêâèâàëåíòíà G è ÿâëÿåòñÿ ÎÏ-
ãðàììàòèêîé. Îäíàêî, êàê â ãðàììàòèêå G′, òàê è â ãðàì-
ìàòèêå G′′ âñòðå÷àþòñÿ ïðàâèëà ñ îäèíàêîâûìè ïðàâûìè
÷àñòÿìè, ÷òî êðàéíå íåóäîáíî ïðè ñèíòàêñè÷åñêîì àíàëè-
çå � íåèçâåñòíî, êîãäà êàêîå ïðàâèëî ïðèìåíÿòü. Òàê ïðè
âûäåëåíèè ñåãìåíòà H â ãðàììàòèêå G′′ åãî ìîæíî ñâåð-
íóòü ê âèäó H̄ è Ĥ, à â ãðàììàòèêå G′ íåîäíîçíà÷íîñòü
åù¼ áîëüøå (H1, H2, H3).

Îïðåäåëåíèå 2.3.6. ÊÑ-ãðàììàòèêó ñ îòíîøåíèåì ïðåä-
øåñòâîâàíèÿ áóäåì íàçûâàòü ïðîñòîé (ÊÑÏ), åñëè ïðàâûå
÷àñòè âñåõ å¼ ïðàâèë ðàçëè÷íû, ò.å. íèêàêàÿ ïàðà ïðàâèë
íå èìååò âèäà A → ϕ, B → ϕ, A 6= B.

Îïèøåì òåïåðü áîëåå òî÷íî àëãîðèòì ëåâîñòîðîííåãî
àíàëèçà â ÊÑÏ-ãðàììàòèêå.

Áóäåì íàçûâàòü ñåãìåíòîì öåïî÷êó α1α2 ... αn, âõîäÿ-
ùóþ â öåïî÷êó ϕβHα1α2 ... αnβHψ, åñëè èìåþò ìåñòî îòíî-
øåíèÿ ϕβH l α1

.= α2
.= ...

.= αn m βkψ, αi, βH , βk ∈ V . Àë-
ãîðèòì ëåâîñòîðîííåãî àíàëèçà â ÊÑÏ-ãðàììàòèêå ñîñòîèò
â ïîñëåäîâàòåëüíîì íàõîæäåíèè ñàìîãî ëåâîãî ñåãìåíòà σ
àíàëèçèðóåìîé öåïî÷êè è çàìåíå åãî âõîæäåíèÿ (ò.å. ñâî-
ðà÷èâàíèþ) ëåâîé ÷àñòüþ ïðàâèëà ãðàììàòèêè A → σ. Åñ-
ëè â ðåçóëüòàòå ñâîðà÷èâàíèÿ ìû ïðèä¼ì ê ñèìâîëó S, òî
àíàëèçèðóåìîå ñëîâî ïîðîæäàåòñÿ ãðàììàòèêîé è ìû âîñ-
ñòàíîâèì åãî ïðàâîñòîðîííèé âûâîä.

Åñëè íà íåêîòîðîì øàãå, íå äîñòèãíóâ S, àëãîðèòì íå
ñìîæåò ïðîäîëæàòü ðàáîòó, òî èñõîäíîå ñëîâî íå ïðèíàä-
ëåæèò ÿçûêó.

Òåîðåìà 2.3.7. Åñëè â ÊÑÏ-ãðàììàòèêå äàí âûâîä A
∗→

ϕ è ψ � ñàìûé ëåâûé ñåãìåíò ϕ, òî ñóùåñòâóåò ïðàâèëî
B → ψ è âûâîä A

∗→ ψ′Bψ′′ → ψ′ψψ′′ = ϕ òàêîé, ÷òî
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ïîñëåäíèé âûâîä ýêâèâàëåíòåí ïåðâîíà÷àëüíîìó.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì èíäóêöèåé ïî äëèíå âûâîäà

A
∗→ ϕ.
1. Ïóñòü äëèíà âûâîäà n = 1. Òîãäà A → ϕ è ýòî è åñòü

èñêîìîå ïðàâèëî.
2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðåìà âåðíà äëÿ âñåõ k < n, n >

1.
3. Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ äëèíû âûâîäà n.
Ïóñòü âûâîä A

∗→ ϕ èìååò äëèíó n. Ðàçîáú¼ì ϕ íà ÷àñòè
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü íà ïåðâîì øàãå âûâîäà A

∗→ ϕ
ïîëó÷åíà öåïî÷êà α1 ... αk, ò.å. A → α1 ... αk. Çàòåì αi

∗→ ϕi.
Òîãäà ϕ = ϕ1ϕ2 ... ϕk. Âûäåëèì äâèãàÿñü îò íà÷àëà öåïî÷êè
ϕ òå ϕi, äëÿ êîòîðûõ αi = ϕi, ò.å. ϕ = α1 ... αmDϕm+2 ... ϕk,
ãäå D = αm+1 � íåòåðìèíàëüíûé ñèìâîë, òàêîé ÷òî D

∗→
β1 ... βt. Òîãäà ϕ = α1 ... αmβ1 ... βtβt+1 ... βtk

.
Ïîêàæåì, ÷òî èñêîìûé ñåãìåíò ψ íàõîäèòñÿ â öåïî÷-

êå β1 ... βt. Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå ïðåäøåñòâîâàíèÿ ìåæäó
αm è β1 : αmlβ1 ñ äðóãîé ñòîðîíû βtmβt+1, ñëåäîâàòåëüíî
ψ ÿâëÿåòñÿ ñàìûì ëåâûì ñåãìåíòîì â öåïî÷êå β1 ... βt, ò.å.
β1 ... βt = ϕ̃ è D

∗→ ϕ̃ = ψ̃′ψψ̃′′, íî âûâîä D
∗→ ϕ̃ êîðî÷å

n, ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâèëî B → ψ ñóùåñòâóåò ïî ïðåäëîæå-
íèþ èíäóêöèè, íî ýòî æå ïðàâèëî äîëæíî áûòü è äëÿ ψ â
öåïî÷êå ϕ, ñëåäîâàòåëüíî âûâîä áóäåò:

A → α1α2 ... αmDαm+2 ... αk
∗→ α1 ... αmDϕm+2 ... ϕk

∗→
∗→ α1 ... αmψ̃′Bψ̃′′ϕm+2 ... ϕk →
→ α1 ... αmψ̃′β1 ... βtϕm+2 ... ϕk = ϕ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Òàêèì îáðàçîì â ÊÑÏ-ãðàììàòèêå îïèñàííûé àëãî-

ðèòì àíàëèçà, ðàáîòàþùèé ïî îòíîøåíèþ ïðåäøåñòâîâà-
íèÿ, îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåò ïðàâîñòîðîííèé âûâîä,
Ïðè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà àíàëèçà ñèìâîëû
àíàëèçèðóåìîé öåïî÷êè çàïèñûâàþò â ìàãàçèí äî òåõ ïîð,
ïîêà ìåæäó âõîäÿùèì ñèìâîëîì a è ïîñëåäíèì ñèìâîëîì
ìàãàçèíà αi èìååò ìåñòî îòíîøåíèå l èëè .=, ò.å. αi l a,
èëè αi

.= a. Åñëè αi m a, òî â ìàãàçèíå èùåì ñåãìåíò.
αj−1 l αj

.= ...
.= αi−1

.= αi.
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Öåïî÷êà αj ... αi çàìåíÿåòñÿ ëåâîé ÷àñòüþ åäèíñòâåííî-
ãî ïðàâèëà A → αj ... αi.

Âñÿêóþ ëè ãðàììàòèêó ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â ýêâèâà-
ëåíòíóþ ÊÑÏ-ãðàììàòèêó? Èç ïîñëåäíåé äîêàçàííîé òåî-
ðåìû ëåãêî óñìîòðåòü, ÷òî ãðàììàòèêà ÊÑÏ � îäíîçíà÷íàÿ
(ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïðàâîñòîðîííèé âûâîä, êîòîðûé
ìû è âîññòàíàâëèâàëè).

Òàêèì îáðàçîì, îòâåò íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ � îòðè-
öàòåëüíûé, âñëåäñòâèå àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè
ïðîáëåìû ðàñïîçíàâàíèÿ îäíîçíà÷íîñòè ÿçûêà.

2.4. Ôóíêöèè ïðåäøåñòâîâàíèÿ
Â ðàçâèòûõ ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÷èñëî òåðìè-

íàëüíûõ è íåòåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ ñëèøêîì âåëèêî, ÷òî-
áû ìîæíî áûëî õðàíèòü ìàòðèöó îòíîøåíèé ïðåäøåñòâî-
âàíèÿ â ïàìÿòè ÝÂÌ â ïðîöåñå òðàíñëÿöèè. Ïóñòü àëôà-
âèò V ñîñòîèò èç m ñèìâîëîâ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âìåñòî m
çíà÷åíèé îòíîøåíèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ ìîæíî îãðàíè÷èòü-
ñÿ 2m ÷èñëàìè � çíà÷åíèÿìè ôóíêöèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ f
è g, ïîäîáðàííûìè òàê, ÷òîáû îòíîøåíèÿ ìåæäó ÷èñëàìè
� çíà÷åíèÿìè f(α) è g(β) äàâàëè îòíîøåíèå ìåæäó α è β.

Òî÷íåå, Îïðåäåëåíèå 2.4.1. Ôóíêöèè f è g, îïðåäåë¼í-
íûå íà ñèìâîëàõ ìíîæåñòâà V ñî çíà÷åíèÿìè âî ìíîæåñòâå
öåëûõ ÷èñåë íàçûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè ïðåäøåñòâîâàíèÿ, åñ-
ëè èç îòíîøåíèÿ

α
.= β ñëåäóåò f(α) = g(β)

αl β ⇒ f(α) < g(β)
αm β ⇒ f(α) > g(β)

Íå äëÿ âñÿêîé ÎÏ-ãðàììàòèêè ñóùåñòâóåò ôóíêöèè
ïðåäøåñòâîâàíèÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òðàíçèòèâíîñòüþ çíà÷å-
íèé ôóíêöèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ è íåòðàíçèòèâíîñòüþ îò-
íîøåíèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ. Ïóñòü, íàïðèìåð, îòíîøåíèÿ
ïðåäøåñòâîâàíèÿ òàêîâû, ÷òî AlB, BmB, B

.= C, AmC,
òîãäà f(A) < g(B) < f(B) = g(C) < f(A), ïîëó÷åííîå
íåðàâíñòâî ïðîòèâîðå÷èâî è íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ. ×òî-
áû óáåäèòüñÿ â âîçìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé öåïî÷-
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êè îòíîøåíèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ, äîñòàòî÷íî âçãëÿíóòü íà
ïðèìåð.

Ïðèìåð 2.4.2.
S → AO¾ L(α) R(α) S A O ¾ a ¿
S →¾¿ A ¾ ¿ S m
A →¾ ¾ ¾ A l l .= l l
O → a aSA ¾ a¿ O

.=
O → aS ¾ m m m m m .=
O → S a .= l l m

¿ m
f(a) < g() < f() = g() < f(A).
Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïî-

ñòðîèòü ôóíêöèè ïðåäøåñòâîâàíèÿ, ëèáî âûÿñíèòü, ÷òî èõ
íåò.

Âîçüì¼ì 2n òî÷åê, åñëè â àëôàâèòå V n ñèìâîëîâ.
n︷ ︸︸ ︷. . . .

P Pα Êàæäîé òî÷êå èç ñòðîê P è Q
. . . . ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå
Q Qβ︸ ︷︷ ︸

n

ýëåìåíò èç V .

Òî÷êè âåðõíåãî ðÿäà áóäåì îáîçíà÷àòü Pα, Pβ , ..., à òî÷-
êè íèæíåãî ðÿäà Qα, Qβ , ... ; α, β ∈ V .

1. Ñîåäèíèì Qβ ñ Pα äóãîé, íàïðàâëåííîé îò Qβ ê Pα,
åñëè α

.= β, ëèáî αl β.

Qβ −→ Pα

2. Ñîåäèíèì Pα ñ Qβ äóãîé, íàïðàâëåííîé îò Pα ê Qβ ,
åñëè α

.= β, ëèáî αm β.

Pα −→ Qβ

3. Åñëè ìåæäó α è β îòíîøåíèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ íåò,
òî âåðøèíû Pα è Qβ íå ñâÿçàíû.

Ïîäñ÷èòàåì, âî ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âåðøèí, âêëþ÷àÿ Pα

ìîæíî ïîïàñòü, äâèãàÿñü èç Pα ïî ãðàôó ïî íàïðàâëåíèþ
ñòðåëîê îò âåðøèíû ê âåðøèíå, îáîçíà÷èì ýòî ÷èñëî f(α).
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Ïîäñ÷èòàåì, âî ñêîëüêî âåðøèí, ñ÷èòàÿ Qβ , ìîæíî ïîïàñòü,
äâèãàÿñü àíàëîãè÷íî, èñõîäÿ èç Qβ , îáîçíà÷èì ýòî ÷èñëî
g(β). Äîêàæåì, ÷òî åñëè â ãðàììàòèêå ñóùåñòâóþò ôóíê-
öèè îòíîøåíèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ f0 è g0, òî îïðåäåë¼ííûå
âûøå ôóíêöèè f è g òàêæå áóäóò ôóíêöèÿìè îòíîøåíèé
ïðåäøåñòâîâàíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ôóíêöèè f0 è g0 ñóùåñòâóþò,
íî f(α) è g(β) íå ñîãëàñóþòñÿ ñ îòíîøåíèåì ïðåäøåñòâîâà-
íèÿ. Âûÿñíèì, ãäå ìîæåò ïîÿâèòüñÿ ýòî íåñîãëàñîâàíèå.

1. Åñëè α
.= β, òî f(α) = g(β), òàê êàê âåðøèíû Pα è Qβ

ñîåäèíåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Pα ←→ Qβ

2. Åñëè αlβ, òî f(α) 6 g(β), òàê êàê Pα è Qβ ñîåäèíåíû
äóãîé âèäà

Pα ←− Qβ

è ìû ìîæåì ïîïàñòü èç âåðøèíû Qβ âî âñå âåðøèíû, êóäà
ìîæíî ïîïàñòü, èñõîäÿ èç Pα.

Òàêèì îáðàçîì, åäèíñòâåííûé ñëó÷àé íåñîîòâåòñòâèÿ
ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ, åñëè αl β, à f(α) = g(β).

Ýòî ñëó÷àé, åñëè Pα è åñòü ïóòü â Qβ :
Pα1Qβ1Pα2Qβ2 ... Qβn−1PαnQβn , α1 = α, β1 = β.
Ïî ïîñòðîåíèþ ãðàôà èìååì îòíîøåíèÿ:
α1m = β1 α2m = β2 ... αnm = βn, òàê êàê èç Pαi ïðèøëè

â Qβi

α2l = β2 ... αnl = βn−1, ò.ê. èç Qβi ïðèøëè â Pαi+1

Òîãäà äëÿ ôóíêöèé f0 è g0 èìååì:
f0(α1) > g0(β1) ... f0(αn) > g0(βn)

f0(α2) 6 g0(β1) ... f0(αn) 6 g0(βn−1)

èëè ïåðåïèñûâàÿ âñå íåðàâåíñòâà â ñòðîêó:
f0(α1) > g0(β1) > ... > f0(αn) > g0(βn), ò.å.
f0(α1) > g0(βn) è òàê êàê α1 = α, βn = β,
òî f0(α) > g0(β), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ αl β.
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3. Ñëó÷àé αmβ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî
ñëó÷àþ 2.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî ôóíêöèè f(α) è g(β)
ëèáî ñîãëàñóþòñÿ ñ îòíîøåíèåì ïðåäøåñòâîâàíèÿ è ÿâëÿ-
þòñÿ ôóíêöèÿìè ïðåäøåñòâîâàíèÿ, ëèáî ôóíêöèé ïðåäøå-
ñòâîâàíèÿ íå ñóùåñòâóåò.

Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî íàõîæäåíèÿ ôóíêöèé ïðåäøåñòâî-
âàíèÿ óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì àëãîðèòìîì:

10. f(α) := g(α) := 1 äëÿ âñåõ α ∈ V .
20. Äëÿ âñåõ α, β ∈ V ïðîäåëàòü ñëåäóþùèå îïåðàöèè:
åñëè αm β è f(α) 6 g(β), òî f(α) := g(β) + 1;
åñëè αl β è f(α) > g(β), òî g(β) := g(α) + 1;

α
.= β min{f(α, g(β)} := max{f(α, g(β)}

30. Åñëè çíà÷åíèå êàêîé-ëèáî ôóíêöèè, ïîëó÷åííîå íà
î÷åðåäíîì ýòàïå ñîãëàñîâàíèÿ â ïóíêòå 20 áîëüøå 2n, òî
ôóíêöèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ íå ñóùåñòâóåò.

Óêàçàííûé àëãîðèòì àíàëîãè÷åí îïèñàííîé ïðîöåäóðå
ïîèñêà ÷èñëà ïðîõîäèìûõ âåðøèí è ïîòîìó äîñòèãàåò íóæ-
íîãî ðåçóëüòàòà, ëèáî ñèãíàëèçèðóåò îá îòñóòñòâèè ôóíê-
öèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ (÷èñëî ïðîéäåííûõ âåðøèí íå ìîæåò
áûòü áîëüøå 2n).

Ïðè ñèíòàêñè÷åñêîì àíàëèçå ñ ïîìîùüþ îòíîøåíèÿ
ïðåäøåñòâîâàíèÿ ìû îäíîâðåìåííî êîíòðîëèðîâàëè âûâî-
äèìîñòü öåïî÷êè: åñëè âñòðå÷àëèñü äâà ñèìâîëà, ñòîÿùèå
ðÿäîì, ìåæäó êîòîðûìè íåò îòíîøåíèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ,
òî èç S òàêîå ñëîâî çàâåäîìî ïîëó÷èòü íåëüçÿ. Çàìåíèâ îò-
íîøåíèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ ôóíêöèÿìè ïðåäøåñòâîâàíèÿ,
ìû òåì ñàìûì ïîòåðÿëè âîçìîæíîñòü ñèíòàêñè÷åñêîãî êîí-
òðîëÿ, ïîñêîëüêó ôóíêöèè ïðåäøåñòâîâàíèÿ îïðåäåëåíû
äëÿ ëþáîé ïàðû ñèìâîëîâ, è îøèáêà âûÿñíèòñÿ ëèøü ïðè
ïîïûòêå ñâåðíóòü öåïî÷êó.

Çàìå÷àíèå 2.4.3. Ìåòîä îòíîøåíèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ
ïðèìåíèì è ê ãðàììàòèêàì îáùåãî òèïà, ïðàâèëà êîòîðûõ
èìåþò âèä:

ϕ → ψ, ϕ, ψ ∈ V ∗, ϕ 6= ∅.
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Ìíîæåñòâà L(α) ñàìûõ ëåâûõ è R(α) ñàìûõ ïðàâûõ
ñèìâîëîâ, âûâîäèìûõ èç ñèìâîëîâ α îïðåäåëÿþòñÿ ñîâåð-
øåííî àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ÊÑ-ãðàììàòèê:

L(α) = {β : αϕ → βψ ∈ P , ëèáî
αϕ → β1ψ ∈ P è β ∈ L(β1)}

R(α) = {β : ϕα → ψβ ∈ P , ëèáî
ϕα → ψβ1 ∈ P è β ∈ R(β1)},

çäåñü ϕ è ψ � öåïî÷êè, âîçìîæíî ïóñòûå, â àëôàâèòå V .
α, β, β1 ∈ V .

Îòíîøåíèå ïðåäøåñòâîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

α
.= β, åñëè ϕ → ψ1αβψ2 ∈ P

αl β, åñëè ϕ → ψ1αβ1ψ2 ∈ P è β ∈ L(β1)
αm β, åñëè

1. ϕ → ψ1α1βψ2 ∈ P α ∈ R(α1)
2. ϕ → ψ1α1β1ψ2 ∈ P α ∈ R(α1), β ∈ L(β1).

Ïðèìåð 2.4.4.
G = (V, T, P, S)
T = {a, b}
V = T ∪ {S, D, H, B, A}

Ìíîæåñòâî P ïðàâèë:
S → ASD B → b
S → Aba bD → bBa
aD → Ha A → a
H → D

Ïîðîæäàåìûé ÿçûê åñòü {anbnan|n > 1}.
Ìàòðèöà îòíîøåíèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ äëÿ ãðàììàòèêè

G èìååò âèä:
L(α) F (α) S B A H D a b
A, H, D, a D, a S

.=
b b B l l .=
a, H, D a A

.= .= l l l l l
D D, a H l l .=

a D m m m
H, D a m m m m m m m
b b

.= m m m l
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Ñèíòàêñè÷åñêèé àíàëèç ïðîèçâîäèòñÿ â òî÷íîñòè êàê è
ðàíåå.

2.5. Äåòåðìèíèðîâàííûå àâòîìàòû
ñ ìàãàçèííîé ïàìÿòüþ

Äëÿ ãåíåðàöèè (ïîðîæäåíèÿ èëè äîïóùåíèÿ) ïðàâèëü-
íûõ ïðåäëîæåíèé (ñëîâ) ÿçûêà èìåþòñÿ äâå êîíñòðóêöèè:
ãðàììàòèêè è àâòîìàòû. Ãðàììàòèêó ìîæíî èñïîëüçîâàòü
äëÿ àíàëèçà, åñëè ñóùåñòâóåò îòíîøåíèå ïðåäøåñòâîâàíèÿ.
Ïóñòü ÿçûê ïîðîæäàåòñÿ (äîïóñêàåòñÿ) àâòîìàòîì. Êàê â
ýòîì ñëó÷àå ýôôåêòèâíî ðåøàåòñÿ çàäà÷à ñèíòàêñè÷åñêî-
ãî àíàëèçà? Ðàññìîòðåííûå ðàíåå àâòîìàòû ñ ìàãàçèííîé
ïàìÿòüþ áûëè íåäåòåðìèíèðîâàííûìè è ìîãëè çàéòè â òó-
ïèê, ÷òî åù¼ íå îçíà÷àåò íåäîïóñòèìîñòè ñëîâà àâòîìàòîì.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåêîòîðûé ñïåöèàëüíûé òèï ìàãà-
çèííûõ àâòîìàòîâ, íàçûâàåìûõ äåòåðìèíèðîâàííûìè. Ãî-
âîðÿ íåôîðìàëüíî, ðå÷ü èä¼ò î òàêèõ àâòîìàòàõ, â êîòî-
ðûõ äëÿ êàæäîé ñèòóàöèè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäó-
þùàÿ. Ýòè àâòîìàòû ïðåäñòàâëÿþò ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ,
ïîñêîëüêó îáû÷íî îíè îòâåðãàþò èëè äîïóñêàþò öåïî÷êó
áûñòðåå, ÷åì íåäåòåðìèíèðîâàííûå àâòîìàòû. ßçûêè, äî-
ïóñêàåìûå òàêèìè àâòîìàòàìè, ëåã÷å ïîääàþòñÿ ãðàììàòè-
÷åñêîìó àíàëèçó.

Îïðåäåëåíèå 2.5.1. Ìàãàçèííûé àâòîìàò ÄÍÀ =
{Z, K, T, δ, z0, q0, &}, ãäå & � çàêîí îêîí÷àíèÿ ðàáîòû, ñî-
îòâåòñòâóþùèé îêîí÷àíèþ ðàáîòû F− èëè N− àâòîìàòà,
íàçûâàåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûì, åñëè äëÿ âñåõ q ∈ K
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

ëèáî 1) δ(z, q,∅) = (z′, r)
îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, ò.å. ìíîæåñòâî (δ, q,∅)
ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà, è
(δ, q,∅) = ∅ äëÿ âñåõ a ∈ T .

ëèáî 2) δ(z, q, a) = (z′, r) � îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ
äëÿ âñåõ a ∈ T
è (z, q,∅) = ∅,
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z′ ∈ Z∗, r ∈ K.
Îïðåäåëåíèå 2.5.1 óòâåðæäàåò, ÷òî àâòîìàò, íàõîäÿñü â

îïðåäåë¼ííîì ñîñòîÿíèè q è îáîçðåâàÿ îïðåäåë¼ííûé ñèì-
âîë z â ìàãàçèííîé ïàìÿòè, ëèáî âñåãäà ÷èòàåò âõîäíîé
ñèìâîë � è ïðè ýòîì, ïðî÷òÿ îïðåäåë¼ííûé ñèìâîë, ìîæåò
ïåðåéòè ëèøü â îäíó ñèòóàöèþ, çàâèñÿùóþ îò ýòîãî ñèì-
âîëà (óñëîâèå 2),- ëèáî âîîáùå ìîæåò ïåðåéòè ëèøü â îäíó
ñèòóàöèþ è íå ìîæåò ÷èòàòü íèêàêîãî âõîäíîãî ñèìâîëà.
Â ìàãàçèííîé ïàìÿòè äåòåðìèíèðîâàííîãî àâòîìàòà âñåãäà
äîëæíà áûòü çàïèñàíà íåêîòîðàÿ öåïî÷êà, ÷òîáû áûë âîç-
ìîæåí ñëåäóþùèé òàêò ðàáîòû àâòîìàòà.

Ëåììà 2.5.2. Äëÿ êàæäîãî äåòåðìèíèðîâàííîãî àâòîìà-
òà ∆HA ìîæíî ïîñòðîèòü ýêâèâàëåíòíûé åìó äåòåðìèíè-
ðîâàííûé àâòîìàò ∆HA′, òàêîé, ÷òî ñèìâîë ẑ0 ìàãàçèíà
âñåãäà íàõîäèòñÿ â íà÷àëå ìàãàçèíà äî îêîí÷àíèÿ ðàáîòû
àâòîìàòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäîìó ïðàâèëó
δ(z0, q0, a) = (z1 ... zk, r),
ëèáî
δ(z0, q0,∅) = (z1 ... zk, r),
àâòîìàòà ÄÍÀ ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïðàâèëà
δ′(z0, q0, a) = (ẑ0z1 ... zk, r),
ëèáî
δ′(z0, q0,∅) = (ẑ0z1 ... zk, r).
Äîïîëíèì îïðåäåëåíèå ôóíêöèè δ′ ïðàâèëàìè

δ′(ẑ0, q0,∅) = (∅, q) äëÿ âñåõ q ∈ K. Äëÿ îñòàëüíûõ
ñèòóàöèé ôóíêöèÿ δ′ ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé δ. Åñëè ÄÍÀ
F -àâòîìàò, òî äëÿ äîïóñòèìîãî èì ñëîâà x èìååì ðàáîòó:

(z0, q0, x) ` (z′, q, x′)
∗
` (z′′, qF ,∅).

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàáîòà ÄÍÀ'-àâòîìàòà áóäåò:

(z0, q0, x) ` (ẑ0z
′, q, x′)

∗
` (ẑ0z

′′, qF ,∅).
ñëåäîâàòåëüíî, ñëîâî x äîïóñòèìî è ÄÍÀ′-àâòîìàòîì. Àíà-
ëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, ò.å. F -
àâòîìàòû ÄÍÀ è ÄÍÀ′ ýêâèâàëåíòíû.

Åñëè ÄÍÀ N -àâòîìàò, òî äëÿ äîïóñòèìîãî èì ñëîâà èìå-
åì ðàáîòó
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(z0, q0, x) ` (z′, q, x′)
∗
` (∅, r,∅).

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàáîòà àâòîìà-
òà ÄÍÀ′

(z0, q0, x) ` (ẑ0z
′, q, x′)

∗
` (ẑ0 ... ẑ0, r,∅)

∗
` (∅, r,∅),

ñëåäîâàòåëüíî, ñëîâî x äîïóñêàåòñÿ è ÄÍÀ′-àâòîìàòîì.
Î÷åâèäíî è îáðàòíîå. Òàêèì îáðàçîì ïðîèçâîëüíûå àâòî-
ìàòû ÄÍÀ è ÄÍÀ′ ýêâèâàëåíòíû.

Â ñèëó äîêàçàííîé ýêâèâàëåíòíîñòè áóäåì â äàëüíåé-
øåì ðàññìàòðèâàòü ëèøü äåòåðìèíèðîâàííûå àâòîìàòû, ó
êîòîðûõ äî îêîí÷àíèÿ ðàáîòû â ìàãàçèíå çàïèñàíà íåïó-
ñòàÿ öåïî÷êà.

Òåîðåìà 2.5.3. Ëþáîé äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò ýê-
âèâàëåíòåí äåòåðìèíèðîâàííîìó àâòîìàòó, ñîâåðøàþùåìó
òîëüêî ýëåìåíòàðíûå äåéñòâèÿ, à èìåííî

1. δ(z, q, a) = (z, r) � ÷èòàåò îäèí ñèìâîë è ïåðåõîäèò â
íîâîå ñîñòîÿíèå.

2. δ(z, q,∅) = (∅, r) � ñòèðàåò îäèí ñèìâîë.
3. δ(z, q,∅) = (zz′, r), z′ ∈ Z � çàïèñûâàåò îäèí ñèìâîë

â ìàãàçèí.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ïî çàäàííîìó äåòåðìèíèðî-

âàííîìó àâòîìàòó ÄÍÀ = {Z, K, T, δ, z0, q0, &} ýëåìåíòàð-
íûé äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò (ÄÝÀ-àâòîìàò).

ÄÝÀ = {Z, K ′, T, B′, z0, q0, &}.
Äëÿ ýòîãî êàæäîå ïðàâèëî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ÄÍÀ çà-

ìåíèì ñòðîãî îïðåäåë¼ííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïðàâèë
ÄÝ-àâòîìàòà.

I. Ïóñòü â ñîñòîÿíèè q, ÷èòàÿ ñèìâîë x â ìàãàçèíå ÄÍÀ
ðàáîòàë ñîãëàñíî ïðàâèëó:

δ(z, q,∅) = (z′, r), z′ = z1 ... zk.
Òîãäà ïðàâèëà ÄÝ-àâòîìàòà áóäóò:
δ′(z, q,∅) = (z, qz1...zkr),
δ′(z, qz1...zkr,∅) = (∅, qz1...zkr)
1. δ′(z−1, qz1...zkr,∅) = (z−1z1, qz2...zkr), ∀ z−1 ∈ Z
2. δ′(z1, qz2...zkr,∅) = (z1z2, qz3...zkr)
...
k. δ(zk−1, qzkr,∅) = (zk−1zk, qr)
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k+1. δ(zk, qr,∅) = (zk, r)
qzizi+1...zkr /∈ K, i = 1, 2, ... , k � íîâûå ââåä¼ííûå ñîñòîÿ-

íèÿ àâòîìàòà ÄÝÀ.
Òàêèì îáðàçîì, ðàáîòå
(z′′z, q,∅) ` (z′′z1 ... zk, r,∅)

àâòîìàòà ÄÍÀ ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííî âîçìîæíàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ðàáîò ÄÝ-àâòîìàòà:

(z′′z, q,∅) ` (z′′z, qz1...zkr,∅) `
` (z′′, qz1...zkr,∅) ` (z′′z1, qz2...zkr,∅)

∗
`

∗
` (z′′z1 ... zk, qr,∅) ` (z′′z1 ... zk, r,∅)

è, íàîáîðîò, ëþáîé ðàáîòå
(z, q,∅)

∗
` (z′′, r,∅)(q, r ∈ K)

(ò.å. íå ÿâëÿþòñÿ íîâûìè ââåä¼ííûìè ñîñòîÿíèÿìè àâ-
òîìàòà ÄÝÀ) ñîîòâåòñòâóåò â òî÷íîñòè îäíà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñèòóàöèé àâòîìàòà ÄÍÀ.

II. Ïóñòü â ñîñòîÿíèè q, ÷èòàÿ ñèìâîë z â ìàãàçèíå, ÄÍÀ
ðàáîòàë ñîãëàñíî ïðàâèëó:

δ(z, q, a) = (z′, r), z′ = z1 ... zk, ò.å. �
ÄÍÀ âñåãäà ÷èòàë âõîäíîé ñèìâîë.
Òîãäà ïðàâèëà ÄÝÀ-àâòîìàòà áóäóò:
δ′(z, q, a) = (z, qz1...zkr).
Îñòàëüíûå ïðàâèëà â òî÷íîñòè ïîâòîðÿþò ïðàâèëà, çà-

ïèñàííûå â ïóíêòå I: ïðàâèëà 1, 2, ... , k, k + 1.
Ýêâèâàëåíòíîñòü àâòîìàòîâ ÄÍÀ è ÄÝÀ âïîëíå î÷åâèä-

íà.
Âîîáùå ãîâîðÿ äåòåðìèíèðîâàííûå F è N àâòîìàòû

íå ýêâèâàëåíòíû, òàê êàê äåòåðìèíèðîâàííûé N -àâòîìàò
íå äîïóñêàåò ÿçûê, ñîäåðæàùèé íàðÿäó ñî ñëîâîì x 6= ∅
ñëîâî xy(y 6= ∅), ò.å. äîïóñòèìîå äåòåðìèíèðîâàííûì N -
àâòîìàòîì ñëîâî x íå ìîæåò áûòü íà÷àëüíûì ñëîâîì äðó-
ãîãî äîïóñòèìîãî ñëîâà.

Çàìå÷àíèå 2.5.4. Îò ïîäîáíîãî îãðàíè÷åíèÿ ëåãêî èçáà-
âèòüñÿ ââåäåíèåì ñïåöèàëüíîãî ñèìâîëà êîíöà ñëîâà ω, íå
ïðèíàäëåæàùåãî òåðìèíàëüíûì ñèìâîëàì ÿçûêà, äîáàâèâ
ê ïðàâèëàì ãðàììàòèêè ïðàâèëî S0 → Sω, ãäå S, ω /∈ V .
Òàê êàê ω íå ìîæåò ñòîÿòü íèãäå âíóòðè ñëîâà, òî íèêàêîå
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ñëîâî óæå íå ìîæåò áûòü íà÷àëüíûì ñëîâîì äðóãîãî ñëîâà.
Äåòåðìèíèðîâàííûå F -àâòîìàòû ñâîáîäíû îò òàêîãî

íåäîñòàòêà. Àâòîìàòû, äîïóñêàþùèå ÿçûêè Lω ñ ñèìâîëîì
êîíöà ñëîâà, îáîçíà÷èì Fω è Nω.

Òåîðåìà DNF 2.5.5. Äëÿ âñÿêîãî äåòåðìèíèðîâàííîãî
N -àâòîìàòà ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíûé åìó F -àâòîìàò.
Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå, àíàëîãè÷íî ëåììå 2.5.2., ëåã-
êî ââåñòè ñèìâîë z̃0, ñòîÿùèé ïåðåä z0 â ìàãàçèíå (ò.å. ìà-
ãàçèí ñîäåðæèò ñèìâîëû � z̃0z0 ..., à ñèìâîë z0 âñåãäà íà-
õîäèòñÿ â ìàãàçèíå ïî ñîãëàøåíèþ 2.5.2). Êîãäà N -àâòîìàò
îêîí÷èò ðàáîòó, â ìàãàçèíå îñòàíåòñÿ ñèìâîë z̃0 è òîãäà ïðè-
ìåíÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíî ââåä¼ííîå ïðàâèëî

z̃0, p,∅) ` (∅, qF ,∅), p ∈ K, qF ∈ F .
Òàê ïîñòðîåííûé àâòîìàò áóäåò äåòåðìèíèðîâàííûì F -

àâòîìàòîì, ýêâèâàëåíòíûì èñõîäíîìó N -àâòîìàòó.
Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè äåòåðìèíèðîâàííîãî N -

àâòîìàòà ýêâèâàëåíòíîãî äåòåðìèíèðîâàííîìó F -àâòîìàòó
íåâåðíî ïî óêàçàííûì âûøå ñîîáðàæåíèÿì, îäíàêî íà ìíî-
æåñòâå Lω ÊÑ-ÿçûêîâ ýòè àâòîìàòû ýêâèâàëåíòíû.

Òåîðåìà DFωNω 2.5.6. Äëÿ âñÿêîãî äåòåðìèíèðîâàííî-
ãî Fω-àâòîìàòà ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíûé åìó Nω-àâòîìàò.

Ñîõðàíèâ âñå ïðàâèëà Fω-àâòîìàòà Fω =
{Z, K, T, δ, F, z0, q0} äîáàâèì ïåðåõîä â ñîñòîÿíèå ñòè-
ðàíèÿ ìàãàçèíà (q̄) ïîñëå ÷òåíèÿ ñèìâîëà ω.

δ1 : (z, q, ω) ` (z, q̄,∅)
è ïðàâèëà, îáåñïå÷èâàþùèå ñòèðàíèå ñîäåðæèìîãî ìàãàçè-
íà

δ2 : (z, q̄,∅) ` (∅, q̄,∅)
Ïîñòðîåííûé Nω-àâòîìàò
Nω = {Z, K, T, δ′, z0, q0}

áóäåò äåòåðìèíèðîâàííûì è ýêâèâàëåíòíûì Fomega-
àâòîìàòó.

Îáëàäàþò ëè ÿçûêè, äîïóñêàåìûå äåòåðìèíèðîâàííûìè
àâòîìàòàìè êàêèìè-íèáóäü äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè,
óïðîùàþùèìè èõ àíàëèç? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÿçûêè, äîïóñ-
êàåìûå ÄÍÀ � îäíîçíà÷íûå. Ñåé÷àñ ïî çàäàííîìó ÄÍÀ
áóäåò ïîñòðîåíà ãðàììàòèêà, ïîðîæäàþùàÿ ÿçûê L(ÄÍÀ)
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è äîêàçàíà å¼ îäíîçíà÷íîñòü.
Òåîðåìà 2.5.7. Äëÿ ëþáîãî äåòåðìèíèðîâàííîãî N -

àâòîìàòà ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íàÿ ÊÑ-ãðàììàòèêà G, òà-
êàÿ, ÷òî L(N) = L(G).

Äîêàçàòåëüñòâî: Â NG-òåîðåìå áûëî óæå äîêàçàíî ñó-
ùåñòâîâàíèå ÊÑ-ãðàììàòèêè G, òàêîé, ÷òî L(N) = L(G).
Íàì ôàêòè÷åñêè íóæíî ñåé÷àñ äîêàçàòü ëèøü îäíîçíà÷-
íîñòü ïîñòðîåííîé òàì ÊÑ-ãðàììàòèêè äëÿ ñëó÷àÿ äåòåð-
ìèíèðîâàííîãî N -àâòîìàòà.

Èòàê, ïóñòü N = {Z, K, T, δ, F, z0, q0} � äåòåðìè-
íèðîâàííûé N -àâòîìàò. Ïîñòðîèì ÊÑ-ãðàììàòèêó G =
(V, T, P, S), V = T ∪ {Azpq} ∪ {S}, ãäå Azpq � íåòåðìèíàëü-
íûé ñèìâîë (z � ñèìâîë ìàãàçèííîé ïàìÿòè àâòîìàòà, p, q ∈
K). Ñìûñë ýòîãî íåòåðìèíàëüíîãî ñèìâîëà, êàê è ðàíüøå,
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî Azpq

∗→ x, åñëè (z, p, x)
∗
` (∅, q,∅),

ò.å. àâòîìàò â ñîñòîÿíèè p, èìåÿ â ìàãàçèíå ñèìâîë z, ïðî-
÷èòûâàåò ñëîâî x è îáíóëÿåò ìàãàçèí, òî ñëîâî x äîëæíî
âûâîäèòüñÿ èç íåòåðìèíàëüíîãî ñèìâîëà Azpq. Äëÿ ýòîãî
ìíîæåñòâî P ïðàâèë ãðàììàòèêè îïðåäåëèì ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

P1. S → Azpq äëÿ âñåõ p ∈ K.
P2. Azpq → a, åñëè (z, p, a) ` (∅, q,∅), a ∈ T .
P3. Azpq → aAzkrkrk−1 ... Az2r2r1Az1r1q, åñëè
(z, p, a) ` (z1 ... zk, rk,∅) è ñóùåñòâóåò yk ∈ T , òàêîé ÷òî

(Zk, rk, yk)
∗
` (∅, rk−1,∅)

yk−1 ∈ T (Zk−1, rk−1, yk−1)
∗
` (∅, rk−2,∅)

. . . . . .
y1 ∈ T (Z1, r1, y1)

∗
` (∅, q,∅)

Â ÷àñòíîñòè
Azpq → ∅, åñëè (z, p,∅) ` (∅, q,∅).
1. Ïóñòü (Z0, r0, y0)

∗
` (∅, q,∅), x ∈ T ∗. Äîêàæåì, ÷òî

òîãäà S
∗→ x.

Èìååì S → Az0p0q0 .
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Äîêàæåì, ÷òî åñëè (Z, p, x)
∗
` (∅, q,∅), òî Azpq

∗→ x è
óêàçàííûé âûâîä � åäèíñòâåííî âîçìîæíûé. Ïðèâåä¼ì äëÿ
ýòîãî èíäóêöèþ ïî ÷èñëó n òàêòîâ ðàáîòû àâòîìàòà.

1. n = 1, ò.å. (z, p, a) ` (∅, q,∅), a ∈ T, z ∈ Z.
Òîãäà ïî ïóíêòó 2 ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà P ñóùåñòâóåò

ïðàâèëî Azpq → a. Ðàññìàòðèâàåìûé àâòîìàò � äåòåðìè-
íèðîâàííûé, ñëåäîâàòåëüíî ïåðåõîä èç ñèòóàöèè (z, p, a) â
ñèòóàöèþ (∅, q,∅) îäèí è òîëüêî îäèí, ïîýòîìó è ñîîòâåò-
ñòâóþùèé åìó âûâîä â ãðàììàòèêå � îäíîçíà÷íî îïðåäåë¼í.

2. Ïóñòü óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé ðàáîòû
àâòîìàòà, ñîäåðæàùåé ìåíåå n òàêòîâ.

3. Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ äëÿ ðàáîòû
äëèíû n.

Åñëè n > 1, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïåðâûé òàêò ðàáîòû
èìååò âèä:

(z, p, ax) ` (z1 ... zk, rk, x′), ãäå
ax′ = x ∈ T ∗ � ñëîâî íà âõîäå àâòîìàòà.
Òîãäà ñëîâî x′ = ykyk−1 ... y1 ñîñòîèò èç òàêèõ ñèìâîëîâ

yi, äëÿ êîòîðûõ (zi, ri, yi)
∗
` (∅, ri−1,∅).

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì öåïî÷êó (åäèíñòâåííóþ, â ñèëó
äåòåðìèíèðîâàííîñòè àâòîìàòà)

(z, p, ax′) ` (z1 ... zk, rk, yk ... y1)
∗
` (z1 ... zk−1, rk−1,

yk−1yk−2 ... y1)
∗
` ...

∗
` (z1, r1, y1)

∗
` (∅, q,∅), è ïåðåõîä

(zi, ri, yi)
∗
` (∅, ri−1,∅) çàíèìàåò ìåíåå n − 1 òàêòîâ, ïî-

ýòîìó ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé âûâîä
Aairiri−1

∗→ yi

ñîîòâåòñòâåííî, åäèíñòâåííûé âûâîä
Azpq → aAzkrkrk−1 ... Az1r1q

åñòü
Azpq

∗→ ay1yk−1 ... y2y1 = x.
2. Ïóñòü S

∗→ x. Òîãäà (z0, p(?)0, x)
∗
` (∅, q,∅).

Ïåðâûé øàã âûâîäà íåïðåìåííî èìååò âèä
S → Az0p0q0

Íàäî äîêàçàòü, ÷òî åñëè Az0p0q0

∗→ x, òî ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ ðàáîòà àâòîìàòà òàêàÿ, ÷òî
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(z0, q0, z)
∗
` (∅, p,∅).

Ñíîâà áóäåì ïðèìåíÿòü èíäóêöèþ ïî äëèíå n âûâîäà.
1. n = 1, ò.å. Azpq → x, íî òîãäà x = a ∈ T è (z, p, a) `

(∅, q,∅) åäèíñòâåííî âîçìîæíàÿ ðàáîòà àâòîìàòà.
2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ

âûâîäîâ äëèíû, ìåíüøå n.
3. Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ äëÿ âûâîäà

äëèíû n.
Ïóñòü x = ax′.
Òîãäà ïåðâûé øàã âûâîäà èìååò âèä
Azpq → aAzkrkrk−1Azk−1rk−1rk−2 ... Az1r1q

Ïðè ýòîì â àâòîìàòå ñóùåñòâóþò ñèìâîëû yk ... y1 òàêèå,
÷òî yk âûâîäèòñÿ èç Azkrkrk−1 , Azkrkrk−1

∗→ yk.
Íî óêàçàííûå âûâîäû êîðî÷å n, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ïå-

ðåõîä
(zk, rk, yk)

∗
` (∅, rk−1,∅).

À òîãäà

(z, p, x) ` (z1 ... zk, rk, x′)
∗
` (z1 ... zk−1, rk−1, yk−1 ... y1)

∗
`

∗
` (z1, r1, y1)

∗
` (∅, q,∅).

Âñëåäñòâèå äåòåðìèíèðîâàííîñòè àâòîìàòà âûïèñàííàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåõîäîâ � åäèíñòâåííàÿ.

3. Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî êàæäîé ðàáîòå àâòîìàòà ñîîò-
âåòñòâóåò åäèíñòâåííûé âûâîä è íàîáîðîò. Óñòàíîâëåííîå
âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ðàáîò àâòîìàòàè âûâî-
äîâ â ãðàììàòèêå íåïîñðåäñòâåííî ïðèâîäèò ê îäíîçíà÷íî-
ñòè ïîñòðîåííîé ãðàììàòèêè, òàê êàê àâòîìàò äåòåðìèíè-
ðîâàííûé (÷òî íåîäíîêðàòíî èñïîëüçîâàëîñü â ïóíêòàõ 1 è
2 äîêàçàòåëüñòâà).

Çàìå÷àíèå 2.5.3. Îñîáåííî ïðîñòîé ïîëó÷àåòñÿ îäíî-
çíà÷íàÿ ãðàììàòèêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýëåìåíòàðíîìó äå-
òåðìèíèðîâàííîìó N -àâòîìàòó. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó-
÷àå ñóùåñòâóþò òðè òèïà ïðàâèë ôóíêöèîíèðîâàíèÿ àâòî-
ìàòà.

1. (z, p, a) ` (z, q,∅)
2. (z, p,∅) ` (∅, q,∅)
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3. (z, p,∅) ` (zz′, q,∅), z, z′ ∈ Z.
è ïðàâèëà âûâîäà èìåþò âèä:

α. S → Az0p0q äëÿ âñåõ p ∈ K.
β. Azpq → aAzpq, åñëè (z, p, a) ` (z, q,∅)

∗
` (∅, r,∅)

γ. Azpq → ∅, åñëè (z, p,∅) ` (∅, q,∅)
δ. Azpq → Az′qsAzsr, åñëè
(z, p,∅) ` (zz′, q,∅)

∗
` (z, s,∅)

∗
` (∅, r,∅).

2.5.9. Èíòåðåñíî áîëåå ïîäðîáíî âûÿñíèòü ïîðÿäîê âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ äåðåâà âûâîäà ïî ðàáîòå ýëåìåíòàðíîãî àâòî-
ìàòà, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â åãî åäèíñòâåííîñòè. Äåðåâî âû-
âîäà âîññòàíàâëèâàåòñÿ íå ñðàçó. Äåéñòâèòåëüíî, â ìîìåíò
ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà ïåðåõîäà

(z, p, a) ` (z, q,∅)
òî åñòü â ìîìåíò ïîÿâëåíèÿ âåðøèí Azpq, ìû íå ìîæåì
îïðåäåëèòü íåèçâåñòíûå íàì íåòåðìèíàëüíûå ñèìâîëû (îò-
ìå÷åííûå çâ¼çäî÷êîé)

Azpq

a Azp∗¡
¡
¡

@
@

@

Áóäåì ôèêñèðîâàòü ýòàïû ðàáîòû àâòîìàòà ïî ïðàâè-
ëàì òèïîâ 1, 2, 3. 1, 3, 1,2, 1, 1, 2 � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàáîòà
ñî ñëîâîì x íà âõîäå öåïî÷êà ïåðåõîäîâ àâòîìàòà. Äî òåõ
ïîð, ïîêà íå âñòðåòèëîñü ïðàâèëî òèïà 2, ìû íè÷åãî íå ìî-
æåì ñêàçàòü î âåðøèíàõ äåðåâà. Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà
2 äî áëèæàéøåãî ñëåâà ïðàâèëà 3 äåðåâî âîññòàíàâëèâàåò-
ñÿ. Ïîñëåäíåå ïðàâèëî 3, ñòîÿùåå ïåðåä 2, ïðåâðàòèòñÿ â
ïðàâèëî 1, ëèáî 2, ñëåäóþùåå ïðàâèëî 2 âîññòàíàâëèâàåò
äåðåâî äî áëèæàéøåãî ïðàâèëà 3 è òàê äàëåå.

Â ÎÏ-ãðàììàòèêå, äâèãàÿñü ïî ñëîâó, ìû ðàññòàâëÿëè
îòíîøåíèÿ ñèìâîëàìè è âûäåëÿëè ñåãìåíòû ñâîðà÷èâàíèÿ.
Àíàëîãè÷íàÿ êîíñòðóêöèÿ ïðèñóòñòâóåò è â ðàññìàòðèâàå-
ìîì ñëó÷àå.

2.5.10. Åñëè âíèìàòåëüíî ïðîñëåäèòü äîêàçàòåëüñòâî òå-
îðåìû 2.5.7, òî íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî îäíîçíà÷íîñòü ãðàì-
ìàòèêè âûòåêàåò íå ñòîëüêî èç äåòåðìèíèðîâàííîñòè àâòî-
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ìàòà, ñêîëüêî èç åäèíñòâåííîñòè öåïî÷êè ïåðåõîäîâ ïðè äî-
ïóùåíèè êàæäîãî ñëîâà. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ÿçûê òîãäà
è òîëüêî òîãäà îäíîçíà÷åí, êîãäà ñóùåñòâóåò äîïóñêàþùèé
åãî àâòîìàò òàêîé, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííî âîçìîæíàÿ
öåïî÷êà ïåðåõîäîâ ïðè äîïóùåíèè êàæäîãî ñëîâà.

Ïðèìåð. L = {xxR}, x ∈ {a, b}∗. Ïîñòðîèì N -àâòîìàò,
äîïóñêàþùèé ÿçûê L1 = L − ∅. Àâòîìàò ïîñòðîèì íåäå-
òåðìèíèðîâàííûé ñ äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè: â ñîñòîÿíèè qw àâ-
òîìàò çàïèñûâàåò â ìàãàçèí ÷èòàåìûé èì ñèìâîë; â ëþáîé
ìîìåíò îí ìîæåò ëèáî ñîõðàíèòü ñîñòîÿíèå qw, ëèáî ïåðåé-
òè â ñîñòîÿíèå qer, â êîòîðîì ñèìâîë ìàãàçèíà ñðàâíèâàåòñÿ
ñ âõîäíûì ñèìâîëîì è ñòèðàåòñÿ, åñëè ñèìâîëû ñîâïàäàþò.
Òî÷íåå.

N = {{a, b}, {qw, qer}, {a, b}, δ, z0, qw}
δ : δ1. (z0, qw, α) ` (α, qw,∅) α ∈ T

δ2. (α, qw, β) ` (αβ, qw,∅) α, β ∈ T
δ3. (α, qw, α) ` (∅, qer,∅) α ∈ T
δ4. (α, qer, α) ` (∅, qer,∅) α ∈ T

Ñëåäóÿ NG-òåîðåìå ïîñòðîèì ãðàììàòèêó G.
G = (V, T, P, S)
V = T ∪ {S} ∪ {Azpq}
P : S → Az0qwqw

- íåïðîäóêòèâíîå ïðàâèëî
S → Az0qwqer

Az0qwqer → αAαqwqer � èç ïðàâèëà δ 1
Aαqwqer → βAβqwqerAαqerqer � èç ïðàâèëà δ 2
Aαqwqer → α � èç ïðàâèëà δ 3
Aαqerqer → α � èç ïðàâèëà δ 4

Óñòðàíÿÿ íåïðîäóêòèâíûå ïðàâèëà è ïåðåîáîçíà÷àÿ
íåòåðìèíàëüíãûå ñèìâîëû, ïîëó÷èì:

S → aA
S → bB
A → bBA′

A → aAA′

B → aAB′

B → bBB′

A → a
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B → b
A′ → a
B′ → b

Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ãðàììàòèêà îäíîçíà÷íà
� ñëåäñòâèå ¾îäíîçíà÷íîé¿ ðàáîòû àâòîìàòà ïî äîïóùåíèþ
êàæäîãî ñëîâà.

2.6. LR(k)-ãðàììàòèêè
LR(k)-ãðàììàòèêè � ýòî íàèáîëåå îáùèé âèä ãðàììà-

òèêè äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíûé ëåâîñòîðîí-
íèé àíàëèç ñíèçó-ââåðõ, êîíñòðóêöèþ êîòîðîãî ìîæíî ïî-
ëó÷èòü ìåõàíè÷åñêè èç ãðàììàòèêè.

Ãðàììàòèêà ÿâëÿåòñÿ LR(k)-ãðàììàòèêîé â òîì ñëó÷àå,
åñëè ïðàâèëî ñâîðà÷èâàíèÿ ïîäöåïî÷êè îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëÿåòñÿ âñåé ñëåâà îò íå¼ ðàñïîëîæåííîé ÷àñòüþ öåïî÷êè
è k ñïðàâà ðàñïîëîæåííûìè òåðìèíàëüíûìè ñèìâîëàìè.

Â ÎÏ-ãðàììàòèêå ìû çàãëÿäûâàåì âïåð¼ä íà îäèí ñèì-
âîë, ÷òîáû ïðîñòàâèòü îòíîøåíèå ïðåäøåñòâîâàíèÿ è âû-
äåëèòü ñâîðà÷èâàåìûé ñåãìåíò. ÄËß ÄÍÀ ýòîãî íå íóæíî.
Äîïóñêàåìûé ÄÍÀ ÿçûê � ýòî LR(0) ÿçûê. ßçûê, ïîðîæäà-
åìûé ÊÑÏ-ãðàììàòèêîé � LR(1)-ÿçûê.

×òî æå ìîæíî ïîëó÷èòü, çàãëÿäûâàÿ íà k ñèìâîëîâ âïå-
ð¼ä?

Îïðåäåëåíèå 2.6.1. Ïóñòü â ÊÑ-ãðàììàòèêå èìååòñÿ
ïðàâîñòîðîííèé âûâîä íåêîòîðîé öåïî÷êè (íå îáÿçàòåëüíî
â òåðìèíàëüíûõ ñèìâîëàõ) è ïóñòü â ýòîì âûâîäå

S
∗→ α1 ... αjApa1 ... akb1 ... bm → α1 ... αn a1 ... ak

íà ïîñëåäíåì øàãå ïðèìåíÿëàñü ïîäñòàíîâêà
Ap → αj+1 ... αn.
Ïóñòü äàí âûâîä íåêîòîðîé äðóãîé öåïî÷êè (òîæå ïðà-

âîñòîðîííèé), èìåþùèé âèä
S

∗→ α1 ... αjApa1 ... akc1 ... cm → α1 ... αn a1 ... ak

è ÷àñòè α1 ... αn ñîâïàäàþò, è ñîâïàäàþò ñëåäóþùèå çà íè-
ìè k ñèìâîëîâ. Òîãäà íà ïîñëåäíåì øàãå ïðèìåíÿëàñü òà
æå ïîäñòàíîâêà, ÷òî è â ïåðâîì ñëó÷àå. Òàêàÿ ãðàììàòèêà
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íàçûâàåòñÿ LR(k)-ãðàììàòèêîé, ïîðîæäàåìûé åþ ÿçûê �
LR(k)-ÿçûêîì.

Âûïîëíÿÿ àíàëèç ñëîâà ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàãàçèíà, ëå-
âîñòîðîííèé àíàëèçàòîð äîëæåí ïðîñìàòðèâàòü âåñü ìàãà-
çèí (íå òîëüêî ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî ñèìâîëîâ â í¼ì) è ñëå-
äóþùèå k ñèìâîëîâ ñëîâà, ïðè ýòîì ïðàâîñòîðîííèé âûâîä
âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî. Ôàêòè÷åñêè ÿçûê, ýôôåê-
òèâíî àíàëèçèðóåìûé ëþáûì ðàíåå ðàññìîòðåííûì ñïîñî-
áîì, ÿâëÿåòñÿ LR(k)-ÿçûêîì äëÿ íåêîòîðîãî k. Òàêèì îáðà-
çîì, ñîîòâåòñòâèå ãðàììàòèêè óñëîâèÿì LR(k) ÿâëÿåòñÿ òàê
æå íàèáîëåå îáùèì òåñòîì îäíîçíà÷íîñòè, êîòîðûé ñåé÷àñ
èìååòñÿ.

Ïðèìåð 2.5.2.
1. P : S → Ac T = {a, c, d}

S → Bd VN = {A, B, S}
V = VN ∪ T

A → Aa G1 = (V, T, P, S)
B → Ba
A → a L(G1) = {and} ∪ {anc}n > 1
B → a.

G1 íå ÿâëÿåòñÿ LR(k)-ãðàììàòèêîé íè äëÿ êàêîãî k =
1, 2, .... Äåéñòâèòåëüíî, ÷òîáû âîññòàíîâèòü âûâîä ñëîâà x,
íóæíî îáÿçàòåëüíî çíàòü, êàêîé ñèìâîë ñòîèò â êîíöå. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ãðàììàòèêà G2 ñ ïðàâèëàìè

S → aA
A → aA
A → c
A → d

ïîðîæäàþùàÿ òîò æå ÿçûê, ÿâëÿåòñÿ LR(0)-ãðàììàòèêîé.
Ïîýòîìó ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî {and} ∪ {anc} � LR(0)-ÿçûê.

2. Ãðàììàòèêà G3 ñ ïðàâèëàìè
1. S → SS
2. S → Ac
3. S → Bd
4. A → aA1

5. A1 → aa
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6. B → aB1

7. B1 → aa

ïîðîæäàåò ÿçûê L = {(a3α)2n}, ãäå α åñòü ëèáî c, ëèáî d.
G3 ÿâëÿåòñÿ LR(4)-ãðàììàòèêîé, âîçìîæíîñòü çàãëÿíóòü
íà 4 ñèìâîëà âïåð¼ä îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïî çíà÷åíèþ
α = c ïðèìåíåíèå ïðàâèëà 2, à ïî çíà÷åíèþ α = d � ïðàâè-
ëà 3.

3. Ïðîñòàÿ ãðàììàòèêà ñ îòíîøåíèåì ïðåäøåñòâîâàíèÿ
� LR(1)-ãðàììàòèêà. Çàãëÿäûâàÿ íà îäèí ñèìâîë âïåð¼ä, è
ñðàâíèâàÿ åãî ïî ïðåäøåñòâîâàíèþ ñ ñèìâîëîì ìàãàçèíà,
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåì ñåãìåíò è ïðàâèëî ñâîðà÷èâàíèÿ.

4. Ó LR(k)-ãðàììàòèêè ÿðêî ïðîÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî ¾íåñ-
ñèìåòðè÷íîñòè¿:

ÿçûê {anbnω} ∪ {anb2ncω} íå ïîðîæäàåòñÿ íèêàêîé
LR(k)-ãðàììàòèêîé è LR(0)-ãðàììàòèêîé;

ÿçûê {ωbnan} ∪ {ωcb2nan} � LR(0)-ÿçûê.
Íèæå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî äëÿ âñÿêîé LR(k)-ãðàììàòèêè

ìîæíî ïîñòðîèòü äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò, äîïóñêàþ-
ùèé òîò æå ÿçûê (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî â ÿçûêå êàæ-
äîå ñëîâî êîí÷àåòñÿ ñèìâîëîì ω � êîíöà ñëîâà). Ýòî ìî-
æåò ïîêàçàòüñÿ íà ïåðâûé âçãëÿä óäèâèòåëüíûì, ïîñêîëü-
êó â îáùåì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî öåïî-
÷åê α1α2 ... αn, êîòîðûå ìîãóò ïîÿâèòüñÿ â ìàãàçèíå; òàêèì
îáðàçîì, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî öåïî÷åê, êîòîðûå
íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü äëÿ âûíåñåíèÿ ðåøåíèÿ ïðè àíà-
ëèçå, â òî âðåìÿ êàê àâòîìàò èñïîëüçóåò òîëüêî ïîñëåäíèé
ýëåìåíò ìàãàçèíà, ñîñòîÿíèå è âõîäíîé ñèìâîë.

Âñ¼ æå áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ÷èñëî ïîðîæäàþùèé ïðà-
âèë êîíå÷íî, íà êàæäîì øàãå àíàëèçà ñóùåñòâóåò òîëüêî
êîíå÷íîå ÷èñëî âîçìîæíûõ äåéñòâèé, íåçàâèñèìî îò ñèì-
âîëîâ α1α2 ... αn−1 ìàãàçèíà. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî òîëüêî
êëàññèôèöèðîâàòü âîçìîæíûå öåïî÷êè â êëàññû, íàçûâàå-
ìûå ¾ñîñòîÿíèÿìè¿ γp, è ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ãðàììàòèêà
ÿâëÿåòñÿ LR(k)-ãðàììàòèêîé, ìîæíî çàäàòü îäíîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå

(αi, γp, aj) ` (α′, γa)
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Çäåñü ìû, êîíå÷íî, óïðîñòèëè ïðîöåññ, ÷òîáû ëó÷øå
ðàçîáðàòüñÿ â èäåå; ñèìâîëû αi â ìàãàçèíå äîëæíû áûòü
ñàìè ñëîæíûìè ìíîæåñòâàìè, ÷òîáû ñäåëàòü âîçìîæíûì
îïðåäåëåíèå îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ.

Òåîðåìà 2.6.3. Äëÿ âñÿêîé LR(k)-ãðàììàòèêè G ìîæ-
íî ïîñòðîèòü äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò, äîïóñêàþùèé
ÿçûê L(G) (â ïðåäïîëîæåíèè 2.5.4).

Äîêàçàòåëüñòâî.
1. Áóäåì íàçûâàòü ñîñòîÿíèåì òðîéêó (p, j, x), ãäå
p : Ap → αp1 ... αpnp

� ïðàâèëî,
x � ñëîâî äëèíû k (åñëè äåéñòâèòåëüíîé äëèíû íå õâà-

òàåò, òî äîïîëíèì ñèìâîëàìè ω).
1 6 j 6 np � èíäåêñ ñèìâîëà â ïðàâîé ÷àñòè ïðàâèëà p.
Êàæäîìó p ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå íåñêîëüêî

òðîåê.
Ïóñòü γ = {(p, j, x)} � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé.

Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî γψ äëÿ ñëîâà ψ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü ñëîâî ψ âîçíèêàåò ïðè íåêîòîðîì ïðàâîñòîðîííåì
âûâîäå

S
∗→ α1 ... αiApxx′ → α1 ... αiαp1 ... αpnxx′ =

= ψαpj+1 ... αpnxx′

ψ � ýòî ïðàâàÿ ÷àñòü ñëîâà, âêëþ÷àþùàÿ j ñèìâîëîâ îò
öåïî÷êè, âûâåäåííîé èç Ap. Òîãäà ñîñòîÿíèå (p, j, x) âêëþ-
÷àåòñÿ â ìíîæåñòâî γψ.

Õîòÿ êîëè÷åñòâî ñëîâ ψ áåñêîíå÷íî, êîëè÷åñòâî ðàçëè÷-
íûõ ìíîæåñòâ γψ êîíå÷íî, òàê æå ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷-
íîå ÷èñëî ïðàâèë ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì áóêâ. Áóäåì òåïåðü
ñòðîèòü ìíîæåñòâî äëÿ ñëîâà ψαj+1.

Åñëè αj+1 íå âõîäèò â αp1 ... αpn , òî p íå âõîäèò â γψαj+1 .
Åñëè æå αj+1 âõîäèò â αp1 ... αpn , òî â γψαj+1 âõîäèò

òðîéêà (p, j + 1, x).
Äàëåå ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà αj+1 � ýòî ñèìâîë d1 èç

öåïî÷êè d1 ... dt, ïîëó÷åííîé èç íåòåðìèíàëüíîãî ñèìâîëà
αj+2 ïðè ïîäñòàíîâêå q.

Â òàêîì ñëó÷àå â γψα âêëþ÷àåòñÿ (q, 0, y).
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y � ïåðâûå k ñèìâîëîâ èç öåïî÷êè αj+3 ... αnp
x. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî íóæíî ñâåðíóòü ïî ïðàâèëó q ñëåäóþùèå ?
ñèìâîëîâ, íî ïðåæäå ïðîâåðèòü, íåò ëè òàì äðóãîãî ñîñòî-
ÿíèÿ (r, 0, z). Êàæäîé ïàðå γ è p ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå
ìíîæåñòâî ñëîâ x, òàêèõ, ÷òî (p, np, x) ∈ γ è îáîçíà÷èì ýòî
ìíîæåñòâî Hγp

Hγp
= {x : (p, np, x) ∈ γ}.

Î÷åâèäíî, ÷òî Hγp ∩Hγq = ∅, åñëè p 6= q.
2. Ñòðîèì àâòîìàò.
Ïóñòü äàíî ñëîâî a1 ... an = w.
Ñíà÷àëà ìû íàõîäèìñÿ â íóëåâîé ïîçèöèè îòìå÷åííîé

òî÷êîé äëÿ êàæäîãî ïðàâèëà .a1 ... an, çàòåì äâèæåìñÿ ïî
ñëîâó a1 ... ai.ai+1 ... an, â êîíöå w � ïóñòîå ñëîâî.

Àâòîìàò D.
Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå (pS , 0,∅).
Z = {γ} ∪ V
K = {(x)} ∪ {rpx}, (x) � ñëîâî äëèíû k â òåðìèíàëüíûõ

ñèìâîëàõ.
T = T
q0 � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå,
z0 = γ0

Â íà÷àëå ðàáîòû (ò.å. ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèòóàöèè
(γ0, q0, w) â ñèòóàöèþ (γ0, (x), w′) àâòîìàòà

(γ0, q0, w)
∗
` (γ0, (x), w′)

ñ÷èòûâàåòñÿ k ñèìâîëîâ èç ñëîâà w. Çàòåì íà÷èíàåòñÿ åãî
¾íîðìàëüíîå¿ ôóíêöèîíèðîâàíèå. Ðàññìîòðèì ñðåäíåå çâå-
íî ðàáîòû:

...
∗
` (γ0α1γ1α2γ2 ... αnγn, (x), w′′)

∗
` ...

Àâòîìàò ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
γ1 = γα1 � ýòî ìíîæåñòâî γψ îò ψ = α1, γ2 = γα1α2 îò

ψ = α1, α2, ... , γn = γψ îò ψ = α1 ... αn.
Àâòîìàò ñîâåðøàåò ïðåîáðàçîâàíèÿ:
à) åñëè x /∈ Hγnp, òî â ìàãàçèí çàïèñûâàåòñÿ ñèìâîë èç

x (ëåâûé) è γψx è â x ñïðàâà äîáàâëÿåòñÿ ñèìâîë èç w′′, à
ïåðâûé ñèìâîë x èñ÷åçàåò (îí óæå ïåðåø¼ë â ìàãàçèí).
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á) åñëè æå x ∈ Hγnp, òî ýòî çíà÷èò, ÷òî íàäî ñâîðà÷è-
âàòü, à ýòî äåëàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëóæåáíîãî ñîñòîÿíèÿ rpx.

(γ0α1γ1 ... αnγn, (x), w′′) `
(γ0α1γ1 ... αnγn, rpx, w′′) ` ...

àâòîìàò ñòèðàåò íóæíûå α, γ è çàòåì ïèøåò:
... ` (γ0α1γ1 ... αiγiApγp, (x), w′′)

è ïîñëå ýòîãî âñ¼ äåëàåòñÿ ñíîâà.
Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ïðàâîñòîðîííåãî âûâîäà â

LR(k)-ãðàììàòèêå è äåòåðìèíèðîâàííîñòè àâòîìàòà ýêâè-
âàëåíòíîñòü ÿçûêîâ L(G) è L(D) ìîæíî ñ÷èòàòü äîêàçàí-
íîé.

Çàèíòåðåñîâàííûé ÷èòàòåëü, ðóêîâîäñòâóÿñü îïèñàííîé
êîíñòðóêöèåé äåòåðìèíèðîâàííîãî àâòîìàòà, ëåãêî ïîñòðî-
èò ýëåìåíòàðíûé äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò, äîïóñêàþ-
ùèé âñå ñëîâà ïðîñòîé ãðàììàòèêè ñ îòíîøåíèåì ïðåäøå-
ñòâîâàíèÿ, ãäå ïðè âûâîäå íóæíî çàãëÿäûâàòü âïåð¼ä íà
îäèí ñèìâîë.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ÿçûê äîïóñêàåìûé äåòåð-
ìèíèðîâàííûì àâòîìàòîì åñòü LR(0)-ÿçûê, íàì ïîíàäîáèò-
ñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ïóñòü GN � ãðàììàòèêà, ïîñòðîåííàÿ â òåîðåìå 2.5.7.
(ãðàììàòèêà ýêâèâàëåíòíàÿ äåòåðìèíèðîâàííîìó àâòîìà-
òó).

Ëåììà 2.6.4. Ïóñòü Azpq
∗→ x è íåêîòîðîå ïîäñëîâî ñëîâà

???. Òîãäà ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
à) â äåðåâå âûâîäà Azpq

∗→ x ñîäåðæèòñÿ ïîääåðåâî âû-
âîäà Az′p′q′

∗→ x′;
á) ïðè ðàáîòå àâòîìàòà (z, p, x)

∗
` (∅, q,∅) îñóùåñòâëÿ-

åòñÿ ïîäðàáîòà (z′, p′, x′)
∗
` (∅, q′,∅).

Äîêàçàòåëüñòâî âåä¼òñÿ èíäóêöèåé ïî äëèíå n âûâîäà
Azpq

∗→ x, ðàâíîé, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ÷èñëó òàêòîâ ïðè
ðàáîòå àâòîìàòà (z, p, x)

∗
` (∅, q,∅).

ßñíî, ÷òî äåòàëüíîãî àíàëèçà òðåáóþò ëèøü ñëó÷àè, êî-
ãäà (ïðè âûâîäå â) èç à)) ïîääåðåâî âûâîäà Az′p′q′

∗→ x′ íå
ñîâïàäàåò ñ äåðåâîì âûâîäà Azpq

∗→ x è (ïðè âûâîäå à) èç
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á)) ïîäðàáîòà (z′, p′, x′)
∗
` (∅, q′,∅) íå ñîâïàäàåò ñî âñåé

ðàáîòîé (z, p, x)
∗
` (∅, q,∅).

Ïðè n = 1 äåðåâî âûâîäà Azpq → x íå èìååò îòëè÷íûõ
îò íåãî ñàìîãî ïîääåðåâüåâ ñ íåòåðìèíàëüíîé âåðøèíîé, à
ðàáîòà àâòîìàòà (z, p, x) ` (∅, q,∅) íå èíäóöèðóåò îòëè÷-
íûõ îò íå¼ ñàìîé ïîäðàáîò âèäà (z′, p′, x′) ` (∅, q′,∅).

Ïóñòü óòâåðæäåíèå ëåììû ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ âûâî-
äîâ Azpq

∗→ x, äëèíà êîòîðûõ ìåíüøå n, äîêàæåì åãî äëÿ
n.

Ïóñòü âåðíî à) Âûâîä Azpq
∗→ x èìååò âèä

(∗) Azpq → aAzkqkqk−1Azk−1qk−2qk−2Azq1q
∗⇒

∗⇒ x = axkxk−1 ... x1,
ãäå êàæäîå xi ïîëó÷àåòñÿ ïðè ýòîì âûâîäå èç ñîîòâåòñòâó-
þùåãî Aziqiqi−1 (ñ÷èòàåì, ÷òî q = q0). Ïîääåðåâî âûâî-
äà Az′p′q′

∗→ x′ ÿâëÿåòñÿ ïîääåðåâîì îäíîãî èç äåðåâüåâ
Aziqiqi−1

∗→ xi, îäíàêî äëèíà âûâîäà Aziqiqi−1

∗→ xi ìåíüøå
n, ñëåäîâàòåëüíî, ðàáîòà àâòîìàòà (zi, pi, xi)

∗
` (∅, qi−1,∅)

èíäóöèðóåò ïîäðàáîòó (z′, p′, x′)
∗
` (∅, q′,∅). Â ñèëó (*) è

äåòåðìèíèðîâàííîñòè àâòîìàòà ïåðâûé òàêò åãî ðàáîòû â
êîíôèãóðàöèè (z, p, x) èìååò âèä

(z, p, x) ` (z1z2 ... zk, qk, xkxk−1 ... x2x1),
à äàëüíåéøàÿ ðàáîòà äîëæíà ïðîòåêàòü ïî ñëåäóþùåé ñõå-
ìå:

(z1z2 ... zk−1zk, qk, xkxk−1 ... x2x1)
∗
`

(z1z2 ... zk−1, qk−1, xk−1 ... x2x1)
∗
` ...

∗
`

(z1z2, q2, x2x1)
∗
` (z1, q1, x1)

∗
` (∅, q,∅)

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàáîòà (z, p, x)
∗
` (∅, q,∅)

èíäóöèðóåò ïîäðàáîòó
(z1 ... zi, qi, xi ... x1)

∗
` (z1 ... zi−1, qi−1, xi−1 ... x1),

ýêâèâàëåíòíóþ åé ïîäðàáîòó (zi, pi, xi) ` (∅, qi−1,∅)
è, ñëåäîâàòåëüíî, è ïîäðàáîòó (z′, p′, x′) ` (∅, q′,∅).

Ïóñòü âåðíî â). Ïåðâûé øàã ðàáîòû àâòîìàòà èìååò âèä
(z, p, x) ` (z1 ... zk, r3, y), ãäå x = ay, à ñõåìà ïîñëåäóþùåé
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åãî ðàáîòû òàêîâà (çàôèêñèðîâàíû ìîìåíòû, êîãäà â ìàãà-
çèíå ñòèðàþòñÿ ñèìâîëû zk, zk−1, ... , z1):

(z1 ... zk−1zk, qk, yk)
∗
` (z1 ... zk−1, qk−1, yk−1)

∗
` ...

∗
`

(z1, q1, y1)
∗
` (∅, q0,∅)

Çäåñü ñ÷èòàåòñÿ r = qk, q = q0, y = ykyk−1 ... y1. Òàê êàê
ïîäðàáîòà (z′, p′, x′)

∗
` (∅, q′,∅) ñòèðàåò â ìàãàçèíå òîëüêî

ñèìâîë z′, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ïîäðàáîòîé îäíîé èç ðàáîò
(z1 ... zi, qi, yi)

∗
` (z1 ... zi−1, qi−1, yi−1).

Òåîðåìà 2.6.5. Ãðàììàòèêà GN , ïîñòðîåííàÿ â 2.5.7.,
åñòü LR(0)-ãðàììàòèêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
S

∗→ α1α2 ... αiAb1b2 ... bk → α1α2 ... αmb1b2 ... bk = ϕ

S
∗→ α1α2 ... αmc1c2 ... cl = ψ

äâà ïðàâîñòîðîííèõ âûâîäà, à
α1α2 ... αm

∗→ u

êàêîé-ëèáî âûâîä ñëîâà, ñîñòîÿùåãî ëèøü èç òåðìèíàëüíûõ
ñèìâîëîâ, èç ñëîâà α1α2 ... αm. Ýòèì âûâîäîì ïîðîæäàåòñÿ
âûâîä è íåêîòîðîãî ñëîâà x′ èç ñëîâà αi+1 ... αm, à, ñëåäî-
âàòåëüíî, è èç ñèìâîëà A:

A → αi+1 ... αm
∗→ x′

Îáîçíà÷èì ub1 ... bk = x1, uc1c2 ... cl = x2.
A åñòü íåêîòîðîå Az′p′q′ . Òåïåðü äâàæäû ïðèìåíÿåì

ëåììó 2.6.4. Äëÿ íåêîòîðîãî q1 äåðåâî âûâîäà
(S →)Az0p0q0

∗→ x1

ñîäåðæèò ïîääåðåâî Az′p′q′ → x′. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàáî-
òà àâòîìàòà (z0, p0, x1)

∗
` (∅, q1,∅) èíäóöèðóåò ïîäðàáîòó

(z′, p′, x′)
∗
` (∅, q′,∅). Â ñèëó äåòåðìèíèðîâàííîñòè àâòî-

ìàòà è ñîâïàäåíèÿ íà÷àëà u ñëîâ x1 è x2, ñîäåðæàùåãî
ïîäñëîâî x′, òà æå ïîäðàáîòà (z′, p′, x′)

∗
` (∅, q′,∅) îñóùå-

ñòâèòñÿ è ïðè ÷òåíèè àâòîìàòîì ñëîâà x2, ò.å. ïðè ðàáîòå
(z0, p0, x2)

∗
` (∅, q2,∅). Ñëåäîâàòåëüíî, â äåðåâå âûâîäà

(S →)Az0p0q2

∗→ α1 ... αiαi+1 ... αmc1 ... cl
∗→ vx′c1 ... cl = x2
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ñîäåðæèòñÿ ïîääåðåâî âûâîäà
(A =)Az′p′q′ → αi+1 ... αm

∗→ x′

Â ñèëó òîãî, ÷òî ìû îãðàíè÷èëèñü ïðàâîñòîðîííèì âû-
âîäîì ñëîâà ψ, ïîñëåäíèé ðàç â ýòîì âûâîäå äîëæíî ïðè-
ìåíÿòüñÿ ïðàâèëî

A → αi+1 ... αm

èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî ãðàììàòèêà GN åñòü LR(0)-ãðàì-
ìàòèêà.

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî (òåîðåìà 2.6.3), ÷òî äëÿ âñÿêîé
LR(k)-ãðàììàòèêè, ïîðîæäàþùåé ñëîâà ñ ìàðêåðîì êîí-
öà ñëîâà, ìîæíî ïîñòðîèòü äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò,
äîïóñêàþùèé òîò æå ÿçûê. Íàïðèìåð, ÊÑÏ-ãðàììàòèêà
åñòü LR(1)-ãðàììàòèêà, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 2.6.3 ìîæíî ïî-
ñòðîèòü ýôôåêòèâíûé àíàëèçàòîð äëÿ ÊÑÏ â âèäå äå-
òåðìèíèðîâàííîãî àâòîìàòà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òåîðå-
ìà 2.5.5. óòâåðæäàåò, ÷òî âñÿêèé äåòåðìèíèðîâàííûé N -
àâòîìàò äîïóñêàåò LR(0) ÿçûê. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî,
÷òî LR(k)ãðàììàòèêè, k > 1, ýêâèâàëåíòíû LR(0) ãðàììà-
òèêàì äëÿ ÿçûêîâ ñ îòìåòêîé êîíöà ñëîâà.


