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5ÎÒ �ÅÄÀÊÒÎ�À ÏÅ�ÅÂÎÄÀÌàòåìàòèêå âñåãäà áûëî ïðèñóùå ñòðåìëåíèå ðàçðàáàòûâàòü ý��åêòèâ-íûå ìåòîäû ðåøåíèÿ êàê ìîæíî áîëåå øèðîêèõ êëàññîâ çàäà÷. Ìíîãîëåòíèéîïûò ðàçâèòèÿ òåîðèè äèñêðåòíûõ è êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ è ïðàêòèêà èõðåøåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ýòè äâå ñòîðîíû � îáùíîñòü ìåòîäà è åãî ý��åê-òèâíîñòü � íàõîäèòñÿ â èçâåñòíîì àíòàãîíèçìå. Âìåñòå ñ òåì, î÷åíü âàæíîçíàòü, è â îñîáåííîñòè ýòî êàñàåòñÿ çàäà÷ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, ìîæíîëè â ïðèíöèïå íàäåÿòüñÿ íà ñîçäàíèå äîñòàòî÷íî îáùèõ è ý��åêòèâíûõìåòîäîâ èëè íàäî ñîçíàòåëüíî èäòè ïî ïóòè ðàçáèåíèÿ çàäà÷ íà âñ¼ áîëååóçêèå êëàññû è, ïîëüçóÿñü èõ ñïåöè�èêîé ðàçðàáàòûâàòü äëÿ íèõ ý��åê-òèâíûå (õîðîøèå) àëãîðèòìû.Íåóäà÷è, ïîñòèãøèå èññëåäîâàòåëåé íà ýòîì ïóòè, ïðèâåëè ê íåîáõîäè-ìîñòè àíàëèçà ñëîæíîñòè çàäà÷. Íà íàøèõ ãëàçàõ âîçíèêëî íîâîå è èí-òåíñèâíî ðàçâèâàþùååñÿ ¾ñëîæíîñòíîå¿ íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé. ×èñëîïóáëèêàöèé â ýòîé îáëàñòè áûñòðî ðàñò¼ò, òàê ÷òî ïîÿâëåíèå íàñòîÿùåéêíèãè, ïîñâÿù¼ííîé âîïðîñàì ñëîæíîñòè äèñêðåòíûõ è êîìáèíàòîðíûõ çà-äà÷, âïîëíå çàêîíîìåðíî. Ïðîáëåìàòèêà ýòà âåñüìà àêòóàëüíà, ïîñêîëüêóòàêèå çàäà÷è ÷àñòî âîçíèêàþò íà ïðàêòèêå (â ýêîíîìèêå, òåõíèêå, âîåí-íîì äåëå, â èññëåäîâàíèè îïåðàöèé è ò.ä.), à èõ ðåøåíèå ñðåäñòâàìè ÝÂÌíàòàëêèâàåòñÿ íà òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ áîëüøèìè çàòðàòàìè ìàøèííîãîâðåìåíè è ïàìÿòè.Ïðåäèñëîâèå àâòîðîâ è ââîäíàÿ ãëàâà, ãäå îáñóæäàåòñÿ ñîäåðæàíèå êíè-ãè, ïîçâîëÿþò ÷èòàòåëþ îçíàêîìèòüñÿ (íà èíòóèòèâíîì óðîâíå) ñ îñíîâíû-ìè èäåÿìè, ïîíÿòèÿìè è âîïðîñàìè, îñâåùàåìûìè â êíèãå. Ïîýòîìó ìû, íåïîâòîðÿÿñü, çàîñòðèì âíèìàíèå ÷èòàòåëÿ íà íåêîòîðûõ ïðèíöèïèàëüíûõâîïðîñàõ.Áîëüøèíñòâî äèñêðåòíûõ è êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷, âîîáùå ãîâîðÿ, äî-ïóñêàåò ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî ïðîöåññà ïåðåáîðà. Òàê, íàïðèìåð,áóëåâñêóþ çàäà÷ó î ðþêçàêå âèäànXi=1 aixi = b; xi = 0; 1ìîæíî ðåøèòü, ïåðåáèðàÿ áóëåâñêèå n-ìåðíûå âåêòîðû (âàðèàíòû). Òàêèåçàäà÷è íàçûâàþòñÿ ïåðåáîðíûìè. Îäíàêî ÷èñëî øàãîâ ïåðåáîðíîãî ìåòîäàðàñò¼ò ýêñïîíåíöèàëüíî â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðîâ çàäà÷è. Äëÿ íåêîòî-ðûõ çàäà÷ ýòîãî òèïà óäà¼òñÿ ïîñòðîèòü ý��åêòèâíûå (ñóùåñòâåííî ìåíååòðóäî¼ìêèå, ÷åì ïîëíûé ïåðåáîð âàðèàíòîâ) ìåòîäû ðåøåíèÿ, (ýòî óäà¼òñÿñäåëàòü, íàïðèìåð, äëÿ ðåøåíèÿ â Zn ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ öåëû-ìè êîý��èöèåíòàìè äëÿ ïîòîêîâûõ çàäà÷, äëÿ íàõîæäåíèÿ ïàðîñî÷åòàíèéâ ãðà�å è ò.ä.). Îäíàêî, ÷èñëî òàêèõ çàäà÷ íåâåëèêî.Àíàëèç òðóäíîñòåé, âñòðåòèâøèõñÿ íà ïóòè ñîçäàíèÿ ý��åêòèâíûõ ìå-òîäîâ ðåøåíèÿ äèñêðåòíûõ çàäà÷, ïðèâåë ê ïîñòàíîâêå öåíòðàëüíîé òåîðå-òèêî-ìåòîäîëîãè÷åñêîé ïðîáëåìû âñåé äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè � ìîæíî ëèèñêëþ÷èòü ïåðåáîð ïðè ðåøåíèè äèñêðåòíûõ çàäà÷? Äðóãèìè ñëîâàìè, ðå÷ü



6èä¼ò î ïðèíöèïèàëüíîé âîçìîæíîñòè íàéòè íóæíîå ðåøåíèå (íàïðèìåð,îïòèìàëüíîå), íå ïåðåáèðàÿ âñåõ èëè ïî÷òè âñåõ âàðèàíòîâ â çàäà÷å. Ýòàïðîáëåìà èìååò íå òîëüêî ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêîå, íî è ãëóáîêîå ïîçíàâà-òåëüíîå çíà÷åíèå. Îíî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè ïîèñêå ý��åêòèâíûõòî÷íûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ øèðîêîãî êëàññà äèñêðåòíûõ çàäà÷ íàäî ó÷èòû-âàòü âîçìîæíîñòü îòñóòñòâèÿ òàêèõ ìåòîäîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, óìåòü âî-âðåìÿ îãðàíè÷èòü ¾àïïåòèò¿, ïðèçíàâ ÷òî ñóùåñòâóþò ¾òðóäíîðåøàåìûåçàäà÷è¿. Äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè ýòà ïðîáëåìà îñòà¼òñÿ îòêðûòîé.Ôåíîìåí òðóäíîðåøàåìûõ çàäà÷ íå íîâ äëÿ ìàòåìàòèêè. Ïîñëå óòî÷íå-íèÿ ïîíÿòèÿ àëãîðèòìà áûëî îáíàðóæåíî íàëè÷èå àëãîðèòìè÷åñêè íåðàç-ðåøèìûõ ïðîáëåì. Â êà÷åñòâå íàèáîëåå èçâåñòíîãî ïðèìåðà óêàæåì äåñÿ-òóþ ïðîáëåìó �èëüáåðòà: ¾Ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì, êîòîðûé ïî äàííîìóìíîãî÷ëåíó p(x1; x2; :::; xn) ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè ðàñïîçíàåò, èìååòëè óðàâíåíèå p = 0 ðåøåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ¿. Êàê ïîêàçàëÞ.Â. Ìàòèÿñå-âè÷ [376℄, òàêîãî àëãîðèòìà â ïðèíöèïå íå ñóùåñòâóåò.Â ïåðåáîðíûõ çàäà÷àõ, êàê ïðàâèëî, èìååòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî âàðè-àíòîâ, ñðåäè êîòîðûõ íóæíî íàéòè ðåøåíèå. Òàê, â çàäà÷å î ðþêçàêå ðå-øåíèå îòûñêèâàåòñÿ ñðåäè 2n áóëåâñêèõ âåêòîðîâ äëèíû n, è ïåðåáðàâ ýòîýêñïîíåíöèàëüíîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, ìû îáÿçàòåëüíî ðåøèì çàäà÷ó. Íî ñðîñòîì n ÷èñëî âåêòîðîâ áûñòðî ðàñò¼ò è çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ ¾òðóäíîðåøà-åìîé¿, ò.å. ïðàêòè÷åñêè íåðàçðåøèìîé. Ïîýòîìó â êîíå÷íîé îáëàñòè àíàëî-ãîì àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè ÿâëÿåòñÿ ïåðåáîð ýêñïîíåíöèàëüíîãî÷èñëà âàðèàíòîâ, à àíàëîãîì àëãîðèòìè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè � ñóùåñòâîâà-íèå àëãîðèòìà ñóùåñòâåííî áîëåå ýêîíîìè÷íîãî, ÷åì ïåðåáîð. Ñòàëî îáùå-ïðèíÿòûì ñ÷èòàòü ïåðåáîðíóþ çàäà÷ó ðåøàåìîé ý��åêòèâíî, åñëè èìååòñÿàëãîðèòì, ðåøàþùèé å¼ çà âðåìÿ, îãðàíè÷åííîå ïîëèíîìîì îò ¾ðàçìåðàçàäà÷è¿.Â íàñòîÿùåé êíèãå ñèñòåìàòè÷åñêè èçëàãàåòñÿ êîíöåïöèÿ ý��åêòèâíîé(ïîëèíîìèàëüíîé) ñâîäèìîñòè ïåðåáîðíûõ çàäà÷, ðàçâèòàÿ â ðàáîòàõ Ñ. Êó-êà [91℄, �. Êàðïà [280℄, Ë. Ëåâèíà [340℄, à òàêæå îñâåùàþòñÿ áîëåå ïîçäíèåðåçóëüòàòû â ýòîé îáëàñòè. �îëü îñíîâíîãî èíñòðóìåíòà çäåñü èãðàåò ïîíÿ-òèå ñâîäèìîñòè çàäà÷, âîçíèêøåå â ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå. �îâîðÿò, ÷òîïåðåáîðíàÿ çàäà÷à Ï1 ñâîäèòñÿ ê ïåðåáîðíîé çàäà÷å Ï2, åñëè ìåòîä ðåøåíèÿçàäà÷è Ï2 ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è Ï1. Ñâîäèìîñòüíàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé, åñëè ïîäîáíîå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî îñóùå-ñòâèòü çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. �ëàâíûìè îáúåêòàìè òåîðèè ÿâëÿþòñÿ:êëàññ NP âñåõ ïåðåáîðíûõ çàäà÷ è êëàññ P ïåðåáîðíûõ çàäà÷, ðàçðåøèìûõçà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ íà ìàøèíå Òüþðèíãà. Î÷åâèäíî, ÷òî P � NP .Öåíòðàëüíûì â òåîðèè ñâîäèìîñòè ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î òîì, ñîâïàäàþò ëèêëàññû P è NP � òàêîâà ìàòåìàòè÷åñêàÿ �îðìóëèðîâêà ïðîáëåìû îñâîáî-æäåíèÿ îò íåîáõîäèìîñòè ïåðåáîðà.Â êëàññåNP âûÿâëåíû òàê íàçûâàåìûå óíèâåðñàëüíûå (èëèNP -ïîëíûå)çàäà÷è, ê êîòîðûì ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ëþáàÿ çàäà÷è èç NP . Â ýòîìñìûñëå óíèâåðñàëüíûå çàäà÷è êàê áû äàþò ýòàëîí ñëîæíîñòè. Â íàñòîÿùååâðåìÿ óñòàíîâëåíà óíèâåðñàëüíîñòü ìíîãèõ çàäà÷, ýêâèâàëåíòíûõ ìåæäóñîáîé îòíîñèòåëüíî ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè. Â êíèãå ïðèâåäåíî ìíîãî



7ïðèìåðîâ NP -ïîëíûõ çàäà÷. Åñëè áû óäàëîñü äîêàçàòü, ÷òî õîòÿ áû êàêàÿ-òî îäíà NP -ïîëíàÿ çàäà÷à ïðèíàäëåæèò êëàññó P , òî òåì ñàìûì áûëî áûäîêàçàíî, ÷òî P = NP , è ìîæíî áûëî áû â ïðèíöèïå íàäåÿòüñÿ íà ïîñòðî-åíèå ý��åêòèâíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ äèñêðåòíûõ çàäà÷.Åñëè æå êëàññû P è NP ðàçëè÷íû, òî ïðèä¼òñÿ ðàçðàáàòûâàòü ý��åêòèâ-íûå àëãîðèòìû äëÿ âñ¼ áîëåå óçêèõ êëàññîâ çàäà÷. Îäíàêî âîçìîæíà è òà-êàÿ ñèòóàöèÿ, ÷òî ãèïîòåçó P 6= NP (ïðèíèìàåìóþ ìíîãèìè ìàòåìàòèêàìè)íåëüçÿ íè äîêàçàòü, íè îïðîâåðãíóòü (àíàëîãè÷íî êîíòèíóóì-ãèïîòåçå).Áîëüøîé ïðàêòè÷åñêèé îïûò ðåøåíèÿ äèñêðåòíûõ çàäà÷ äà¼ò îñíîâàíèåñ÷èòàòü, ÷òî NP -ïîëíûå çàäà÷è è çàäà÷è èç P ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ ïî òðó-äî¼ìêîñòè ðåøåíèÿ, íî â ñòðîãîì ñìûñëå äî ñèõ ïîð ýòî ðàçëè÷èå è, ñëåäî-âàòåëüíî, ðàçëè÷èå ìåæäó êëàññàìè P è NP íå äîêàçàíî. Ýòî, â ÷àñòíîñòè,îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî êëàññû P è NP îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ âðå-ìåíè ðàáîòû âû÷èñëèòåëüíîãî óñòðîéñòâà ñ ïîòåíöèàëüíî íåîãðàíè÷åííîéïàìÿòüþ. Îäíàêî õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà íàìàøèíå ïëîõî ïîääà¼òñÿ îïèñàíèþ è àíàëèçó îáùåìàòåìàòè÷åñêèìè ñðåä-ñòâàìè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî åù¼ â 1965 ã. Êîáõýì [80℄ ïîïûòàëñÿ îïèñàòüñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ �óíêöèé âíóòðåííèì îáðàçîì, â ðàìêàõ ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé, ïîðîæäàþùèõ ýòè �óíêöèè. Ê ñî-æàëåíèþ, ýòà ðàáîòà îêàçàëàñü â òåíè, ïîñêîëüêó â òî âðåìÿ íå áûëî åù¼òåîðèè ñâîäèìîñòè ïåðåáîðíûõ çàäà÷.Èçëàãàåìàÿ â êíèãå è ñòàâøàÿ óæå êëàññè÷åñêîé òåîðèÿ ïîëèíîìèàëüíîéñâîäèìîñòè áûëà ïîñòðîåíà äëÿ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâ. Îêàçûâàåòñÿ,ìîæíî ïîñòðîèòü àíàëîãè÷íóþ òåîðèþ (ïîëèíîìèàëüíîé) ñâîäèìîñòè äëÿýêñòðåìàëüíûõ äèñêðåòíûõ çàäà÷ [16*, 31*, 32*℄. Áîëåå òîãî, ïðè ïîñòðî-åíèè óêàçàííîé òåîðèè ìîæíî íå ïîëüçîâàòüñÿ ìîäåëüþ âû÷èñëèòåëüíîãîóñòðîéñòâà, ò.å. ñäåëàòü å¼ ìàøèííî íåçàâèñèìîé, à âñ¼ èçëîæåíèå âåñòè âòåðìèíàõ âû÷èñëèìûõ îïåðàòîðîâ íàä �óíêöèÿìè [16*, 21*, 22*℄.Êíèãà �ýðè è Äæîíñîíà � ýòî, íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, ïåðâàÿ ìîíîãðà-�èÿ ïî òåîðèè ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè äèñêðåòíûõ çàäà÷. Â íåé ñèñòå-ìàòè÷åñêè èçëîæåí ìàòåðèàë, ðàçáðîñàííûé ïî æóðíàëüíûì ñòàòüÿì è îò-÷¼òàì. Àâòîðû íå îãðàíè÷èëèñü îïèñàíèåì êîíöåïöèè Êóêà-Êàðïà-Ëåâèíà,à äîïîëíèëè å¼ íîâûìè âîïðîñàìè, â òîì ÷èñëå ñâîèìè ñîáñòâåííûìè ðå-çóëüòàòàìè. Îñîáûé èíòåðåñ â ýòîì ñìûñëå ïðåäñòàâëÿþò ãë. 6-7, ãäå ñîáðàíáîëüøîé òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë ïî íîâûì íàïðàâëåíèÿì èññëåäîâàíèé èíàìå÷àþòñÿ ¾òî÷êè ðîñòà¿ òåîðèè. Î ðàçíîîáðàçèè è áîãàòñòâå ìàòåðèàëàýòèõ ãëàâ ñâèäåòåëüñòâóåò êðàòêèé ïåðå÷åíü âîïðîñîâ, îñâåùàåìûõ â íèõ:îöåíêè àëãîðèòìîâ, èõ îòêëîíåíèÿ îò îïòèìóìà, îöåíêè â õóäøåì ñëó÷àå èâ ñðåäíåì äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ çàäà÷; ñòðóêòóðà êëàññà NP , ñóùåñòâîâà-íèå âNP òðóäíîðåøàåìûõ çàäà÷, îòëè÷íûõ îòNP -ïîëíûõ; ïîëèíîìèàëüíàÿïî ñëîæíîñòè èåðàðõèÿ çàäà÷; ñëîæíîñòü çàäà÷ îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ðåøåíèéáåç èõ ïðåäúÿâëåíèÿ; ðàçëè÷íûå òèïû âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ, èñïîëü-çóåìûõ ïðè ðåøåíèè çàäà÷; âçàèìîñâÿçü ìåæäó ñëîæíîñòüþ ïî âðåìåíè èñëîæíîñòüþ ïî ïàìÿòè; çàäà÷è ñ ëîãàðè�ìè÷åñêîé ïàìÿòüþ, ñâîäèìîñòü ñëîãàðè�ìè÷åñêîé ïàìÿòüþ, äîêàçàòåëüñòâà òðóäíîðåøàåìîñòè çàäà÷.Êíèãà ñîäåðæèò ïîèñòèíå óíèêàëüíîå ïðèëîæåíèå � â í¼ì ñîáðàíî áîëåå



8300 çàäà÷ èç ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé íàóêè: òåîðèè ãðà�îâ, ìàòåìàòè÷åñêîãîïðîãðàììèðîâàíèÿ, òåîðèè ðàñïèñàíèé, òåîðèè ÿçûêîâ è àâòîìàòîâ, ìàòå-ìàòè÷åñêîé ëîãèêè, è îòäåëüíî � îòêðûòûõ çàäà÷. Çäåñü äëÿ êàæäîé çàäà-÷è, ïîìèìî îñíîâíîé �îðìóëèðîâêè è èñòî÷íèêà, ïðèâîäèòñÿ êîììåíòàðèé,âêëþ÷àþùèé ñâîäêó ðåçóëüòàòîâ î çàäà÷å è å¼ ìîäè�èêàöèÿõ (ñ óêàçàíèåìàâòîðîâ), à òàêæå ñìåæíûå âîïðîñû. Âñ¼ ýòî äåëàåò ïðèëîæåíèå èñêëþ÷è-òåëüíî öåííûì ñïðàâî÷íûì ïîñîáèåì.Â êîíöå êíèãè äàíà îáøèðíàÿ áèáëèîãðà�èÿ � îêîëî 600 ðàáîò. Ìû ñî-÷ëè öåëåñîîáðàçíûì íåñêîëüêî ðàñøèðèòü áèáëèîãðà�è÷åñêèé ñïèñîê, äî-áàâèâ ðÿä ðàáîò � ëèáî âûøåäøèõ ïîçæå, ëèáî îêàçàâøèõñÿ âíå ïîëÿ çðåíèÿàâòîðîâ. Ýòè ðàáîòû äàþò ïðåäñòàâëåíèå î íîâûõ íàïðàâëåíèÿõ èññëåäîâà-íèé è ðåçóëüòàòàõ â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè. (Äîáàâëåííûå ïðè ïåðåâîäåðàáîòû ñâåäåíû â îòäåëüíûé ñïèñîê è èõ íîìåðà ïîìå÷åíû çâ¼çäî÷êîé.)Êíèãà õîðîøî íàïèñàíà è ÷èòàåòñÿ äîñòàòî÷íî ëåãêî, õîòÿ íîâèçíà ìà-òåðèàëà è, êàê ñëåäñòâèå, íå âïîëíå óñòàíîâèâøàÿñÿ òåðìèíîëîãèÿ çàòðóä-íÿëè ðàáîòó ïåðåâîä÷èêîâ è ðåäàêòîðà. Íåóäèâèòåëüíî, ÷òî ïðè áîëüøîéíàñûùåííîñòè è ðàçíîîáðàçèè ìàòåðèàëà â êíèãå îáíàðóæèëèñü íåêîòî-ðûå íåòî÷íîñòè, ïîãðåøíîñòè, îïå÷àòêè, êîòîðûå ïåðåâîä÷èêè è ðåäàêòîðïîñòàðàëèñü óñòðàíèòü ïóò¼ì ââåäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèìå÷àíèé èëèíåáîëüøîãî èñïðàâëåíèÿ àâòîðñêîãî òåêñòà.Êíèãà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ìàòåìàòèêîâ, à òàêæå äëÿ âñåõ, êòî èíòåðåñó-åòñÿ äèñêðåòíûìè è êîìáèíàòîðíûìè çàäà÷àìè è èõ ïðèëîæåíèÿìè. Îíàîòðàæàåò íîâîå íàïðàâëåíèå â ðàçâèòèè òåîðèè äèñêðåòíûõ è êîìáèíàòîð-íûõ çàäà÷. Âíèìàòåëüíûé ÷èòàòåëü íàéä¼ò â íåé íîâûé âçãëÿä íà äèñêðåò-íûå çàäà÷è, ñâåæèå èäåè, ïîäõîäû, ìíîãî îòêðûòûõ âîïðîñîâ, ïîðîæäàþ-ùèõ è ñòèìóëèðóþùèõ èíòåðåñ ê ñàìîñòîÿòåëüíîé òâîð÷åñêîé ðàáîòå.Â çàêëþ÷åíèè õî÷åòñÿ ïîáëàãîäàðèòüÞ.È. Õìåëåâñêîãî, Ì.�. Êîãàëîâ-ñêîãî, Â.Ï.�ðèøóõèíà, À.Ë. Ñåì¼íîâà, Ñ.�. Âëýäóöà, À.Á. Àðàíîâè÷à çàïîìîùü â ðàáîòå íàä ïåðåâîäîì êíèãè: èõ çàìå÷àíèÿ è ñîâåòû ïîìîãëèóñòðàíèòü ðÿä íåòî÷íîñòåé è ñïîñîáñòâîâàëè óëó÷øåíèþ êà÷åñòâà ïåðåâî-äà. À. Ôðèäìàí



9Ï�ÅÄÈÑËÎÂÈÅÍàéä¼òñÿ íåìíîãî íàó÷íûõ òåðìèíîâ, òàê áûñòðî çàâîåâàâøèõ øèðîêóþèçâåñòíîñòü, êàê ïîíÿòèå ¾NP -ïîëíàÿ çàäà÷à¿. Çà êîðîòêèé îòðåçîê âðåìå-íè ñ ìîìåíòà âîçíèêíîâåíèÿ ýòîãî ïîíÿòèÿ â íà÷àëå 70-õ ãîäîâ îíî ñòàëîñèìâîëîì ãðîìàäíûõ òðóäíîñòåé, ñ êîòîðûìè âñ¼ ÷àùå ïðèõîäèòñÿ ñòàëêè-âàòüñÿ ðàçðàáîò÷èêàì àëãîðèòìîâ ïî ìåðå òîãî, êàê îíè áåðóòñÿ çà ðåøåíèåçàäà÷ ïîñòîÿííî âîçðàñòàþùåé ðàçìåðíîñòè è óñëîæíÿþùåéñÿ ñòðóêòóðû.Ìíîãî÷èñëåííûå è ðàçíîîáðàçíûå çàäà÷è, ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ â ìàòåìà-òèêå, òåîðåòè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè è èññëåäîâàíèè îïåðàöèé, îêàçà-ëèñü NP -ïîëíûìè, è ñïèñîê òàêèõ çàäà÷ ïîïîëíÿòñÿ ïî÷òè åæåäíåâíî. NP -ïîëíûå çàäà÷è íàñòîëüêî øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû, ÷òî äëÿ âñåõ, êòî â ñâîåéðàáîòå ñîïðèêàñàåòñÿ ñ âû÷èñëèòåëüíûìè àñïåêòàìè óêàçàííûõ îáëàñòåé,î÷åíü âàæíî ïîíèìàòü ñìûñë è çíà÷åíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ.Íàñòîÿùàÿ êíèãà çàäóìàíà êàê ïîäðîáíîå ðóêîâîäñòâî ïî òåîðèè NP -ïîëíûõ çàäà÷; çäåñü îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî òåì ïîíÿòèÿì è ïðè¼ìàì, êî-òîðûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ íàèáîëåå ïîëåçíûìè äëÿ ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ê ïðàê-òè÷åñêèì çàäà÷àì. Êíèãó ìîæíî óñëîâíî ðàçáèòü íà òðè ÷àñòè.Â ïåðâîé ÷àñòè (ãë. 1-5) èçëîæåíû îñíîâû òåîðèè NP -ïîëíûõ çàäà÷.�ë. 1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñðàâíèòåëüíî ýëåìåíòàðíîå ââåäåíèå â íåêîòîðûåöåíòðàëüíûå ïîíÿòèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè, è â ýòîì êîíòåêñòå îáñó-æäàåòñÿ çíà÷åíèåNP -ïîëíûõ çàäà÷. Â ãë. 2-5 ïîäðîáíî èçëîæåíû îïðåäåëå-íèÿ è ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà, íåîáõîäèìûå äëÿ òîãî, ÷òîáû ãëóáæå ïîíÿòüòåîðèþ è íàó÷èòüñÿ åþ ïîëüçîâàòüñÿ íà ïðàêòèêå.Âî âòîðîé ÷àñòè (ãë. 6 è 7) äàí îáçîð äâóõ àëüòåðíàòèâíûõ íàïðàâëåíèéäàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ. Â ãë. 6 âíèìàíèå ñîñðåäîòî÷åíî íà ïîèñêå ý��åê-òèâíûõ ¾ïðèáëèæ¼ííûõ¿ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ NP -ïîëíûõ çàäà÷, ò.å. îáëà-ñòè, òåñíî ñâÿçàííîé ñ òåîðèåé NP -ïîëíîòû. Â ãë. 7 îáñóæäàþòñÿ ìíîãî÷èñ-ëåííûå òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé, ìíîãèå èç êîòîðûõâîçíèêëè â ðåçóëüòàòå ðàçâèòèÿ òåîðèè NP -ïîëíûõ çàäà÷, èçëîæåííîé âïðåäûäóùèõ ãëàâàõ. Îáå ýòè ãëàâû (îñîáåííî ãë. 7) ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòüèñêëþ÷èòåëüíî êàê ââåäåíèå â ñîîòâåòñòâóþùèå îáëàñòè. ×èòàòåëþ, æåëà-þùåìó áîëåå äåòàëüíî îçíàêîìèòüñÿ ñ òåìè èëè èíûìè âîïðîñàìè, ñëåäóåòîáðàòèòüñÿ ê óêàçàííîé íàìè ëèòåðàòóðå.Òðåòüÿ, çàêëþ÷èòåëüíàÿ ÷àñòü êíèãè � ïðèëîæåíèÿ. Â í¼ì ñîäåðæèòñÿáîëüøîé ñïèñîê NP -ïîëíûõ è NP -òðóäíûõ çàäà÷ (áîëåå 300 îñíîâíûõ çàäà÷è áîëüøîå ÷èñëî îòíîñÿùèõñÿ ê íèì ðåçóëüòàòîâ). Â ïðèìå÷àíèÿõ ê çàäà-÷àì îáñóæäàþòñÿ èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ñëîæíîñòè ïîäçàäà÷è ðàçëè÷íûõ ìîäè�èêàöèé îñíîâíîé çàäà÷è.Êíèãîé ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ êàê âñïîìîãàòåëüíûì ìàòåðèàëîì ê êóð-ñàì ïî ïîñòðîåíèþ àëãîðèòìîâ, âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè, èññëåäîâàíèþîïåðàöèé èëè êîìáèíàòîðíîé ìàòåìàòèêå. Ñ íå¼ ìîæíî, íàïðèìåð, íà÷è-íàòü ñåìèíàð ïî ïðèáëèæ¼ííûì àëãîðèòìàì èëè âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíî-ñòè äëÿ ñòóäåíòîâ ñòàðøèõ êóðñîâ è àñïèðàíòîâ. Îäèí èç àâòîðîâ êíèãè(Ä. Äæîíñîí) èñïîëüçîâàë ïåðâîíà÷àëüíûé âàðèàíò êíèãè â êà÷åñòâå îñíî-âû ñåìèíàðà àñïèðàíòîâ ïî ïðèáëèæ¼ííûì àëãîðèòìàì. Ïðè ýòîì ãë. 1-5



10áûëè ïðîéäåíû çà 5 íåäåëü, à èçó÷åíèå ãë. 6 ñîïðîâîæäàëîñü øèðîêèì ïðè-âëå÷åíèåì ìàòåðèàëà, óêàçàííîãî â áèáëèîãðà�è÷åñêîì ñïèñêå. Ñåìèíàðïî òåîðèè ñëîæíîñòè ìîæíî îðãàíèçîâàòü àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïðèíÿââ êà÷åñòâå îñíîâû äëÿ èçó÷åíèÿ ëèòåðàòóðû ãë. 7 âìåñòî ãë. 6. Ýòè ãëàâûìîæíî òàêæå èçó÷àòü è îäíîâðåìåííî, íà ¾êîìáèíèðîâàííûõ¿ ñåìèíàðñêèõçàíÿòèÿõ.Â áîëåå îáùåì ñìûñëå êíèãà ìîæåò ñëóæèòü êàê ó÷åáíèêîì äëÿ ÷èòà-òåëÿ, èíòåðåñóþùåãîñÿ òåîðèåé NP -ïîëíûõ çàäà÷, òàê è ñïðàâî÷íèêîì äëÿèññëåäîâàòåëÿ è ïðàêòèêà, ñòàëêèâàþùåãîñÿ ñ àëãîðèòìàìè è èõ ñëîæíî-ñòüþ. Ê èçó÷åíèþ NP -ïîëíûõ çàäà÷, ïðèâåä¼ííûõ â ïðèëîæåíèè, ÷èòàòåëüìîæåò ïðèñòóïèòü ñðàçó, äàæå íå ïðî÷èòàâ îñíîâíîãî ìàòåðèàëà êíèãè,�äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ ëèøü çíàêîìñòâî ñ îñíîâíûìè ïîíÿòèÿìè òåîðèè NP -ïîëíûõ çàäà÷. Íà÷èíàþùèå ìîãóò äîñòè÷ü òàêîãî çíàêîìñòâà, åñëè áåãëîïðî÷òóò ãë. 1-5, êîíöåíòðèðóÿ âíèìàíèå íà íå�îðìàëüíûõ îáñóæäåíèÿõîïðåäåëåíèé è ìåòîäîâ è îáðàùàÿñü ê �îðìàëüíûì ðàññóæäåíèÿì òîëüêîòîãäà, êîãäà ýòî íåîáõîäèìî äëÿ ïîëíîé ÿñíîñòè. ×òîáû ýòîé êíèãîé ìîæíîáûëî ïîëüçîâàòüñÿ êàê ñïðàâî÷íèêîì, â ïðåäìåòíûé óêàçàòåëü âêëþ÷åíîáîëüøîå ÷èñëî òåðìèíîâ, à â îáøèðíîé áèáëèîãðà�èè ïðèâåäåíû íîìåðàðàçäåëîâ êíèãè, â êîòîðûõ óïîìèíàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ðàáîòû.Ìû ïðèçíàòåëüíû ìíîãèì ëþäÿì, ïîìîãàâøèì íàì â ðàáîòå íàä êíèãîé.Õ. �àáîâ, Ë. Ëýíäâåáåð è �. Òàðüÿí îçíàêîìèëèñü ñ ïåðâîíà÷àëüíûì å¼ âà-ðèàíòîì è èñõîäÿ èç ñâîåãî îïûòà âíåñëè öåííûå ïðåäëîæåíèÿ. À. Àõî, Ø.Èâåí, �. �ðýõåì, �. Õàíò, Â. Êëè, À. Ìåéåð, Ê. Ïàïàäèìèòðèó, �. Ïîë-ëàê, Ñ. Ñàõíè, �. Ñå�è, Ë. Ñòîêìåéåð è Äæ. Óëüìàí ïðî÷ëè ðóêîïèñüâñåé êíèãè èëè å¼ îòäåëüíûõ ÷àñòåé è ñäåëàëè êîíñòðóêòèâíûå çàìå÷àíèÿ.Ìû íå ñìîãëè áû çäåñü ïåðå÷èñëèòü âñåõ èññëåäîâàòåëåé, êîòîðûå îòêëèê-íóëèñü íà íàøó ïðîñüáó ïðèñûëàòü ðåçóëüòàòû îá NP -ïîëíîòå çàäà÷ è ïî-ìîãëè íàì ñîñòàâèòü îáøèðíûé ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷. Èõ èìåíà ìîæíîíàéòè â áèáëèîãðà�èè. Íåñêîëüêî íàøèõ êîëëåã ïî Bell Laboratories, îñî-áåííî Á. Êåðíèãàí, îêàçàëè íàì íåîöåíèìóþ ïîìîùü ïðè ìàøèííîì íàáî-ðå êíèãè ñ ïîìîùüþ âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû UNIXR. Íàêîíåö, õîòåëîñüáû îñîáåííî îòìåòèòü Æ. �åéíáîëä, êîòîðàÿ ïðåâðàòèëà íàøè ðóêîïèñíûåèåðîãëè�û â áåçóïðå÷íûå ïîëèãðà�è÷åñêèå äàííûå, ÷åì ñóùåñòâåííî ñïî-ñîáñòâîâàëà ñîçäàíèþ ýòîé êíèãè.Ìóððåé Õèëë, Íüþ Äæåðñè, Ìàéêë �. �ýðèîêòÿáðü 1978 Äýâèä Ñ. Äæîíñîí



�ëàâà 1.Âû÷èñëèòåëüíûå ìàøèíû,ñëîæíîñòü èòðóäíîðåøàåìûå çàäà÷è1.1. ÂâåäåíèåÎõàðàêòåðèçîâàòü ïðåäìåò ýòîé êíèãè, ïîæàëóé, ëó÷øå âñåãî ìîæíî íàòàêîì íåñêîëüêî ýêñòðàâàãàíòíîì ïðèìåðå.Ïðåäñòàâüòå ñåáå, ÷òî âû, êàê è àâòîðû êíèãè, çàíèìàåòåñü èññëåäîâà-òåëüñêîé ðàáîòîé â îäíîé èç îòðàñëåé ïðîìûøëåííîñòè. Îäíàæäû øå�âûçûâàåò âàñ ê ñåáå â êàáèíåò è äîâåðèòåëüíî ñîîáùàåò, ÷òî êîìïàíèÿ ñî-áèðàåòñÿ ïðèñòóïèòü ê ïðîèçâîäñòâó è ïðîäàæå <áàíäåðñíå÷åé¿1 â óñëî-âèÿõ æ¼ñòêîé êîíêóðåíöèè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå íóæåí õîðîøèé ìåòîä, âû-ÿâëÿþùèé âîçìîæíîñòü (èëè íåâîçìîæíîñòü) ñîçäàíèÿ íîâûõ èçäåëèé �óçëîâ áàíäåðñíå÷à ñ çàäàííûìè òåõíè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè, ïðè÷¼ìýòîò ìåòîä äîëæåí âûäàâàòü îòâåò äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî íàáîðà òåõíè÷å-ñêèõ õàðàêòåðèñòèê. Êðîìå òîãî, â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà òðåáóåòñÿïðåäñòàâèòü ïðîåêò ñîîòâåòñòâóþùåãî áàíäåðñíå÷à. Òàê êàê âû îòâå÷àåòåçà ðàçðàáîòêó àëãîðèòìîâ â �èðìå, òî âàì è ïðåäñòîèò îòûñêàòü òðåáóåìûéìåòîä è ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùèé ý��åêòèâíûé àëãîðèòì.Ïîëó÷èâ â Îòäåëå áàíäåðñíå÷åé íåîáõîäèìûå ðàçúÿñíåíèÿ ïî ïîñòàíîâ-êå çàäà÷è, âû ñïåøèòå â ñâîåé êàáèíåò, çàïàñàåòåñü ñïðàâî÷íèêàìè è ñ áîëü-øèì ýíòóçèàçìîì ïîãðóæàåòåñü â ðåøåíèå çàäà÷è. Ñïóñòÿ íåñêîëüêî íåäåëüêàáèíåò çàâàëåí ãðóäàìè ñêîìêàííûõ ÷åðíîâèêîâ, à âàø ýíòóçèàçì çàìåò-íî ïîóáàâèëñÿ. Âàì âñ¼ åù¼ íå óäàëîñü ïðèäóìàòü àëãîðèòìà ñóùåñòâåí-íî ëó÷øåãî, ÷åì ïåðåáîð âñåõ âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ. Çà ïîäîáíîå ðåøåíèå1Áàíäåðñíå÷, èëè Áðàíäàøìûã,� �àíòàñòè÷åñêèõ îáðàç â ñêàçêå Ëüþèñà Êýððîëà¾Àëèñà â Çàçåðêàëüå¿, ýòî ñëîâî òî÷íîãî ñìûñëà íå èìååò. Êàê ñêàçàëà ñàìà Àëèñà,¾òàêèå ñëîâà íàâîäÿò íà âñÿêèå ìûñëè, õîòü è íåÿñíî � íà êàêèå¿. � Ïðèì. ïåðåâ.



12 �ëàâà 1. Âû÷èñëèò. ìàøèíû, ñëîæíîñòü è òðóäíîðåøàåìûå çàäà÷èâû åäâà ëè óäîñòîèòåñü ïîõâàëû øå�à, ïîñêîëüêó ïåðåáîð âñåõ âàðèàíòîâòîëüêî äëÿ îäíîãî íàáîðà òåõíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïîòðåáóåò íåñêîëüêèõëåò ìàøèííîãî âðåìåíè, à â Îòäåëå áàíäåðñíå÷åé óæå ïî òðèíàäöàòè óçëàìáàíäåðñíå÷à íàáëþäàåòñÿ îòñòàâàíèå îò íàìå÷åííîãî ãðà�èêà. Åñòåñòâåííî,÷òî ó âàñ íåò æåëàíèÿ âîçâðàùàòüñÿ â êàáèíåò øå�à ñî ñëîâàìè:

�èñ. 1..1: ¾ß íå ìîãó íàéòè ý��åêòèâíîãî àëãîðèòìà, áîþñü, ÷òî ÿ äëÿýòîãî ñëèøêîì òóï¿Äëÿ âàøåãî ïîëîæåíèÿ â êîìïàíèè áûëî áû ãîðàçäî ëó÷øå, åñëè áû âûñìîãëè äîêàçàòü, ÷òî ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à â ïðèíöèïå òðóäíîðåøàåìà è ÷òîíè îäèí àëãîðèòì âîîáùå íå â ñîñòîÿíèè ðåøèòü å¼ áûñòðî. Â ýòîì ñëó÷àåâû ìîãëè áû óâåðåííî øàãíóòü â êàáèíåò øå�à è çàÿâèòü:

�èñ. 1..2: ¾ß íå ìîãó íàéòè ý��åêòèâíîãî àëãîðèòìà, ïîòîìó ÷òî òàêîãîàëãîðèòìà íå ñóùåñòâóåò!¿Ê ñîæàëåíèþ, äîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à òðóäíîðåøàåìà, ìîæåò áûòü, íå ìå-íåå òðóäíî, ÷åì íàéòè ý��åêòèâíûå àëãîðèòìû. Äàæå âûäàþùèåñÿ òåî-



1.1. Ââåäåíèå 13ðåòèêè îêàçûâàëèñü áåñïîìîùíûìè â ïîïûòêàõ ïîëó÷èòü ïîäîáíîå äîêàçà-òåëüñòâî äëÿ ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ òðóäíûõ çàäà÷. Òåì íå ìåíåå ýòà êíèãàïîìîæåò âàì íàéòè äîñòîéíûé âûõîä èç ïîëîæåíèÿ. Òåîðèÿ NP -ïîëíûõçàäà÷ ïðåäëàãàåò ìíîãî ïðîñòûõ ìåòîäîâ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî òà èëèèíàÿ êîíêðåòíàÿ çàäà÷à ñòîëü æå òðóäíà, êàê è áîëüøîå ÷èñëî äðóãèõ çà-äà÷ ïðèçíàííûõ î÷åíü òðóäíûìè è óæå ìíîãî ëåò íå ïîääàþùèõñÿ óñèëèÿìñïåöèàëèñòîâ.Âçÿâ íà âîîðóæåíèå ýòè ìåòîäû, âû ìîãëè áû äîêàçàòü NP -ïîëíîòó çà-äà÷è î áàíäåðñíå÷å è òàêèì îáðàçîì óñòàíîâèòü å¼ ýêâèâàëåíòíîñòü âñåìäðóãèì òðóäíûì çàäà÷àì ýòîãî êëàññà. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî áûëî áû ñìå-ëî îòïðàâèòüñÿ ê øå�ó è ñîîáùèòü:

�èñ. 1..3: ¾ß íå ìîãó íàéòè ý��åêòèâíîãî àëãîðèòìà, íî ýòîãî íå ìîæåòñäåëàòü è íèêòî èç ýòèõ çíàìåíèòîñòåé¿Âî âñÿêîì ñëó÷àå, âàøå íà÷àëüñòâî áóäåò çíàòü, ÷òî íåò ñìûñëà óâîëü-íÿòü âàñ è áðàòü íà ðàáîòó äðóãîãî ñïåöèàëèñòà ïî àëãîðèòìàì.�àçóìååòñÿ, íàøå ñîáñòâåííîå íà÷àëüñòâî âðÿä ëè îäîáðèëî áû íàïèñà-íèå ýòîé êíèãè, åñëè áû å¼ åäèíñòâåííîé öåëüþ áûëî çàùèòèòü ðàçðàáîò÷è-êîâ àëãîðèòìîâ. Íà ñàìîì äåëå âûÿâëåíèå NP -ïîëíîòû � ýòî îáû÷íî ëèøüíà÷àëî ðàáîòû íàä çàäà÷åé. Ïðîáëåìû îòäåëà áàíäåðñíå÷åé íå èñ÷åçíóòñðàçó ëèøü ïîòîìó, ÷òî ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à îêàçàëàñü NP -ïîëíîé. Îäíàêîçíàíèå ýòîãî �àêòà äåéñòâèòåëüíî äà¼ò öåííóþ èí�îðìàöèþ î òîì, êàêèåïîäõîäû ê å¼ ðåøåíèþ îêàæóòñÿ íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûìè.Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå íå ñëåäóåò äåëàòü ñòàâêó íà ïîèñêè ý��åê-òèâíîãî òî÷íîãî àëãîðèòìà. Ëó÷øå ñîñðåäîòî÷èòü ñâî¼ âíèìàíèå íà èíûõ,áîëåå ñêðîìíûõ ïîäõîäàõ. Íàïðèìåð, âû ìîãëè áû íà÷àòü ðàçðàáîòêó ý�-�åêòèâíûõ àëãîðèòìîâ, ïîçâîëÿþùèõ ðåøàòü ðàçëè÷íûå ÷àñòíûå ñëó÷àèïîñòàâëåííîé îáùåé çàäà÷è. Ìîæíî áûëî áû çàíÿòüñÿ îòûñêàíèåì àëãî-ðèòìîâ, õîòÿ è íå ãàðàíòèðóþùèõ áûñòðîãî ðåøåíèÿ, îäíàêî ðàáîòàþùèõ



14 �ëàâà 1. Âû÷èñëèò. ìàøèíû, ñëîæíîñòü è òðóäíîðåøàåìûå çàäà÷èáûñòðî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ. Íàêîíåö, ìîæíî äàæå îñëàáèòü íåêîòîðûìîáðàçîì ïîñòàíîâêó çàäà÷è è èñêàòü áûñòðûé àëãîðèòì ïðîåêòèðîâàíèÿáàíäåðñíå÷åé, ó êîòîðîãî çàäàííûì òðåáîâàíèÿì óäîâëåòâîðÿåò áîëüøàÿ÷àñòü õàðàêòåðèñòèê. Êîðî÷å ãîâîðÿ, îñíîâíîå ïðåäíàçíà÷åíèå òåîðèè NP -ïîëíûõ çàäà÷ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîìî÷ü ðàçðàáîò÷èêàì àëãîðèòìîâ èíàïðàâèòü èõ óñèëèÿ íà âûáîð òàêèõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ çàäà÷, êîòîðûå,âåðîÿòíåå âñåãî, ïðèâåäóò ê ïðàêòè÷åñêè ïîëåçíûì àëãîðèòìàì.Â ïåðâîé ãëàâå íàñòîÿùåãî ¾ðóêîâîäñòâà¿ ïî òåîðèè NP -ïîëíûõ çàäà÷ìû ââåä¼ì ìíîãèå îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ðàññìîòðèì èõ ïðèìåíèìîñòü (à òàê-æå âûñêàæåì íåêîòîðûå ïðåäîñòåðåæåíèÿ) è îõàðàêòåðèçóåì ñîäåðæàíèåîñòàëüíîé ÷àñòè êíèãè.1.2. Çàäà÷è, àëãîðèòìû è ñëîæíîñòüÄëÿ òîãî, ÷òîáû â äàëüíåéøåì èçó÷àòü òàêèå ïîíÿòèÿ, êàê ¾òðóäíîðåøàå-ìûå çàäà÷è¿ è ¾ýêâèâàëåíòíûå ïî ñëîæíîñòè çàäà÷è¿, íåîáõîäèìî ñíà÷àëàäîãîâîðèòüñÿ î çíà÷åíèè íåñêîëüêèõ îñíîâíûõ òåðìèíîâ.Íà÷í¼ì ñ ïîíÿòèÿ çàäà÷è. Ïîä ìàññîâîé çàäà÷åé (èëè ïðîñòî çàäà÷åé)ìû áóäåì ïîíèìàòü íåêîòîðûé îáùèé âîïðîñ, íà êîòîðûé ñëåäóåò äàòü îò-âåò. Îáû÷íî çàäà÷à ñîäåðæèò íåñêîëüêî ïàðàìåòðîâ, èëè ñâîáîäíûõ ïåðå-ìåííûõ, êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ íå îïðåäåëåíû. Çàäà÷à Ï îïðåäåëÿ-åòñÿ ñëåäóþùåé èí�îðìàöèåé:(1) îáùèì ñïèñêîì å¼ ïàðàìåòðîâ,(2) �îðìóëèðîâêîé òåõ ñâîéñòâ, êîòîðûì äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü îòâåòèëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ðåøåíèå çàäà÷è.Èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à I ïîëó÷àåòñÿ èç ìàññîâîé çàäà÷è Ï, åñëè âñåìïàðàìåòðàì çàäà÷è Ï ïðèñâîèòü êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó î êîììèâîÿæåðå.Ïàðàìåòðû ýòîé ìàññîâîé çàäà÷è ñîñòîÿò èç êîíå÷íîãî íàáîðà ¾ãîðîäîâ¿C = f
1; 
2; :::; 
mg è ðàññòîÿíèé d(
i; 
j) ìåæäó êàæäîé ïàðîé ãîðîäîâ 
i; 
jèç C. �åøåíèå � ýòî òàêîé óïîðÿäî÷åííûé íàáîð < 
�(1); 
�(2); :::; 
�(m) >çàäàííûõ ãîðîäîâ, êîòîðûé ìèíèìèçèðóåò âåëè÷èíóX d(
�(i); 
�(i+1)) + d(
�(m); 
�(1)):Ýòî âûðàæåíèå äà¼ò äëèíó ìàðøðóòà, íà÷èíàþùåãîñÿ â ãîðîäå 
�(1),ïðîõîäÿùåãî ïîñëåäîâàòåëüíî ÷åðåç âñå ãîðîäà è âîçâðàùàþùåãîñÿ â 
�(1),íåïîñðåäñòâåííî èç ïîñëåäíåãî ãîðîäà 
�(m).Èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à î êîììèâîÿæåðå, ïîêàçàííàÿ íà ðèñ. 1.1, çàäà-¼òñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:C = f
1; 
2; 
3; 
4g; d(
1; 
2) = 10; d(
1; 
3) = 5;d(
1; 
4) = 9; d(
2; 
3) = 6; d(
2; 
4) = 9; d(
3; 
4) = 3:Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü < 
1; 
2; 
3; 
4 > ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèå çàäà-÷è, ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâóþùèé ìàðøðóò èìååò ìèíèìàëüíóþ âîçìîæíóþäëèíó, ðàâíóþ 27.



1.2. Çàäà÷è, àëãîðèòìû è ñëîæíîñòü 15
�èñ. 1..4: ¾Èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à î êîììèâîÿæåðå è ìàðøðóò ìèíèìàëü-íîé âîçìîæíîé äëèíû, ðàâíîé 27¿Ïîä àëãîðèòìîì áóäåì ïîíèìàòü îáùóþ, âûïîëíÿåìóþ øàã çà øàãîìïðîöåäóðó ðåøåíèÿ çàäà÷è. Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ìû ìîæåì ñ÷èòàòü å¼ ïðî-ãðàììîé äëÿ ÝÂÌ, íàïèñàííîé íà �îðìàëüíîì ìàøèííîì ÿçûêå. Áóäåìãîâîðèòü, ÷òî àëãîðèòì ðåøàåò ìàññîâóþ çàäà÷ó Ï, åñëè îí ïðèìåíèì êëþáîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷å I èç Ï è îáÿçàòåëüíî äà¼ò ðåøåíèå çàäà÷èI . Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî òåðìèí ¾ðåøåíèå¿ ïîíèìàåòñÿ çäåñü ñòðîãî â ñîîòâåò-ñòâèè ñ äàííûì âûøå îïðåäåëåíèåì. Ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè, íåëüçÿ ñêàçàòü,÷òî àëãîðèòì ¾ðåøàåò¿ çàäà÷ó î êîììèâîÿæåðå, åñëè îí íå âûäàñò ìàðøðóòìèíèìàëüíîé äëèíû õîòÿ áû äëÿ êàêîé-òî îäíîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è.Âîîáùå ãîâîðÿ, íàì íóæåí íàèáîëåå ¾ý��åêòèâíûé¿ àëãîðèòì äëÿ ðå-øåíèÿ çàäà÷è. Â ñàìîì øèðîêîì ñìûñëå ïîíÿòèå ý��åêòèâíîñòè ñâÿçàíî ñîâñåìè âû÷èñëèòåëüíûìè ðåñóðñàìè, íåîáõîäèìûìè äëÿ ðàáîòû àëãîðèòìà.Îäíàêî îáû÷íî ïîä ¾ñàìûì ý��åêòèâíûì¿ àëãîðèòìîì ïîíèìàåòñÿ ñàìûéáûñòðûé. Ïîñêîëüêó îãðàíè÷åíèÿ ïî âðåìåíè ÷àñòî ÿâëÿþòñÿ äîìèíèðó-þùèì �àêòîðîì, îïðåäåëÿþùèì ïðèãîäíîñòü êîíêðåòíîãî àëãîðèòìà äëÿïðàêòèêè, îñíîâíîå âíèìàíèå ìû ñîñðåäîòî÷èì ãëàâíûì îáðàçîì íà ýòîìâèäå ðåñóðñîâ.Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà óäîáíî âûðàæàòü â âèäå �óíêöèè îò îäíîéïåðåìåííîé, õàðàêòåðèçóþùåé ¾ðàçìåð¿ èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è, ò.å. îáú-¼ì âõîäíûõ äàííûõ, òðåáóåìûõ äëÿ îïèñàíèÿ ýòîé çàäà÷è. Òàêîé ïîäõîäóäîáåí, ïîñêîëüêó â äàëüíåéøåì ñðàâíèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü çàäà÷ áóäåò îöå-íèâàòüñÿ ÷åðåç èõ ðàçìåðû. ×àñòî ðàçìåð çàäà÷è èçìåðÿåòñÿ íå�îðìàëüíî.Â çàäà÷å î êîììèâîÿæåðå, íàïðèìåð, äëÿ ýòîé öåëè îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ÷èñëî ãîðîäîâ. Îäíàêî â çàäà÷å ñ m ãîðîäàìè êðîìå íîìåðîâ ýòèõ ãîðîäîâíà îáú¼ì âõîäíîé èí�îðìàöèè âëèÿþò òàêæå m(m� 1)=2 âåëè÷èí, îïðåäå-ëÿþùèõ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ãîðîäàìè, è çíà÷åíèÿ ýòèõ âåëè÷èí. Åñëè íàìïðåäñòîèò èìåòü äåëî ñ âðåìåííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè â òî÷íîé ìàòåìàòè-÷åñêîé ïîñòàíîâêå, òî ìû äîëæíû òàê îïðåäåëèòü ðàçìåð çàäà÷è, ÷òîáû âñåýòè �àêòîðû áûëè ó÷òåíû.Äëÿ ýòîãî îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî îïèñàíèå èíäèâèäóàëüíîé çà-äà÷è, êîòîðîå ìû äà¼ì â òåðìèíàõ âõîäà äëÿ ÝÂÌ, ìîæíî ðàññìàòðèâàòüêàê îäíó êîíå÷íóþ öåïî÷êó (èëè ñëîâî) ñèìâîëîâ, âûáðàííûõ èç êîíå÷-



16 �ëàâà 1. Âû÷èñëèò. ìàøèíû, ñëîæíîñòü è òðóäíîðåøàåìûå çàäà÷èíîãî âõîäíîãî àë�àâèòà. Íåâçèðàÿ íà òî ÷òî ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ïóòèîïèñàíèÿ äàííîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è, ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàðàíåå âû-áðàí íåêîòîðûé ñïîñîá è ÷òî ñ êàæäîé ìàññîâîé çàäà÷åé ñâÿçàíà íåêîòîðàÿ�èêñèðîâàííàÿ ñõåìà êîäèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ îòîáðàæàåò èíäèâèäóàëüíûåçàäà÷è â ñîîòâåòñòâóþùèå öåïî÷êè ñèìâîëîâ. Âõîäíàÿ äëèíà èíäèâèäóàëü-íîé çàäà÷è I èç Ï îïðåäåëÿåòñÿ êàê ÷èñëî ñèìâîëîâ â öåïî÷êå, ïîëó÷åííîéïðèìåíåíèåì ê çàäà÷å I ñõåìû êîäèðîâàíèÿ äëÿ ìàññîâîé çàäà÷è Ï. Èìåí-íî ýòî ÷èñëî, ò.å. âõîäíàÿ äëèíà, è èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå �îðìàëüíîéõàðàêòåðèñòèêè ðàçìåðà èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è.Íàïðèìåð, ðàçëè÷íûå êîíêðåòíûå çàäà÷è î êîììèâîÿæåðå ìîæíî îïè-ñàòü ñ ïîìîùüþ àë�àâèòà f
; [; ℄; =; 0; 1; 2; :::; 9g, ïðè ýòîì ïðåäûäóùèé ïðè-ìåð áóäåò çàêîäèðîâàí â âèäå òàêîé öåïî÷êè ñèìâîëîâ:
[1℄ 
[2℄ 
[3℄ 
[4℄ == 10 = 5 = 9 == 6 = 9 == 3Áîëåå ñëîæíûå èíäèâèäóàëüíûå çàäà÷è êîäèðóþòñÿ àíàëîãè÷íûì îá-ðàçîì. Ïðè òàêîé êîäèðóþùåé ñõåìå äëÿ çàäà÷è î êîììèâîÿæåðå âõîäíàÿäëèíà â íàøåì ïðèìåðå áóäåò ðàâíà 32.Âðåìåíí�aÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà îòðàæàåò òðåáóþùèåñÿ äëÿ åãî ðàáî-òû çàòðàòû âðåìåíè. Ýòî �óíêöèÿ, êîòîðàÿ êàæäîé âõîäíîé äëèíå n ñòàâèòâ ñîîòâåòñòâèå ìàêñèìàëüíîå (ïî âñåì èíäèâèäóàëüíûì çàäà÷àì äëèíû n)âðåìÿ, çàòðà÷èâàåìîå àëãîðèòìîì íà ðåøåíèå èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ ýòîéäëèíû.Åñòåñòâåííî, ÷òî ýòà �óíêöèÿ íå áóäåò ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíà äî òåõïîð, ïîêà íå çà�èêñèðîâàíà ñõåìà êîäèðîâàíèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ âõîäíóþäëèíó èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è, è íå âûáðàíî âû÷èñëèòåëüíîå óñòðîéñòâî(èëè åãî ìîäåëü), îïðåäåëÿþùåå âðåìÿ ðàáîòû. Îäíàêî, êàê áóäåò âèäíî èçäàëüíåéøåãî, ïîäîáíûå äåòàëè îêàæóò íåçíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå íà ðàçëè-÷èÿ ìåæäó êëàññàìè, âîçíèêàþùèìè â òåîðèè NP -ïîëíûõ çàäà÷. Ïîýòîìó âäàëüíåéøåì ÷èòàòåëþ ðåêîìåíäóåòñÿ çà�èêñèðîâàòü ìûñëåííî êàêóþ-ëèáîêîíêðåòíóþ ñõåìó êîäèðîâàíèÿ äëÿ êàæäîé çàäà÷è, âûáðàòü íåêîòîðîå êîí-êðåòíîå âû÷èñëèòåëüíîå óñòðîéñòâî èëè åãî ìîäåëü è ðàññìàòðèâàòü çàòåìâðåìåíí�yþ ñëîæíîñòü àëãîðèòìîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëó÷àþùèìèñÿ âõîä-íûìè äëèíàìè è ñîîòâåòñòâóþùèìè çàòðàòàìè âðåìåíè.1.3. Ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû è òðóäíîðå-øàåìûå çàäà÷è�àçíûå àëãîðèòìû èìåþò ðàçëè÷íóþ âðåìåíí�yþ ñëîæíîñòü, è âûÿñíåíèåòîãî, êàêèå àëãîðèòìû ¾äîñòàòî÷íî ý��åêòèâíû¿, à êàêèå ¾ñîâåðøåííîíåý��åêòèâíûå¿, âñåãäà áóäåò çàâèñåòü îò êîíêðåòíîé ñèòóàöèè. Îäíàêîòåîðåòèêè, çàíèìàþùèåñÿ ðàçðàáîòêîé è àíàëèçîì àëãîðèòìîâ, ïðåäëàãà-þò äëÿ ñðàâíåíèÿ ý��åêòèâíîñòè àëãîðèòìîâ îäèí ïðîñòîé ïîäõîä, ïîç-âîëÿþùèé ñóùåñòâåííî ïðîÿñíèòü ñèòóàöèþ. �å÷ü èä¼ò î ðàçëè÷èè ìåæäóïîëèíîìèàëüíûìè è ýêñïîíåíöèàëüíûìè àëãîðèòìàìè.



1.3. Ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû è òðóäíîðåøàåìûå çàäà÷è 17Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî �óíêöèÿ f(n) åñòü O(g(n)), åñëè ñóùåñòâóåò êîí-ñòàíòà 
, òàêàÿ, ÷òî jf(n)j 6 
 jg(n)j äëÿ âñåõ çíà÷åíèé n > 0. Ïîëèíîìèàëü-íûì àëãîðèòìîì (èëè àëãîðèòìîì ïîëèíîìèàëüíîé âðåìåíí�oé ñëîæíî-ñòè) íàçûâàåòñÿ àëãîðèòì, ó êîòîðîãî âðåìåíí�aÿ ñëîæíîñòü ðàâíà O(p(n)),ãäå p(n) � íåêîòîðàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ �óíêöèÿ, à n � âõîäíàÿ äëèíà. Àë-ãîðèòìû, âðåìåíí�aÿ ñëîæíîñòü êîòîðûõ íå ïîääà¼òñÿ ïîäîáíîé îöåíêå, íà-çûâàþòñÿ ¾ýêñïîíåíöèàëüíûìè¿ (ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèåâêëþ÷àåò è òàêèå �óíêöèè, êàê nlog n,� õîòÿ îíè è íå ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìè-àëüíûìè, íî îáû÷íî íå ñ÷èòàþòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûìè).�àçëè÷èå ìåæäó äâóìÿ óêàçàííûìè òèïàìè àëãîðèòìîâ ñòàíîâèòñÿ îñî-áåííî çàìåòíûì ïðè ðåøåíèè çàäà÷ áîëüøîãî ðàçìåðà. Òàáëèöà íà ðèñ.1.2 ïîçâîëÿåò ñðàâíèòü ñêîðîñòè ðîñòà íåñêîëüêèõ òèïè÷íûõ ïîëèíîìèàëü-íûõ è ýêñïîíåíöèàëüíûõ �óíêöèé. (Îáðàòèòå âíèìàíèå íà ÷ðåçâû÷àéíîáûñòðûé ðîñò äâóõ ïðèâåä¼ííûõ ýêñïîíåíò.)�àçëè÷èå ìåæäó ïîëèíîìèàëüíûìè è ýêñïîíåíöèàëüíûìè àëãîðèòìàìèïðîÿâëÿåòñÿ åù¼ áîëåå óáåäèòåëüíî, åñëè ïðîàíàëèçèðîâàòü âëèÿíèå óâåëè-÷åíèÿ áûñòðîäåéñòâèÿ ÝÂÌ íà âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìîâ. �èñ. 1.3 ïîêàçû-âàåò, íàñêîëüêî óâåëè÷àòñÿ ðàçìåðû çàäà÷, ðåøàåìûõ çà îäèí ÷àñ ìàøèííî-ãî âðåìåíè, åñëè áëàãîäàðÿ ñîâåðøåíñòâîâàíèþ òåõíîëîãèè áûñòðîäåéñòâèåÝÂÌ âîçðàñò¼ò â 100 èëè 1000 ðàç ïî ñðàâíåíèþ ñ ñîâðåìåííûìè ìàøèíà-ìè. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ �óíêöèè f(n) = 2n óâåëè÷åíèå ñêîðîñòè âû÷èñëåíèéâ 1000 ðàç ïðèâîäèò ëèøü ê òîìó, ÷òî ðàçìåð íàèáîëüøåé çàäà÷è, ðàçðå-øèìîé çà îäèí ÷àñ, âîçðàñòàåò òîëüêî íà 10, â òî âðåìÿ êàê äëÿ �óíêöèèf(n) = n5 ýòîò ðàçìåð âîçðàñò¼ò ïî÷òè â 4 ðàçà.Ôóíêöèÿ �àçìåð nâðåìåíí�oé 10 20 30 40 50 60ñëîæíîñòèn 1e�5 ñ. 2e�5 ñ. 3e�5 ñ. 4e�5 ñ. 5e�5 ñ. 6e�5 ñ.n2 1e�4 ñ. 4e�4 ñ. 9e�4 ñ. 16e�4 ñ. 25e�4 ñ. 36e�4 ñ.n3 1e�3 ñ. 8e�3 ñ. 27e�3 ñ. 64e�3 ñ. 125e�3 ñ. 216e�3 ñ.n5 1e�1 ñ. 3.2 ñ. 24.3 ñ. 1.7 ìèí. 5.2 ìèí. 13.0 ìèí.2n 1e�3 ñ. 1.0 ñ. 17.9 ìèí. 12.7 äí. 35.7 ëåò 366 ñò.3n 0.059 ñ. 58 ìèí. 6.5 ëåò 3855 ñò. 2e8 ñò. 1.3e13 ñò.
�èñ. 1.2. Ñðàâíåíèå íåñêîëüêèõ ïîëèíîìèàëüíûõ è ýêñïîíåíöèàëüíûõ�óíêöèé âðåìåíí�oé ñëîæíîñòè (ñ. � ñåêóíä, äí. � äíåé, ñò. � ñòîëåòèé).



18 �ëàâà 1. Âû÷èñëèò. ìàøèíû, ñëîæíîñòü è òðóäíîðåøàåìûå çàäà÷è�àçìåðû íàèáîëüøåé çàäà÷è, ðàçðåøèìîé çà îäèí ÷àñÔóíêöèÿ Íà ñîâðåìåííûõ Íà ÝÂÌ, â Íà ÝÂÌ, ââðåìåíí�oé ÝÂÌ (1979 ã.) 100 ðàç áîëåå 1000 ðàç áîëååñëîæíîñòè áûñòðûõ áûñòðûõn N1 100N1 1000N1n2 N2 10N2 31; 6N2n3 N3 4; 64N3 10N3n5 N4 2; 5N4 3; 98N42n N5 N5 + 6; 64 N5 + 9; 973n N6 N6 + 4; 19 N6 + 6; 29�èñ. 1.3. Âëèÿíèå òåõíè÷åñêîãî ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ÝÂÌ íà ïîëèíîìè-àëüíûå è ýêñïîíåíöèàëüíûå àëãîðèòìû.Ýòè òàáëèöû äåìîíñòðèðóþò íåêîòîðûå ïðè÷èíû, ïî êîòîðûì ïîëèíî-ìèàëüíûå àëãîðèòìû îáû÷íî ñ÷èòàþòñÿ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûìè ïî ñðàâ-íåíèþ ñ ýêñïîíåíöèàëüíûìè. Ýòà òî÷êà çðåíèÿ, ðàçëè÷àþùàÿ, ñ îäíîé ñòî-ðîíû, ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýêñïîíåíöèàëüíûå,ÿâëÿåòñÿ îòïðàâíûì ïóíêòîì â íàøåì îïðåäåëåíèè òðóäíîðåøàåìûõ çàäà÷è òåîðèè NP -ïîëíûõ çàäà÷.Îñíîâîïîëàãàþùèé õàðàêòåð ðàçëè÷èÿ ìåæäó ýòèìè äâóìÿ êëàññàìèâïåðâûå îáñóæäàëñÿ â ðàáîòàõ Êîáõýìà [80℄ è Ýäìîíäñà [106℄. Â ÷àñòíîñòè,Ýäìîíäñ îòîæäåñòâëÿë ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ñ ¾õîðîøèìè¿ àëãî-ðèòìàìè è âûñêàçàë ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî íåêîòîðûå çàäà÷è öåëî÷èñëåííîãîïðîãðàììèðîâàíèÿ íåâîçìîæíî ðåøèòü òàêèìè ¾õîðîøèìè¿ àëãîðèòìàìè.Ñîãëàñíî òàêîé òî÷êå çðåíèÿ, ýêñïîíåíöèàëüíûå àëãîðèòìû íå ñëåäóåò ñ÷è-òàòü ¾õîðîøèìè¿, è ÷àùå âñåãî òàê îíî è åñòü.Áîëüøèíñòâî ýêñïîíåíöèàëüíûõ àëãîðèòìîâ � ýòî ïðîñòî âàðèàíòû ïîë-íîãî ïåðåáîðà, â òî âðåìÿ êàê ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû îáû÷íî ìîæíîïîñòðîèòü ëèøü òîãäà, êîãäà óäà¼òñÿ áîëåå ãëóáîêî ïðîíèêíóòü â ñóòü ðå-øàåìîé çàäà÷è. Èìååòñÿ øèðîêî ðàñïðîñòðàí¼ííîå ñîãëàøåíèå, ñîãëàñíîêîòîðîìó çàäà÷à íå ñ÷èòàåòñÿ ¾õîðîøî ðåøàåìîé¿ äî òåõ ïîð, ïîêà äëÿ íå¼íå ïîëó÷åí ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì. Ïîýòîìó ìû áóäåì íàçûâàòü çàäà-÷ó òðóäíîðåøàåìîé, åñëè äëÿ å¼ ðåøåíèÿ íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîãîàëãîðèòìà.Êîíå÷íî, ýòî �îðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü òîëüêîêàê îäíó èç âîçìîæíûõ òðàêòîâîê ïîíÿòèÿ ¾òðóäíîðåøàåìàÿ çàäà÷à¿. �àç-ëè÷èå ìåæäó ¾ý��åêòèâíûìè¿ (ïîëèíîìèàëüíûìè) àëãîðèòìàìè è ¾íåý�-�åêòèâíûìè¿ (ýêñïîíåíöèàëüíûìè) àëãîðèòìàìè ìîæåò ïðèíÿòü ñîâñåìèíîé õàðàêòåð, êîãäà ðàçìåðû ðåøàåìûõ çàäà÷ íåâåëèêè. Äàæå íà ðèñ. 1.2�óíêöèÿ f(n) = 2n âåä¼ò ñåáÿ ëó÷øå, ÷åì f(n) = n5 ïðè n 6 20. Ìîæíîëåãêî ïîñòðîèòü åù¼ áîëåå ÿðêèå ïðèìåðû.Áîëåå òîãî, èçâåñòíû íåêîòîðûå ýêñïîíåíöèàëüíûå àëãîðèòìû, âåñüìàõîðîøî çàðåêîìåíäîâàâøèå ñåáÿ íà ïðàêòèêå. Äåëî â òîì, ÷òî âðåìåíí�aÿñëîæíîñòü îïðåäåëåíà íàìè êàê ìåðà ïîâåäåíèÿ àëãîðèòìà â íàèõóäøåìñëó÷àå, è òîò �àêò, ÷òî êàêîé-òî àëãîðèòì èìååò âðåìåíí�yþ ñëîæíîñòü



1.3. Ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû è òðóäíîðåøàåìûå çàäà÷è 19ïîðÿäêà 2n, îçíà÷àåò òîëüêî, ÷òî ðåøåíèå ïî êðàéíåé ìåðå îäíîé èíäè-âèäóàëüíîé çàäà÷è ðàçìåðà n òðåáóåò âðåìåíè ïîðÿäêà 2n. Íà ñàìîì äåëåìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî áîëüøèíñòâî èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ òðåáóåò äëÿ ñâî-åãî ðåøåíèÿ çíà÷èòåëüíî ìåíüøèõ çàòðàò âðåìåíè, è òàêîãî ðîäà ñèòóàöèÿäåéñòâèòåëüíî èìååò ìåñòî äëÿ íåñêîëüêèõ õîðîøî èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ.Íàïðèìåð, êàê áûëî óñòàíîâëåíî â ðàáîòàõ Êëè è Ìèíòè [291℄, à òàêæå Çà-äå [544℄, ñèìïëåêñ-ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿèìååò ýêñïîíåíöèàëüíóþ âðåìåíí�yþ ñëîæíîñòü2, íî â òî æå âðåìÿ ìíîãî-÷èñëåííûå ñâèäåòåëüñòâà ïîäòâåðæäàþò, ÷òî ýòîò ìåòîä õîðîøî ðàáîòàåòíà ïðàêòèêå. Äðóãîé ïðèìåð: àëãîðèòìû âåòâåé è ãðàíèö ñòîëü óñïåøíîðåøàþò çàäà÷ó î ðþêçàêå, ÷òî ìíîãèå èññëåäîâàòåëè ñ÷èòàþò ýòó çàäà÷ó¾õîðîøî ðåøàåìîé¿, õîòÿ àëãîðèòìû âåòâåé è ãðàíèö èìåþò ýêñïîíåíöè-àëüíóþ âðåìåíí�yþ ñëîæíîñòü.Ê ñîæàëåíèþ, ïîäîáíûå ïðèìåðû î÷åíü ðåäêè. Õîòÿ ýêñïîíåíöèàëüíûåàëãîðèòìû èçâåñòíû äëÿ ìíîãèõ çàäà÷, íåìíîãèå èç íèõ ñ÷èòàþòñÿ ïðè-åìëåìûìè äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé. Äàæå ïðè íàëè÷èè óñïåøíî ðàáîòàþ-ùèõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ àëãîðèòìîâ, óïîìÿíóòûõ âûøå, èññëåäîâàòåëè íåîòêàçàëèñü îò ïîïûòîê íàéòè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ ïîëèíîìèàëüíûåàëãîðèòìû. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ñàì �àêò óñïåøíîãî ïðèìåíåíèÿ ýêñïîíåí-öèàëüíûõ àëãîðèòìîâ äàâàë îñíîâàíèå ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îíè êàêèì-òî îá-ðàçîì âûÿâëÿþò íåêîòîðûå ñóùåñòâåííûå îñîáåííîñòè ðåøàåìûõ çàäà÷ è÷òî áîëåå ãëóáîêîå èõ èññëåäîâàíèå ìîæåò ïðèâåñòè ê äàëüíåéøåìó óëó÷-øåíèþ ìåòîäîâ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîêà íå ïîëó÷åíî óäîâëåòâîðèòåëüíûõîáúÿñíåíèé, ïî÷åìó ýòè àëãîðèòìû ðàáîòàþò óñïåøíî, è íå èçâåñòíû ìåòî-äû, ïîçâîëÿþùèå çàðàíåå ïðîãíîçèðîâàòü õîðîøóþ ðàáîòó òîãî èëè èíîãîýêñïîíåíöèàëüíîãî àëãîðèòìà â ïðàêòè÷åñêîé ñèòóàöèè.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ÷àñòî ïîçâîëÿþò äåëàòüòàêîãî ðîäà ïðîãíîçû, ïîñêîëüêó ïîëèíîìèàëüíûå �óíêöèè çíà÷èòåëüíîáîëåå àäåêâàòíî îöåíèâàþò âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìîâ. Õîòÿ àëãîðèòìû,èìåþùèå âðåìåíí�yþ ñëîæíîñòü òèïà n100 èëè 1099n2, íå ìîãóò ñ÷èòàòü-ñÿ ý��åêòèâíûìè ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, åñòåñòâåííî âîçíèêàþùèå¾ïîëèíîìèàëüíûå¿ çàäà÷è îáû÷íî òðåáóþò äëÿ ñâîåãî ðåøåíèÿ (â ñàìîìõóäøåì ñëó÷àå) âðåìåíè ïîðÿäêà n2 èëè n3, ïðè÷¼ì êîý��èöèåíòû ïðèñòàðøèõ ÷ëåíàõ ïîëèíîìîâ íå ñëèøêîì âåëèêè. Àëãîðèòìû, îáëàäàþùèåòàêèìè îöåíêàìè, ìîæíî ñ÷èòàòü ¾ý��åêòèâíûìè¿, è èìåííî ýòî âåñüìàæåëàòåëüíîå ñâîéñòâî çàñòàâëÿåò îòäàâàòü ïðåäïî÷òåíèå ïîëèíîìèàëüíûìàëãîðèòìàì êàê ñðåäñòâó ðåøåíèÿ çàäà÷.Íàøå îïðåäåëåíèå ¾òðóäíîðåøàåìîé çàäà÷è¿ ñîçäà¼ò áàçó äëÿ òåîðèè,îáëàäàþùåé çíà÷èòåëüíîé îáùíîñòüþ è áîëüøèìè âîçìîæíîñòÿìè. Ïîíÿ-òèå òðóäíîðåøàåìîé çàäà÷è îêàçûâàåòñÿ, ïî ñóùåñòâó, íåçàâèñèìûì îò êîí-êðåòíîé ñõåìû êîäèðîâàíèÿ è ìîäåëè ÝÂÌ, èñïîëüçóåìûõ ïðè îïðåäåëåíèèâðåìåíí�oé ñëîæíîñòè.�àññìîòðèì ñíà÷àëà ñõåìû êîäèðîâàíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, íàïðèìåð, ÷òî2Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò óñòàíîâëåí â ðàáîòå Äèíèöà è Êàðçàíîâà [17*℄.� Ïðèì. ïå-ðåâ.



20 �ëàâà 1. Âû÷èñëèò. ìàøèíû, ñëîæíîñòü è òðóäíîðåøàåìûå çàäà÷èðåøàåìàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíà íà ãðà�å G = (V; E), ãäå V � ìíîæåñòâî âåð-øèí, E � ìíîæåñòâî ð¼áåð è êàæäîå ðåáðî ïîíèìàåòñÿ êàê íåóïîðÿäî÷åííàÿïàðà âåðøèí. Óñëîâèÿ ýòîé çàäà÷è ìîãóò áûòü îïèñàíû (ñì. ðèñ. 1.4) ëèáîÑõåìà êîäèðîâàíèÿ Öåïî÷êà ñèìâîëîâ (ñëîâî) ÄëèíàÑïèñêè âåðøèí V [1℄V [2℄V [3℄V [4℄(V [1℄V [2℄)(V [2℄V [3℄) 36è ð¼áåðÑïèñîê ñîñåäåé (V [2℄)(V [1℄V [3℄)(V [2℄)() 24Ñòðîêè ìàòðèöû 0100/ 1010/ 0010/ 0000 19èíöèäåíöèé�èñ. 1.4.Îïèñàíèå ãðà�à G = (V; E), ãäå V = fv1; v2; v3; v4g, E = ffv1,v2g,fv2; v3gg; ïðè òð¼õ ðàçíûõ ñõåìàõ êîäèðîâàíèÿ.ïðîñòî ñïèñêàìè âñåõ âåðøèí è ð¼áåð, ëèáî ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû èíöèäåíöèéãðà�à, ëèáî ñîñòàâëåíèåì äëÿ êàæäîãî óçëà ñïèñêà âñåõ óçëîâ, èìåþùèõ ñäàííûì îáùåå ðåáðî (¾ñïèñêè ñîñåäåé¿). Ýòè ñõåìû êîäèðîâàíèÿ äëÿ îäíîãîè òîãî æå ãðà�à ìîãóò äàòü âõîäû ðàçíîé äëèíû. Îäíàêî ëåãêî ïðîâåðèòü(ñì. ðèñ. 1.5), ÷òî ïîëó÷àåìûå âõîäû îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà íå áîëåå÷åì ¾ïîëèíîìèàëüíûì îáðàçîì¿, ò.å. ëþáîé àëãîðèòì, èìåþùèé ïîëèíîìè-àëüíóþ âðåìåíí�yþ ñëîæíîñòü ïðè îäíîé èç ýòèõ ñõåì êîäèðîâàíèÿ, áóäåòòàêæå îáëàäàòü ïîëèíîìèàëüíîé âðåìåíí�oé ñëîæíîñòüþ ïðè âñåõ îñòàëü-íûõ ñõåìàõ.Ñõåìà êîäèðîâàíèÿ Íèæíÿÿ îöåíêà Âåðõíÿÿ îöåíêàÑïèñêè âåðøèí 4� + 10e 4� + 10e+ (� + 2e) � [log 10�℄è ð¼áåðÑïèñîê ñîñåäåé 2� + 8e 2� + 8e+ 2e � [log 10�℄Ìàòðèöà �2 + � � 1 �2 + � � 1èíöèäåíöèé�èñ. 1.5. Îáùèå îöåíêè äëèíû âõîäà äëÿ òð¼õ ñõåì êîäèðîâàíèÿ ãðà�àG = (V; E), ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 1.4, ãäå jV j = v, jEj = e. Ïîñêîëüêóe < v2, ýòè îöåíêè ïîêàçûâàþò, ÷òî äëèíû âõîäà îòëè÷àþòñÿ äðóã îòäðóãà íå áîëåå ÷åì ïîëèíîìèàëüíûì îáðàçîì ([x℄ îáîçíà÷àåò íàèìåíüøååöåëîå ÷èñëî, íå ìåíüøåå, ÷åì x).Â äåéñòâèòåëüíîñòè ñòàíäàðòíûå ñõåìû êîäèðîâàíèÿ, èñïîëüçóåìûå íàïðàêòèêå äëÿ ëþáîé êîíêðåòíîé çàäà÷è, ïî-âèäèìîìó, âñåãäà áóäóò îòëè-÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà íå áîëåå ÷åì ïîëèíîìèàëüíûì îáðàçîì. Áûëî áû òðóä-íî ïðåäñòàâèòü ñåáå ðàçóìíóþ ñõåìó êîäèðîâàíèÿ äëÿ êàêîé-ëèáî çàäà÷è,êîòîðàÿ îòëè÷àëàñü áû áîëåå ÷åì ïîëèíîìèàëüíûì îáðàçîì îò ñòàíäàðòíûõñõåì. Õîòÿ ìû íå ìîæåì �îðìàëüíî âûðàçèòü òàêîå ïîíÿòèå, êàê ¾ðàçóìíàÿñõåìà êîäèðîâàíèÿ¿, ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ îõâàòûâàþò âàæíûå òðåáîâà-íèÿ, ñâÿçàííûå ñ ýòèì ïîíÿòèåì.(1) êîä ëþáîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è I äîëæåí áûòü ¾ñæàòûì¿, ò.å. íåñîäåðæàòü èçáûòî÷íîé èí�îðìàöèè èëè ñèìâîëîâ;(2) ÷èñëà, âõîäÿùèå â óñëîâèÿ çàäà÷è I , äîëæíû áûòü ïðåäñòàâëåíû âäâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ (èëè äåñÿòè÷íîé, èëè âîñüìåðè÷íîé, èëè èìåòüëþáîå äðóãîå îñíîâàíèå, íî òîëüêî íå 1).



1.4. Çàäà÷è, òðóäíîðåøàåìîñòü êîòîðûõ äîêàçóåìà 21Åñëè ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî òåõ ñõåì êîäèðîâàíèÿ, êî-òîðûå óäîâëåòâîðÿþò ýòèì óñëîâèÿì, òî âûÿñíåíèå âîïðîñà, ÿâëÿåòñÿ ëèäàííàÿ çàäà÷à òðóäíîðåøàåìîé, íå áóäåò çàâèñåòü îò âûáîðà êîíêðåòíîéñõåìû êîäèðîâàíèÿ.Ìîäåëèðóåìàÿ Ìîäåëèðóþùàÿ ìàøèíà Aìàøèíà Â 1ÌÒ kÌÒ ÌÏÄÌàøèíà Òüþðèíãà - O(T (n)) O(T (n)) log T (n)ñ 1-é ëåíòîé (1ÌT)Ìàøèíà Òüþðèíãà O(T 2(n)) - O(T (n)) log T (n)ñ k ëåíòàìè (kÌT)Ìàøèíà O(T 3(n)) O(T 2(n)) -ïðîèçâîëüíîãîäîñòóïà (ÌÏÄ)�èñ. 1.6. Âðåìÿ, òðåáóåìîå ìàøèíîé A äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàáîòû àë-ãîðèòìà ñëîæíîñòè T (n) íà ìàøèíå B (íàïðèìåð, ñì. [9, 215℄).Àíàëîãè÷íûå çàìå÷àíèÿ ìîæíî ñäåëàòü îòíîñèòåëüíî âûáîðà ìîäåëèÝÂÌ. Âñå èçâåñòíûå â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðåàëèñòè÷åñêèå ìîäåëè ÝÂÌ (íà-ïðèìåð, îäíîëåíòî÷íûå è ìíîãîëåíòî÷íûå ìàøèíû Òüþðèíãà, ìàøèíû ñïðîèçâîëüíûì äîñòóïîì ê ïàìÿòè) ýêâèâàëåíòíû îòíîñèòåëüíî ïîëèíîìè-àëüíîé âðåìåíí�oé ñëîæíîñòè (ñì. ðèñ. 1.6). Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî è ëþáàÿèíàÿ ¾ðàçóìíàÿ¿ ìîäåëü ÝÂÌ áóäåò ýêâèâàëåíòíà ïî ñëîæíîñòè âñåì ïå-ðå÷èñëåííûì ìîäåëÿì.Ïîä ñëîâàìè ¾ðàçóìíàÿ ìîäåëü¿ çäåñü ãëàâíûì îáðàçîì èìååòñÿ â âèäóòî, ÷òî îáú¼ì ðàáîòû, âûïîëíÿåìîé ìàøèíîé â åäèíèöó âðåìåíè, îãðàíè÷åí(ñâåðõó) ïîëèíîìîì. Òàê, íàïðèìåð, ìîäåëü, îáëàäàþùàÿ ñïîñîáíîñòüþ âû-ïîëíÿòü ïàðàëëåëüíî ïðîèçâîëüíî ìíîãî îïåðàöèé, íå áóäåò ñ÷èòàòüñÿ ¾ðà-çóìíîé¿, è â äåéñòâèòåëüíî íè îäíà èç ñóùåñòâóþùèõ (èëè ïðîåêòèðóåìûõ)ÝÂÌ íå îáëàäàåò ïîäîáíûì ñâîéñòâîì. Âî âñÿêîì ñëó÷àå, åñëè îãðàíè÷èòü-ñÿ ðàññìîòðåíèåì ñòàíäàðòíûõ ìîäåëåé ðåàëüíûõ ÝÂÌ, òî êëàññ òðóäíî-ðåøàåìûõ çàäà÷ íå áóäåò çàâèñåòü îò âûáîðà êîíêðåòíîé ìîäåëè, è òàêîéâûáîð ìîæíî îñóùåñòâëÿòü, èñõîäÿ èç èíòåðåñîâ äåëà è íå óìåíüøàÿ ïðèýòîì ñ�åðû ïðèìåíèìîñòè íàøèõ ðåçóëüòàòîâ.1.4. Çàäà÷è, òðóäíîðåøàåìîñòü êîòîðûõ äîêà-çóåìàÏîñëå òîãî êàê ìû îáñóäèëè �îðìàëüíîå ñîäåðæàíèå ïîíÿòèÿ ¾òðóäíîðåøà-åìàÿ çàäà÷à¿, óìåñòíî äàòü êðàòêèé îáçîð ñîâðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿ íàøèõçíàíèé î ñóùåñòâîâàíèè òðóäíîðåøàåìûõ çàäà÷.Ñíà÷àëà îõàðàêòåðèçóåì ðàçëè÷èÿ ìåæäó äâóìÿ àñïåêòàìè òðóäíîðåøà-åìîñòè, êîòîðûå îòðàæåíû â íàøåì îïðåäåëåíèè. Ïåðâûé àñïåêò, êîòîðûéîáû÷íî èìååòñÿ â âèäó, ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ òðåáóåòñÿýêñïîíåíöèàëüíîå âðåìÿ. Âòîðîé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èñêîìîå ðåøåíèå



22 �ëàâà 1. Âû÷èñëèò. ìàøèíû, ñëîæíîñòü è òðóäíîðåøàåìûå çàäà÷èíàñòîëüêî âåëèêî, ÷òî íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå âûðàæåíèÿ, äëè-íà êîòîðîãî áûëà áû îãðàíè÷åíà ïîëèíîìîì îò äëèíû âõîäà.Âòîðàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò, íàïðèìåð, åñëè â çàäà÷å î êîììèâîÿæåðå âêà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî ïàðàìåòðà �èãóðèðóåò ÷èñëî B è òðåáóåòñÿ íàé-òè âñå ìàðøðóòû äëèíû, íå ïðåâîñõîäÿùåé B. Ëåãêî ïîñòðîèòü èíäèâèäó-àëüíóþ çàäà÷ó î êîììèâîÿæåðå, â êîòîðîé èìååòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîå ÷èñëîìàðøðóòîâ äëèíû, íå ïðåâîñõîäÿùåé B, ïîýòîìó íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìàñ ïîëèíîìèàëüíîé âðåìåíí�oé ñëîæíîñòüþ, êîòîðûé âñå èõ ïåðå÷èñëÿåò.Òðóäíîðåøàåìîñòüþ ýòîãî âèäà íåëüçÿ íè â êîåì ñëó÷àå ïðåíåáðåãàòü,è î÷åíü âàæíî å¼ ñâîåâðåìåííî îáíàðóæèòü. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ, îäíà-êî, å¼ íàëè÷èå ÿñíî èç ïîñòàíîâêè çàäà÷è. Ýòîò àñïåêò òðóäíîðåøàåìîñòèîáû÷íî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óêàçàíèå íà òî, ÷òî ïîñòàíîâêà çàäà÷è íåðåàëèñòè÷íà, ïîñêîëüêó ìû çàïðàøèâàåì áîëüøå èí�îðìàöèè, ÷åì êîãäà-ëèáî ñìîæåì èñïîëüçîâàòü. Â ñâÿçè ñ ýòèì ñ íàñòîÿùåãî ìîìåíòà è äî êîí-öà êíèãè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïåðâûé òèï òðóäíîðåøàåìîñòè.À èìåííî áóäóò èçó÷àòüñÿ òîëüêî òàêèå çàäà÷è, äëèíà ðåøåíèÿ êîòîðûõîãðàíè÷åíà ïîëèíîìèàëüíîé �óíêöèåé îò äëèíû âõîäíîé èí�îðìàöèè.Ïåðâûå ðåçóëüòàòû î òðóäíîðåøàåìîñòè çàäà÷ � êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòà-òû î íåðàçðåøèìîñòè � áûëè ïîëó÷åíû À. Òüþðèíãîì. Îêîëî 40 ëåò íàçàäÒüþðèíã äîêàçàë, ÷òî íåêîòîðûå çàäà÷è äàæå ¾íåðàçðåøèìû¿ â òîì ñìûñ-ëå, ÷òî âîîáùå íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà èõ ðåøåíèÿ. Îí äîêàçàë, íàïðè-ìåð, ÷òî íåâîçìîæíî óêàçàòü àëãîðèòì, êîòîðûé ïî ïðîèçâîëüíîé ïðîãðàì-ìå îïðåäåëÿë áû, îñòàíîâèòñÿ ëè ýòà ïðîãðàììà íà ïðîèçâîëüíî çàäàííîìâõîäå èëè íåò [517℄. Èçâåñòíî áîëüøîå ÷èñëî äðóãèõ íåðàçðåøèìûõ çàäà÷.Ê íèì îòíîñÿòñÿ, â ÷àñòíîñòè, çàäà÷à âûÿñíåíèÿ òðèâèàëüíîñòè êîíå÷íî-ïîðîæä¼ííûõ ãðóïï [440℄, äåñÿòàÿ ïðîáëåìà �èëüáåðòà (ðàçðåøèìîñòü âöåëûõ ÷èñëàõ ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé) [376℄, à òàêæå íåñêîëüêî çàäà÷î ïîêðûòèè ïëîñêîñòè ðàâíûìè îáëàñòÿìè [36℄. Ïîñêîëüêó ýòè çàäà÷è íåìîãóò áûòü ðåøåíû íèêàêèì àëãîðèòìîì, òîò òåì áîëåå îíè íå ðàçðåøèìûè ïîëèíîìèàëüíûì àëãîðèòìîì è, çíà÷èò, äåéñòâèòåëüíî òðóäíîðåøàåìû âñàìîì ñèëüíîì ñìûñëå.Ïåðâûå ïðèìåðû òðóäíîðåøàåìûõ ¾ðàçðåøèìûõ¿ çàäà÷ áûëè ïîëó÷åíûâ íà÷àëå 60-õ ãîäîâ, êàê îäèí èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû Õàðòìàíèñà è Ñòèðè-çà [204℄ ïî ¾èåðàðõèÿì¿ ñëîæíîñòè. Îäíàêî ýòè ïðèìåðû âêëþ÷àëè òîëüêî¾èñêóññòâåííûå¿ çàäà÷è, ñïåöèàëüíî ïîñòðîåííûå, ÷òîáû îáëàäàòü ñîîòâåò-ñòâóþùèìè ñâîéñòâàìè. Òîëüêî â íà÷àëå 70-õ ãîäîâ Ìåéåðó è Ñòîêìåéåðóóäàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî íåêîòîðûå ¾åñòåñòâåííûå¿ ðàçðåøèìûå çàäà÷è òðóä-íîðåøàåìû.Â ÷èñëî ýòèõ çàäà÷ âîøëî áîëüøîå ÷èñëî èçó÷àâøèõñÿ ðàíåå çàäà÷ èçòåîðèè àâòîìàòîâ, �îðìàëüíîé òåîðèè ÿçûêîâ è ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè.Íà ñàìîì äåëå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýòè çàäà÷è íå ìîãóò áûòü ðåøåíû çà ïî-ëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äàæå ñ ïîìîùüþ ¾íåäåòåðìèíèðîâàííîãî¿ âû÷èñëè-òåëüíîãî óñòðîéñòâà, îáëàäàþùåãî ñïîñîáíîñòüþ ïàðàëëåëüíî âûïîëíÿòüíåîãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî íåçàâèñèìûõ âû÷èñëåíèé. Â äàëüíåéøåì áóäåòâèäíî, ÷òî ýòà ¾íåðåàëèñòè÷íàÿ¿ ìîäåëü âû÷èñëèòåëüíîãî óñòðîéñòâà èãðà-åò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè NP -ïîëíûõ çàäà÷, à å¼ âîçìîæíîñòè áóäóò î÷åð-



1.5. NP-ïîëíûå çàäà÷è 23÷åíû áîëåå ïîëíî â ãë. 2.Âñå èçâåñòíûå â íàñòîÿùåå âðåìÿ çàäà÷è, òðóäíîðåøàåìîñòü êîòîðûõäîêàçàíà, ïîïàäàþò â îäèí èç ïåðå÷èñëåííûõ êëàññîâ: îíè ëèáî âîâñå íåðàç-ðåøèìû, ëèáî òðóäíîðåøàåìû íåäåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíîé. Îäíàêî áîëü-øèíñòâî ïðåäñòàâëÿþùèõñÿ òðóäíîðåøàåìûìè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ â äåé-ñòâèòåëüíîñòè ðàçðåøèìû è, áîëåå òîãî, ìîãóò áûòü ðåøåíû çà ïîëèíîìè-àëüíîå âðåìÿ ñ ïîìîùüþ íåäåòåðìèíèðîâàííîãî âû÷èñëèòåëüíîãî óñòðîé-ñòâà. Òàêèì îáðàçîì, èçâåñòíûå ìåòîäû íåäîñòàòî÷íî ñèëüíû, ÷òîáû óñòà-íîâèòü òðóäíîðåøàåìîñòü ýòèõ çàäà÷.1.5. NP -ïîëíûå çàäà÷èÏîêà òåîðåòèêè ïðîäîëæàþò ïîèñê áîëåå ìîùíûõ ìåòîäîâ äîêàçàòåëüñòâàòðóäíîðåøàåìîñòè çàäà÷, ïàðàëëåëüíî âåäóòñÿ ðàáîòû ïî ñðàâíåíèþ ñëîæ-íîñòè ðàçëè÷íûõ çàäà÷. Êàê óæå áûëî ñêàçàíî ðàíåå, îáíàðóæåíèå òàêèõâçàèìîñâÿçåé ìåæäó çàäà÷àìè ÷àñòî ìîæåò äàòü ðàçðàáîò÷èêó àëãîðèòìîâïîëåçíóþ èí�îðìàöèþ.Îñíîâíîé ìåòîä, èñïîëüçóåìûé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî äâå çàäà÷èáëèçêè, ñîñòîèò â ¾ñâåäåíèè¿ èõ äðóã ê äðóãó ñ ïîìîùüþ êîíñòðóêòèâíîãîïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðîå îòîáðàæàåò ëþáóþ èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó ïåð-âîãî òèïà â ýêâèâàëåíòíóþ åé èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó âòîðîãî òèïà. Òàêîåïðåîáðàçîâàíèå ïîçâîëÿåò ïðåâðàòèòü ëþáîé àëãîðèòì ðåøåíèÿ âòîðîé çà-äà÷è â ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ïåðâîé çàäà÷è.Ìíîãî ïðîñòûõ ïðèìåðîâ ïîäîáíîé ñâîäèìîñòè èçâåñòíî óæå äàâíî. Íà-ïðèìåð, Äàíöèã [99℄ ñâ¼ë íåñêîëüêî êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè êîáùåé çàäà÷å 0-1 öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ýäìîíäñ [105℄ ñâ¼ë çà-äà÷è èç òåîðèè ãðà�îâ � ¾íàéòè ìèíèìàëüíîå âåðøèííîå ïîêðûòèå ãðà�à¿è ¾íàéòè ìèíèìàëüíîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî âåðøèí ãðà�à¿ � ê çàäà÷å¾î ïîêðûòèè¿. Äæèìïåë [173℄ ñâ¼ë çàäà÷ó î ïîêðûòèè ê çàäà÷å î ¾ïîêðû-òèè ïðîñòûìè èìïëèêàíòàìè¿ èç òåîðèè ðåëåéíî-êîíòàêòíûõ ñõåì. Äàíöèã,Áëàòòíåð è Pàî [100℄ äàëè îïèñàíèå õîðîøî èçâåñòíîé ñâîäèìîñòè çàäà÷èî êîììèâîÿæåðå ê çàäà÷å î êðàò÷àéøåì ïóòè, â êîòîðîé äîïóñêàþòñÿ ð¼áðàîòðèöàòåëüíîé äëèíû.Ýòè ïåðâûå ñâîäèìîñòè, õîòÿ è áûëè èçîëèðîâàíû è îòíîñèëèñü ê óçêî-ìó êðóãó çàäà÷, ïðåäâîñõèòèëè äóõ ðåçóëüòàòîâ, êîòîðûå äîêàçûâàþòñÿ âòåîðèè NP -ïîëíûõ çàäà÷.Ôóíäàìåíò òåîðèè NP -ïîëíûõ çàäà÷ áûë çàëîæåí â ðàáîòå Ñ. Êóêà,îïóáëèêîâàííîé â 1971 ã. ïîä íàçâàíèåì ¾Ñëîæíîñòü ïðîöåäóð âûâîäà òå-îðåì¿ [91℄. Â ýòîé êîðîòêîé, íî ýëåãàíòíîé ðàáîòå Êóê ïîëó÷èë íåñêîëüêîâàæíûõ ðåçóëüòàòîâ.Âî-ïåðâûõ, îí ïîä÷åðêíóë âàæíîñòü ïîíÿòèÿ ¾ñâîäèìîñòü çà ïîëèíîìè-àëüíîå âðåìÿ¿, ò.å. ñâîäèìîñòü, êîòîðàÿ âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìàñ ïîëèíîìèàëüíîé âðåìåíí�oé ñëîæíîñòüþ. Åñëè îäíà çàäà÷à ñâîäèòñÿ çàïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ê äðóãîé, òî ëþáîé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðå-øåíèÿ âòîðîé çàäà÷è ìîæåò áûòü ïðåâðàù¼í â ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì



24 �ëàâà 1. Âû÷èñëèò. ìàøèíû, ñëîæíîñòü è òðóäíîðåøàåìûå çàäà÷èðåøåíèÿ ïåðâîé.Âî-âòîðûõ, îí îáðàòèë âíèìàíèå íà êëàññ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâ(êëàññ NP ), êîòîðûå ìîãóò áûòü ðåøåíû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ íà íåäå-òåðìèíèðîâàííîì âû÷èñëèòåëüíîì óñòðîéñòâå. (Çàäà÷åé ðàñïîçíàâàíèÿ ñâî-éñòâ íàçûâàåòñÿ çàäà÷à, ðåøåíèÿìè êîòîðîé ìîãóò áûòü ëèáî ¾äà¿, ëèáî¾íåò¿.) Áîëüøèíñòâî íå ïîääàþùèõñÿ ðåøåíèþ çàäà÷, êîòîðûå âñòðå÷àþò-ñÿ íà ïðàêòèêå, ïîñëå ïåðå�îðìóëèðîâêè èõ â âèäå çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿïîïàäàþò â ýòîò êëàññ.Â-òðåòüèõ, Ñ. Êóê äîêàçàë, ÷òî îäíà êîíêðåòíàÿ çàäà÷à èç NP , íàçûâà-åìàÿ çàäà÷åé î âûïîëíèìîñòè, îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî âñÿêàÿ äðóãàÿçàäà÷à èç êëàññà NP ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê íåé çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ3.Òàêèì îáðàçîì, åñëè çàäà÷à î âûïîëíèìîñòè ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëè-íîìèàëüíîå âðåìÿ, òî è ëþáàÿ çàäà÷à èç êëàññà NP ïîëèíîìèàëüíî ðàçðå-øèìà, à åñëè êàêàÿ-òî çàäà÷à èç NP òðóäíîðåøàåìà, òî è çàäà÷à î âûïîë-íèìîñòè òàêæå äîëæíà áûòü òðóäíîðåøàåìîé. Òàêèì îáðàçîì, â íåêîòîðîìñìûñëå çàäà÷à î âûïîëíèìîñòè � ¾ñàìàÿ òðóäíàÿ¿ â êëàññå NP .Íàêîíåö, Ñ. Êóê ïðåäïîëîæèë, ÷òî è äðóãèå çàäà÷è èç êëàññà NP ìîãóòáûòü, àíàëîãè÷íî çàäà÷å î âûïîëíèìîñòè, ñàìûìè ¾òðóäíûìè¿ ïðåäñòàâè-òåëÿìè êëàññà NP . Îí ïîêàçàë ýòî äëÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è: ¾Ñîäåðæèò ëèçàäàííûé ãðà� G ïîëíûé ïîäãðà� ñ çàäàííûì ÷èñëîì âåðøèí?¿Âñëåä çà ýòèì �. Êàðï îïóáëèêîâàë ðÿä ðåçóëüòàòîâ [280℄, èç êîòîðûõñëåäóåò, ÷òî ìíîãèå õîðîøî èçâåñòíûå êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è, âêëþ÷àÿ çà-äà÷ó î êîììèâîÿæåðå, áóäó÷è ñ�îðìóëèðîâàíû â âèäå çàäà÷è ðàñïîçíàâà-íèÿ, ñòîëü æå ¾òðóäíû¿, êàê çàäà÷à î âûïîëíèìîñòè. Ïîçäíåå îòíîñèòåëüíîøèðîêîãî êðóãà äðóãèõ çàäà÷ áûëî äîêàçàíî, ÷òî îíè ïî òðóäíîñòè ýêâèâà-ëåíòíû ýòèì çàäà÷àì, à ñàì êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîñòîÿùèé èç ¾ñàìûõòðóäíûõ¿ çàäà÷ èç NP , ïîëó÷èë íàçâàíèå ¾êëàññ NP -ïîëíûõ çàäà÷¿4).Îðèãèíàëüíûå èäåè Êóêà îêàçàëèñü óäèâèòåëüíî ïëîäîòâîðíûìè. Îíèïîçâîëèëè ñâåñòè ìíîãî ðàçíîîáðàçíûõ âîïðîñîâ î ñëîæíîñòè â åäèíûé âî-ïðîñ: ¾Âåðíî ëè, ÷òî NP -ïîëíûå çàäà÷è òðóäíîðåøàåìû?¿ Ñïèñîê, âêëþ-÷¼ííûé â ïðèëîæåíèå ê íàñòîÿùåé êíèãå, ñîäåðæèò ñîòíè ðàçëè÷íûõ çàäà÷,NP -ïîëíîòà êîòîðûõ óñòàíîâëåíà. Ïî ìåðå òîãî êàê âñ¼ áîëüøå è áîëüøåçàäà÷, ïðåäñòàâëÿþùèõ èíòåðåñ ñ ðàçíûõ òî÷åê çðåíèÿ, ïîïàäàþò â ýòîòêëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, åãî âàæíîñòü ïîñòîÿííî âîçðàñòàåò.Âîïðîñ î òîì, äåéñòâèòåëüíî ëè NP -ïîëíûå çàäà÷è òðóäíîðåøàåìû,â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñ÷èòàåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ îòêðûòûõ âîïðîñîâ ñî-âðåìåííîé ìàòåìàòèêè è òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè. Âîïðåêè ãîòîâíîñòèáîëüøèíñòâà ñïåöèàëèñòîâ ñ÷èòàòü, ÷òî âñå NP -ïîëíûå çàäà÷è òðóäíîðå-øàåìû, ïðîãðåññ êàê â äîêàçàòåëüñòâå, òàê è â îïðîâåðæåíèè ýòîãî äàëåêîèäóùåãî ïðåäïîëîæåíèÿ âåñüìà íåçíà÷èòåëåí. Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà îòñóò-ñòâèå äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî èç NP -ïîëíîòû ñëåäóåò òðóäíîðåøàåìîñòü,NP -ïîëíîòà çàäà÷è îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ å¼ ðåøåíèÿ ïîëèíîìèàëüíûì àëãî-ðèòìîì òðåáóåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå êðóïíîå îòêðûòèå.3Òàêèå çàäà÷è íàçûâàþò òàêæå ¾óíèâåðñàëüíûìè¿.� Ïðèì. ðåä.4×àñòî åãî íàçûâàþò ¾êëàññ óíèâåðñàëüíûõ çàäà÷¿.� Ïðèì. ðåä.



1.6. Î ñîäåðæàíèè êíèãè 251.6. Î ñîäåðæàíèè êíèãèÕîòÿ ýòà êíèãà çàäóìàíà ïðåæäå âñåãî êàê ðóêîâîäñòâî, ïîìîãàþùåå âû-ÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè NP -ïîëíîé òà èëè èíàÿ êîíêðåòíàÿ çàäà÷à (ëèáî ïî-ñðåäñòâîì îòûñêàíèÿ å¼ â ïðèëîæåíèè, ëèáî ïóò¼ì ñàìîñòîÿòåëüíîãî äî-êàçàòåëüñòâà), â íåé òàêæå îáñóæäàþòñÿ ðàçëè÷íûå âîçìîæíîñòè ðåøåíèÿNP -ïîëíûõ çàäà÷. Íèæå ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð ñîäåðæàíèÿ êíèãè.Â ãë. 2 èçëîæåíû �îðìàëüíûå îñíîâû òåîðèè NP -ïîëíûõ çàäà÷ è äîêà-çûâàåòñÿ òåîðåìà Êóêà. Çäåñü îïðåäåëÿþòñÿ öåíòðàëüíûå ïîíÿòèÿ òåîðèèNP -ïîëíûõ çàäà÷ � ¾ÿçûê¿ è ¾ìàøèíà Òüþðèíãà¿ è óêàçûâàåòñÿ èõ ñâÿçüñ ïîíÿòèÿìè ¾çàäà÷à¿ è ¾ìîäåëü âû÷èñëèòåëüíîãî óñòðîéñòâà¿, êîòîðûåîáñóæäàëèñü âûøå. Ýòà ãëàâà äîëæíà ïîçíàêîìèòü ÷èòàòåëÿ ñ òåõíèêîéðàññóæäåíèé, ïðèìåíÿåìûõ â òåîðèè NP -ïîëíûõ çàäà÷.�ë. 3 ïîñâÿùåíà ìåòîäàì äîêàçàòåëüñòâà NP -ïîëíîòû ðàçëè÷íûõ çàäà÷.Áîëüøîå ÷èñëî ïðèìåðîâ èëëþñòðèðóåò ñòðóêòóðó ýòèõ ìåòîäîâ è ïîÿñíÿåò,êàêîé èç íèõ ñëåäóåò âûáðàòü â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå. Ïî ñóùåñòâó,äîêàçàòåëüñòâî NP -ïîëíîòû çàäà÷è ñîñòîèò â ïîëèíîìèàëüíîì ñâåäåíèè êíåé èçâåñòíîé NP -ïîëíîé çàäà÷è. Â ýòîé ãëàâå òàêæå äà¼òñÿ îáçîð íàèáîëååïîäõîäÿùèõ äëÿ ýòîé öåëè NP -ïîëíûõ çàäà÷ è äåìîíñòðèðóåòñÿ èõ ïðèìå-íåíèå.Â ãë. 4 èçó÷àþòñÿ ïîäõîäû, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ òåîðèåé NP -ïîëíûõìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ áîëåå òùàòåëüíîãî àíàëèçà ñëîæíîñòè çàäà÷è, äëÿïîèñêà ¾ãðàíèöû¿ ìåæäó ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûìè ñëó÷àÿìè çàäà÷è èNP -ïîëíûìè.Â ãë. 5 ïîêàçàíî, êàê ìåòîäû, ïðèìåíÿåìûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà NP -ïîëíîòû, ìîæíî ïåðåíåñòè íà çàäà÷è äðóãîãî òèïà, ñ öåëüþ äîêàçàòü, ÷òîîíè ¾ñòîëü æå òðóäíû¿, êàê NP -ïîëíûå çàäà÷è. ×òîáû ïîìî÷ü ÷èòàòåëþðàçîáðàòüñÿ â ëèòåðàòóðå ïî òåîðèè NP -ïîëíûõ çàäà÷, ìû òàêæå ïðèâî-äèì êðàòêèé èñòîðè÷åñêèé îáçîð ðàçâèòèÿ îñíîâíûõ èäåé è èçìåíåíèé âòåðìèíîëîãèè.Â ãë. 6 îáñóæäàþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ðàáîòå ñ òðóäíîðåøàåìûìèçàäà÷àìè, îñîáåííî ìåòîä îòûñêàíèÿ ïî÷òè îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ñ ïîìî-ùüþ áûñòðûõ àëãîðèòìîâ. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû, äåìîíñòðèðóþùèå äîñòî-èíñòâà è íåäîñòàòêè ýòèõ ìåòîäîâ, à òàêæå èëëþñòðèðóåòñÿ ïðèìåíåíèåòåîðèè NP -ïîëíûõ çàäà÷ â ýòîé îáëàñòè.�ë. 7 èìååò öåëüþ ïîçíàêîìèòü ÷èòàòåëÿ ñ íåêîòîðûìè òåîðåòè÷åñêèìèðåçóëüòàòàìè è èäåÿìè, âîçíèêøèìè ïàðàëëåëüíî ñ òåîðèåé NP -ïîëíûõ çà-äà÷. Îáñóæäàþòñÿ ñëåäóþùèå âîïðîñû: ïîëèíîìèàëüíàÿ èåðàðõèÿ, òåîðèÿNP -ïîëíûõ çàäà÷, ïîëíîòà â êëàññå çàäà÷, ðàñïîçíàâàåìûõ ñ ïîëèíîìèàëü-íîé ïàìÿòüþ, è ¾ðåëÿòèâèçàöèÿ¿ ïðîáëåìû òðóäíîðåøàåìîñòè NP -ïîëíûõçàäà÷.Ïîñëåäíþþ òðåòü êíèãè ñîñòàâëÿåò ïðèëîæåíèå, â êîòîðîå âêëþ÷åíîáîëüøîå ÷èñëî NP -ïîëíûõ èëè áîëåå ñëîæíûõ çàäà÷, ñ ñîîòâåòñòâóþùè-ìè ïðèìå÷àíèÿìè. Â ñïèñêå çàäà÷ âûäåëåíû ðàçäåëû, ãäå ñîáðàíû çàäà÷èèç îïðåäåë¼ííûõ îáëàñòåé, íàïðèìåð òåîðèè ãðà�îâ, òåîðèè ðàñïèñàíèé,àëãåáðû è òåîðèè ÷èñåë, òåîðèè ïîêðûòèé è ðàçáèåíèé, ìàòåìàòè÷åñêîãî



26 �ëàâà 1. Âû÷èñëèò. ìàøèíû, ñëîæíîñòü è òðóäíîðåøàåìûå çàäà÷èïðîãðàììèðîâàíèÿ, òåîðèè ÿçûêîâ è àâòîìàòîâ, è ñàìûå ðàçíûå çàäà÷è, íåïîïàâøèå â ýòó êëàññè�èêàöèþ. Â í¼ì óêàçàíû òàêæå ññûëêè íà áëèçêèåçàäà÷è, âîïðîñ î ñëîæíîñòè êîòîðûõ îñòà¼òñÿ îòêðûòûì, ò.å. îòíîñèòåëüíîêîòîðûõ íå èçâåñòíî íè ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ, íè äîêàçà-òåëüñòâà NP -ïîëíîòû.



�ëàâà 2.Òåîðèÿ NP -ïîëíûõ çàäà÷Â íàñòîÿùåé ãëàâå èçëîæåí �îðìàëüíûé àïïàðàò òåîðèè NP -ïîëíûõ çà-äà÷. Äëÿ òîãî ÷òîáû ýòà òåîðèÿ ïðèîáðåëà ñòðîãèå ìàòåìàòè÷åñêèå ÷åðòû,íåîáõîäèìî ââåñòè �îðìàëüíûå ýêâèâàëåíòû ìíîãèõ èíòóèòèâíûõ ïîíÿ-òèé, íàïðèìåð òàêèõ, êàê ¾çàäà÷à¿ è ¾àëãîðèòì¿. Îäíà èç îñíîâíûõ öåëåéýòîé ãëàâû ñîñòîèò â âûÿâëåíèè ñâÿçè ìåæäó �îðìàëüíûìè òåðìèíàìè èèíòóèòèâíûìè ïîíÿòèÿìè, êîòîðûìè ÷àùå âñåãî ïîëüçóþòñÿ. Îâëàäåâ ýòîéñâÿçüþ, ìû ñìîæåì â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ âåñòè èçëîæåíèå ãëàâíûì îá-ðàçîì íà íå�îðìàëüíîì óðîâíå, îáðàùàÿñü ê �îðìàëüíîìó òîëüêî òîãäà,êîãäà ýòî íåîáõîäèìî, â ñòðîãèõ �îðìóëèðîâêàõ è äîêàçàòåëüñòâàõ.�ëàâà íà÷èíàåòñÿ ñ îáñóæäåíèÿ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâ è ïðåä-ñòàâëåíèÿ ýòèõ çàäà÷ â âèäå ¾ÿçûêîâ¿, ÷òî äà¼ò âîçìîæíîñòü îòîæäåñòâèòü¾ðåøåíèå¿ òàêîé çàäà÷è ñ ¾ðàñïîçíàâàíèåì¿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ÿçûêà. Â êà-÷åñòâå îñíîâíîé ìîäåëè ïðîöåññà âû÷èñëåíèÿ ïðèíÿòà îäíîëåíòî÷íàÿ ìà-øèíà Òüþðèíãà, êîòîðàÿ èñïîëüçóþòñÿ òàêæå äëÿ îïðåäåëåíèÿ êëàññà P(Polynomial � ïîëèíîìèàëüíûé) âñåõ ÿçûêîâ, äåòåðìèíèðîâàííî ðàñïîçíà-âàåìûõ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Ìàøèíà Òüþðèíãà çàòåì äîïîëíÿåòñÿãèïîòåòè÷åñêîé ñïîñîáíîñòüþ ¾óãàäûâàíèÿ¿, è ýòà äîïîëíåííàÿ ìîäåëü èñ-ïîëüçóåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êëàññàNP âñåõ ÿçûêîâ, ¾íåäåòåðìèíèðîâàííî¿ðàñïîçíàâàåìûõ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (Nondeterministi
ally Polynomial).Ïîñëå îáñóæäåíèÿ âçàèìîñâÿçè êëàññîâ P èNP îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå ïîëè-íîìèàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îäíîãî ÿçûêà â äðóãîé. Ýòî ïîíÿòèå ïðèìåíÿ-åòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàèáîëåå âàæíîãî êëàññà � êëàññà NP -ïîëíûõ çàäà÷.�ëàâà çàêàí÷èâàåòñÿ �îðìóëèðîâêîé è äîêàçàòåëüñòâîì �óíäàìåíòàëüíîéòåîðåìû Êóêà, êîòîðàÿ äà¼ò íàì ïåðâóþ NP -ïîëíóþ çàäà÷ó.2.1. Çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ, ÿçûêè è êîäèðîâà-íèåÈç ñîîáðàæåíèé óäîáñòâà òåîðèÿ NP -ïîëíûõ çàäà÷ ñòðîèòñÿ òîëüêî äëÿ çà-äà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâ. Òàêèå çàäà÷è, êàê áûëî óïîìÿíóòî â ãë. 1, èìå-



28 �ëàâà 2. Òåîðèÿ NP -ïîëíûõ çàäà÷þò òîëüêî äâà âîçìîæíûõ ðåøåíèÿ � ¾äà¿ èëè ¾íåò¿. Âûðàæàÿñü àáñòðàêò-íî, çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ � ñîñòîèò ïðîñòî èç äâóõ ìíîæåñòâ: ìíîæåñòâàD� âñåõ âîçìîæíûõ èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ è ìíîæåñòâà Y�(Y� � D�) èíäè-âèäóàëüíûõ çàäà÷ ñ îòâåòîì ¾äà¿. Îäíàêî ñîäåðæàòåëüíûå çàäà÷è ðàñïî-çíàâàíèÿ â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îáëàäàþò ðàçëè÷íûìè äîïîëíèòåëüíûìèñòðóêòóðíûìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûå áóäóò ó÷èòûâàòüñÿ íàìè ïðè îïèñàíèèçàäà÷.Ñòàíäàðòíàÿ �îðìà, êîòîðóþ ìû áóäåì ïðèìåíÿòü äëÿ îïèñàíèÿ çàäà÷,ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Â ïåðâîé ÷àñòè äà¼òñÿ îïèñàíèå óñëîâèÿ çàäà÷è âòåðìèíàõ ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò � ìíîæåñòâ, ãðà�îâ, �óíêöèé, ÷èñåë è ò.ä.Âî âòîðîé ÷àñòè â òåðìèíàõ óñëîâèÿ �îðìóëèðóåòñÿ âîïðîñ, ïðåäïîëàãàþ-ùèé îäèí èç äâóõ îòâåòîâ � ¾äà¿ èëè ¾íåò¿. Ýòî îïèñàíèå îïðåäåëÿåò ìíî-æåñòâà D� è Y� î÷åâèäíûì îáðàçîì. Èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à ïðèíàäëåæèòD� â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ñòàíäàðò-íîé �îðìû îïèñàíèÿ ïîäñòàíîâêîé êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé âî âñå êîìïîíåí-òû óñëîâèÿ. Èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à ïðèíàäëåæèò Y� â òîì è òîëüêî â òîìñëó÷àå, êîãäà îòâåòîì íà âîïðîñ çàäà÷è áóäåò ¾äà¿.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íèæå ïðèâåäåíà õîðîøî èçâåñòíàÿ çàäà÷à ðàñïîçíà-âàíèÿ èç òåîðèè ãðà�îâ.ÈÇÎÌÎ�ÔÈÇÌ ÏÎÄ��ÀÔÓ.ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû äâà ãðà�à: G1 = (V1; E1) è G2 = (V2; E2).ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî G1 ñîäåðæèò ïîäãðà�, èçîìîð�íûé G2? Äðó-ãèìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóþò ëè: (1) ïîäìíîæåñòâà V 0 � V1 è E0 � E1, òàêèå,÷òî jV 0j = jV2j, jE0j = jE2j, (2) âçàèìíî îäíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ f : V2 ! V 0,òàêàÿ, ÷òî fu; vg 2 E2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ff(u); f(v)g 2 E0?Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷å î êîììèâîÿæåðå, ìîæåòáûòü ñ�îðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅ�ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî C = f
1; 
2; :::, 
mg ¾ãîðîäîâ¿,¾ðàññòîÿíèå¿ d(
i; 
j) 2 Z+ äëÿ êàæäîé ïàðû ãîðîäîâ 
i; 
j 2 C è ãðàíèöàB 2 Z+ (çäåñü Z+ îáîçíà÷àåò ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà).ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ¾ìàðøðóò¿, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âñå ãîðîäà èçC1, äëèíà êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò B? Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò ëèïîñëåäîâàòåëüíîñòü < 
�(1); 
�(2); :::; 
�(m) > ýëåìåíòîâ C, òàêàÿ, ÷òîm�1Xi=1 d(
�(i); 
�(i+1)) + d(
�(m); 
�(1)) 6 B?Â äàëüíåéøåì âñòðåòèòñÿ ìíîãî äðóãèõ ïðèìåðîâ óïîòðåáëåíèÿ òàêîé�îðìû çàïèñè çàäà÷, íî è ýòèõ äâóõ äîñòàòî÷íî äëÿ óÿñíåíèÿ å¼ ñìûñëà.Âòîðîé ïðèìåð ñëóæèò òàêæå äëÿ èëëþñòðàöèè âàæíîãî ïðè¼ìà � ïîëó-÷åíèÿ èç îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ.Åñëè â îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷å ñðåäè âñåõ ñòðóêòóð äàííîãî òèïà èùåò-ñÿ ñòðóêòóðà, èìåþùàÿ ìèíèìàëüíóþ ¾ñòîèìîñòü¿ (íàïðèìåð, ñðåäè âñåõ



2.1. Çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ, ÿçûêè è êîäèðîâàíèå 29ìàðøðóòîâ èùåòñÿ ìàðøðóò ìèíèìàëüíîé äëèíû), òî ýòîé çàäà÷å ìîæ-íî ñîïîñòàâèòü çàäà÷ó ðàñïîçíàâàíèÿ, â êîòîðîé â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëü-íîãî ïàðàìåòðà �èãóðèðóåò ÷èñëîâàÿ ãðàíèöà B, à âîïðîñ ñòàâèòñÿ î ñó-ùåñòâîâàíèè ñòðóêòóðû äàííîãî òèïà, ñòîèìîñòü êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèòB (íàïðèìåð, ìàðøðóò äëèíû íå áîëåå B). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì çàäà÷àðàñïîçíàâàíèÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè. Äëÿ ýòîãîäîñòàòî÷íî óñëîâèå ¾íå ïðåâîñõîäèò¿ çàìåíèòü óñëîâèåì ¾íå ìåíüøå¿.Îòíîñèòåëüíî ïîäîáíîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó çàäà÷àìè ðàñïîçíàâàíèÿ èçàäà÷àìè îïòèìèçàöèè âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïîñêîëüêó çíà÷åíèå �óíêöèèëåãêî îöåíèòü, òî çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ íå ìîæåò áûòü ñëîæíåå ñîîòâåò-ñòâóþùåé çàäà÷è îïòèìèçàöèè. Åñëè äëÿ çàäà÷è î êîììèâîÿæåðå ìîæíî çàïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ íàéòè ìàðøðóò ìèíèìàëüíîé äëèíû, òî ñîâåðøåííîÿñíî, êàê çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ðåøèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷ó ðàñ-ïîçíàâàíèÿ. Äëÿ ýòîãî íóæíî òîëüêî íàéòè ìàðøðóò ìèíèìàëüíîé äëèíû,âû÷èñëèòü åãî äëèíó è ñðàâíèòü å¼ ñ çàäàííîé ãðàíèöåé B. Ïîýòîìó, åñëèóäàñòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅ� åñòü NP -ïîëíàÿ çàäà÷à (à ýòî âñàìîì äåëå òàê), òî îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî è îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷àî êîììèâîÿæåðå áóäåò ïî êðàéíåé ìåðå ñòîëü æå ñëîæíà. Òàêèì îáðàçîì,õîòÿ â òåîðèè NP -ïîëíûõ çàäà÷ ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî çàäà÷è ðàñïîçíà-âàíèÿ, âûâîäû ýòîé òåîðèè âïîëíå ïðèìåíèìû ê çàäà÷àì îïòèìèçàöèè. (Âãë. 5 áóäåò óñòàíîâëåíà áîëåå òåñíàÿ ñâÿçü ìåæäó çàäà÷àìè ðàñïîçíàâàíèÿ èçàäà÷àìè îïòèìèçàöèè. À èìåííî, áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ìíîãèå çàäà÷è ðàñïî-çíàâàíèÿ, è â ÷àñòíîñòè ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅ�, ¾íå ïðîùå¿ ñîîòâåòñòâóþùèõçàäà÷ îïòèìèçàöèè.)Êàê óæå ãîâîðèëîñü, òåîðèÿ NP -ïîëíûõ çàäà÷ îãðàíè÷èâàåòñÿ òîëüêîçàäà÷àìè ðàñïîçíàâàíèÿ. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿèìåþò î÷åíü åñòåñòâåííûé �îðìàëüíûé ýêâèâàëåíò, óäîáíûé äëÿ èçó÷å-íèÿ ìåòîäàìè òåîðèè âû÷èñëåíèé. Ýòîò ýêâèâàëåíò íàçûâàåòñÿ ¾ÿçûêîì¿è îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñèìâîëîâ � (íàçûâàåìîãî àë�àâèòîì)îáîçíà÷èì ÷åðåç �� ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ öåïî÷åê, ñîñòàâëåííûõ èçñèìâîëîâ àë�àâèòà �, òàêèå öåïî÷êè ìû áóäåì íàçûâàòü ñëîâàìè. Íàïðè-ìåð, åñëè � = f0; 1g, òî �� ñîñòîèò èç ïóñòîãî ñëîâà ¾"¿, à òàêæå ñëîâ 0,1, 00, 01, 10, 11, 000, 001 è âñåõ äðóãèõ êîíå÷íûõ ñëîâ, ñîñòîÿùèõ èç íóëåéè åäèíèö. Ëþáîå ïîäìíîæåñòâî L � �� áóäåì íàçûâàòü ÿçûêîì â àë�à-âèòå �. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî f01; 001; 111; 1101010g ÿâëÿåòñÿ ÿçûêîìâ àë�àâèòå f0; 1g. ßçûêàìè òàêæå ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâî äâîè÷íûõ çàïèñåéêâàäðàòîâ öåëûõ ÷èñåë è ñàìî ìíîæåñòâî f0; 1g�.Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó çàäà÷àìè ðàñïîçíàâàíèÿ è ÿçûêàìè óñòàíàâëèâàåò-ñÿ ñ ïîìîùüþ ñõåì êîäèðîâàíèÿ, êîòîðûå îáû÷íî ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ïðåä-ñòàâëåíèÿ èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è ïðè å¼ ðåøåíèè íà ÝÂÌ. Íàïîìíèì, ÷òîñõåìà êîäèðîâàíèÿ e çàäà÷è � îïèñûâàåò êàæäóþ èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷óèç � ïîäõîäÿùèì ñëîâîì â íåêîòîðîì �èêñèðîâàííîì àë�àâèòå �. Òàêèìîáðàçîì, çàäà÷à � è ñõåìà êîäèðîâàíèÿ e çàäà÷è � ðàçáèâàþò ñëîâà èç ��íà òðè êëàññà: ñëîâà, íå ÿâëÿþùèåñÿ êîäàìè èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ èç �;ñëîâà, ÿâëÿþùèåñÿ êîäàìè èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ èç � ñ îòðèöàòåëüíûì



30 �ëàâà 2. Òåîðèÿ NP -ïîëíûõ çàäà÷îòâåòîì íà âîïðîñ, è ñëîâà, ÿâëÿþùèåñÿ êîäàìè èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ èç� ñ ïîëîæèòåëüíûì îòâåòîì íà âîïðîñ. Òðåòèé êëàññ ñëîâ êàê ðàç è åñòüòîò ÿçûê, êîòîðûé ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå çàäà÷å � ïðè êîäèðîâàíèè e èîáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç L[�; e℄:L[�; e℄ = 8><>: � åñòü àë�àâèò ñõåìû êîäèðîâàíèÿ e;x 2 �� : à x� êîä èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷èI 2 Y� ïðè ñõåìå êîäèðîâàíèÿ e 9>=>; :Ïðè ïðèìåíåíèè �îðìàëüíîé òåîðèè NP -ïîëíîòû ê çàäà÷àì ðàñïîçíà-âàíèÿ áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåêîòîðûé ðåçóëüòàò èìååò ìåñòî äëÿ çàäà÷è �ïðè ñõåìå êîäèðîâàíèÿ e, åñëè ýòîò ðåçóëüòàò èìååò ìåñòî äëÿ ÿçûêà L[�; e℄.Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ñëåäóÿ îáùåïðèíÿòîé ïðàêòèêå, ìû íå âñåãäà áóäåìñîáëþäàòü âñå ýòè �îðìàëüíîñòè. Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî ¾ðàçóìíûìèñõåìàìè êîäèðîâàíèÿ¿, òî ïðè ââåäåíèè ëþáîãî íîâîãî ïîíÿòèÿ, èëè ñâîé-ñòâà, êîòîðîå �îðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ ÿçûêà, îíî �àêòè÷åñêè íå áóäåòçàâèñåòü îò ñïîñîáà êîäèðîâàíèÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè e è e0 � ëþáûåäâå ðàçóìíûå ñõåìû êîäèðîâàíèÿ çàäà÷è �, òî ðàññìàòðèâàåìîå ñâîéñòâîÿçûêîâ L[�; e℄ è L[�; e0℄ âûïîëíÿåòñÿ (èëè íå âûïîëíÿåòñÿ) äëÿ íèõ îäíî-âðåìåííî. Ýòî ïîçâîëÿåò, íå óêàçûâàÿ ÿâíî ñõåìû êîäèðîâàíèÿ, ãîâîðèòüíå�îðìàëüíî î òîì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå ñâîéñòâî äëÿ çàäà÷è � âûïîëíÿ-åòñÿ èëè íå âûïîëíÿåòñÿ. Îäíàêî ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòîãî ñîãëàøåíèÿ ìûáóäåì ïîäðàçóìåâàòü, ÷òî â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ìîæíî áûëî áû óêàçàòüòàêóþ ñõåìó êîäèðîâàíèÿ e, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿÿçûêà L[�; e℄.Çàìåòèì, ÷òî åñëè âåñòè èçëîæåíèå â ñòèëå, íå çàâèñÿùåì îò êîäèðî-âàíèÿ, òî òåðÿåòñÿ ñâÿçü ñ �îðìàëüíûì ïîíÿòèåì ¾äëèíà âõîäà¿. Ïîýòîìóíåîáõîäèì íåêîòîðûé ïàðàìåòð, ÷åðåç êîòîðûé ìîæíî âûðàçèòü âðåìåíí�yþñëîæíîñòü. Óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñ êàæäîé çàäà÷åé ðàñïîçíàâàíèÿ ñâÿçàíàíå çàâèñÿùàÿ îò ñõåì êîäèðîâàíèÿ �óíêöèÿ Length : D� ! Z+, êîòîðàÿ¾ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíà¿ äëèíå êîäà èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è, ïîëó-÷àåìîé ïðè ëþáîé ðàçóìíîé ñõåìå êîäèðîâàíèÿ. Ïîëèíîìèàëüíàÿ ýêâèâà-ëåíòíîñòü ïîíèìàåòñÿ â ñëåäóþùåì ñìûñëå: äëÿ ëþáîé ðàçóìíîé ñõåìûêîäèðîâàíèÿ e çàäà÷è � ñóùåñòâóþò äâà ïîëèíîìà p è p0, òàêèå, ÷òî åñëèI 2 D è ñëîâî x åñòü êîä èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è I ïðè êîäèðîâàíèè e, òîLength[I ℄ 6 p(jxj) è jxj 6 p0(Lengrh[I ℄), ãäå jxj � äëèíà ñëîâà x. Íàïðèìåð,â çàäà÷å ÈÇÎÌÎ�ÔÈÇÌ ÏÎÄ��ÀÔÓ ìîæíî ïîëîæèòüLength[I ℄ = jV1j+ jV2j;G1 = (V1; E1) è G2 = (V2; E2) � ãðà�û, îáðàçóþùèå ðàññìàòðèâàåìóþ èí-äèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó. Â çàäà÷å ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅ� ìîæíî ïîëîæèòüLength[I ℄ = m+ dlog 2Be+maxfdlog 2d(
i; 
j)e : 
i; 
j 2 Cg:Òàê êàê ëþáûå äâå ðàçóìíûå ñõåìû êîäèðîâàíèÿ çàäà÷è � äàþò ïîëèíî-ìèàëüíî ýêâèâàëåíòíûå äëèíû âõîäîâ, òî äèàïàçîí äëÿ âûáîðà �óíêöèè



2.1. Çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ, ÿçûêè è êîäèðîâàíèå 31Length î÷åíü øèðîê, à ïîëó÷àåìûå ðåçóëüòàòû áóäóò âåðíû äëÿ ëþáîé�óíêöèè Length, óäîâëåòâîðÿþùåé ñ�îðìóëèðîâàííûì âûøå óñëîâèÿì.Ïëîäîòâîðíîñòü òàêîãî íå�îðìàëüíîãî, íå çàâèñÿùåãî îò êîäèðîâàíèÿïîäõîäà ñâÿçàíà, êîíå÷íî, ñ ñîãëàøåíèåì î òîì, ÷òî èìåííî ïîíèìàåòñÿïîä ¾ðàçóìíîé ñõåìîé êîäèðîâàíèÿ¿. Îáû÷íî ñõåìó êîäèðîâàíèÿ ñ÷èòàþò¾ðàçóìíîé¿, åñëè îíà äîñòàòî÷íî ¾ñæàòàÿ¿ è ¾äîïóñêàåò äåêîäèðîâàíèå¿.Ñîäåðæàíèå ïîíÿòèÿ ¾ñæàòîå¿ ñâÿçàíî ñ óñëîâèÿìè, ñ�îðìóëèðîâàííûìèâ ãë. 1. ¾Ñæàòîñòü¿ íóæíà äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðè êîäèðîâàíèè èíäèâèäóàëü-íîé çàäà÷è ñîõðàíÿëàñü å¼ åñòåñòâåííàÿ êðàòêîñòü, ïðèñóùàÿ çàïèñè çàäà-÷è, êîãäà å¼ ðåøàþò íà ÝÂÌ, è íå äîïóñêàëîñü èñêóññòâåííîå ¾ðàçäóâàíèå¿âõîäà. �àçäóâàíèå ìîæåò, íàïðèìåð, ïðèâåñòè ê òàêîìó óâåëè÷åíèþ äëèíûâõîäà, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíûé àëãîðèòì ïðåâðàòèòüñÿ íååñòåñòâåííûì îá-ðàçîì â ïîëèíîìèàëüíûé. Ñìûñë ïîíÿòèÿ ¾äåêîäèðóåìîñòü¿ çàêëþ÷àåòñÿâ òîì, ÷òîáû ïî äàííîé êîìïîíåíòå óñëîâèÿ çàäà÷è ìîæíî áûëî áû óêà-çàòü àëãîðèòì ñ ïîëèíîìèàëüíûì âðåìåíåì ðàáîòû, êîòîðûé èç ëþáîãîçàäàííîãî êîäà èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è ïîçâîëÿë áû èçâëå÷ü îïèñàíèå ýòîéêîìïîíåíòû.Ïðèâåä¼ííîå âûøå óòî÷íåíèå ïîíÿòèÿ ¾ðàçóìíîå êîäèðîâàíèå¿, êîíå÷-íî, íå ÿâëÿåòñÿ �îðìàëüíûì îïðåäåëåíèåì. Íàì íå èçâåñòåí äàæå óäîâëå-òâîðèòåëüíûé ñïîñîá, êàê äàòü òàêîå îïðåäåëåíèå. Õîòÿ ìíåíèÿ áîëüøèí-ñòâà ëþäåé îòíîñèòåëüíî ðàçóìíîñòè èëè íåðàçóìíîñòè êîíêðåòíîãî êî-äèðîâàíèÿ òîé èëè èíîé çàäà÷è ñîâïàäàþò, îòñóòñòâèå �îðìàëüíîãî îïðå-äåëåíèÿ âûçûâàåò íåêîòîðûå íåóäîáñòâà. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòèõ íåóäîáñòâìîæíî áûëî áû ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû óñëîâèå çàäà÷è âñåãäà ñîñòîÿëî èç �èê-ñèðîâàííîãî íàáîðà îñíîâíûõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îáúåêòîâ. Ìû íåáóäåì çäåñü íàêëàäûâàòü ýòîãî òðåáîâàíèÿ. Îäíàêî äëÿ óòî÷íåíèÿ òîãî, ÷òîìû èìååì â âèäó, ãîâîðÿ î ¾ðàçóìíîé ñõåìå êîäèðîâàíèÿ¿, äàäèì êðàòêîåîïèñàíèå (êîòîðîå ïðè ïåðâîì ÷òåíèè ìîæíî îïóñòèòü) îäíîãî èç ñïîñîáîâîïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîé ñõåìû êîäèðîâàíèÿ.Ýòà ñòàíäàðòíàÿ ñõåìà êîäèðîâàíèÿ îòîáðàæàåò èíäèâèäóàëüíûå çàäà÷èâ ïðàâèëüíî ïîñòðîåííûå ñëîâà (ÏÏÑ)1 â àë�àâèòå  = f0; 1;�; [; ℄; (; ); g.ÏÏÑ îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî:(1) Äâîè÷íàÿ çàïèñü öåëîãî ÷èñëà k, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê ñëîâî, ñîñòî-ÿùåå èç íóëåé è åäèíèö (ñî çíàêîì ¾�¿ ïåðåä ñëîâîì, åñëè k îòðèöàòåëüíî),åñòü ÏÏÑ, ïðåäñòàâëÿþùåå öåëîå ÷èñëî k.(2) Åñëè x åñòü ÏÏÑ, ïðåäñòàâëÿþùåå öåëîå ÷èñëî k, òî [x℄ åñòü ÏÏÑ, êî-òîðîå ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ êàê ¾èìÿ¿ (íàïðèìåð, ¾èìÿ¿ âåðøèíû ãðà�à,ýëåìåíòà ìíîæåñòâà èëè ãîðîäà â çàäà÷å î êîììèâîÿæåðå).(3) Åñëè x1; x2; :::; xm � ïðàâèëüíî ïîñòðîåííûå ñëîâà, ïðåäñòàâëÿþùèåîáúåêòû X1; X2; :::; Xm, òî (x1; x2; :::; xm) åñòü ÏÏÑ, ïðåäñòàâëÿþùåå ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü <X1; X2; :::; Xm>.Äëÿ óêàçàíèÿ ñõåìû êîäèðîâàíèÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ,ïðåäñòàâëåííîé â íàøåé ñòàíäàðòíîé çàïèñè, çàìåòèì, ÷òî åñëè êàæäàÿ1Â îðèãèíàëå stru
tured strings, ÷òî â áóêâàëüíîì ïåðåâîäå îçíà÷àåò ñòðóêòóðèðî-âàííûå öåïî÷êè (ñèìâîëîâ àë�àâèòà). � Ïðèì. ðåä.



32 �ëàâà 2. Òåîðèÿ NP -ïîëíûõ çàäà÷êîìïîíåíòà (èëè îáúåêò) óñëîâèÿ ïðåäñòàâëåíà íåêîòîðûì ÏÏÑ, òî âñåóñëîâèÿ ìîæíî çàêîäèðîâàòü, ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì (3). Òàêèì îáðàçîì, äî-ñòàòî÷íî óêàçàòü ñïîñîá êîäèðîâàíèÿ îáúåêòà êàæäîãî òèïà. Ïðè ýòîì ìûîãðàíè÷èìñÿ öåëûìè ÷èñëàìè, ¾ýëåìåíòàìè áåç ñòðóêòóðû¿ (âåðøèíû ãðà-�à, ýëåìåíòû ìíîæåñòâà, ãîðîäà è ò.ä.), ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè, ìíîæåñòâà-ìè, ãðà�àìè, êîíå÷íûìè �óíêöèÿìè è ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè.Ïðàâèëà (1) è (3) óêàçûâàþò, êàê êîäèðîâàòü öåëûå ÷èñëà è ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè. Äëÿ êîäèðîâàíèÿ ýëåìåíòîâ áåç ñòðóêòóðû, ïðèñâîèì èì, ñîãëàñ-íî ïðàâèëó (2), ðàçëè÷íûå ¾èìåíà¿, ñîáëþäàÿ ïðè ýòîì ñëåäóþùåå óñëîâèå:åñëè èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à ñîäåðæèò íå áîëåå N ýëåìåíòîâ áåç ñòðóêòó-ðû, òî èñïîëüçóþòñÿ èìåíà, âåëè÷èíà êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò N . Îáúåêòûîñòàëüíûõ ÷åòûð¼õ òèïîâ êîäèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.Ìíîæåñòâî îáúåêòîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâîëüíî óïîðÿäî÷åí-íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè < X1; X2; :::; Xm > ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà èêîäèðóåòñÿ ÏÏÑ, ñîîòâåòñòâóþùèì ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.�ðà� ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V è ìíîæåñòâîì ð¼áåð E êîäèðóåòñÿ ÏÏÑ(x; y), ãäå x è y åñòü ÏÏÑ, ïðåäñòàâëÿþùèå ìíîæåñòâà V è E ñîîòâåòñòâåí-íî (ýëåìåíòàìè E ÿâëÿþòñÿ äâóõýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà V , îáðàçóþùèåð¼áðà).Êîíå÷íàÿ �óíêöèÿ f : fu1; u2; :::; umg ! W êîäèðóåòñÿ ÏÏÑ ((x1; y1),(x2; y2), ...,(xm; ym)), ãäå xi � ÏÏÑ äëÿ îáúåêòà ui, à yi � ÏÏÑ äëÿ îáúåêòàf(ui) 2 W , l 6 i 6 m.�àöèîíàëüíîå ÷èñëî q êîäèðóåòñÿ ÏÏÑ (x; y), ãäå x è y � ÏÏÑ äëÿ öåëûõ÷èñåë a è b, òàêèõ, ÷òî a=b = q è íàèáîëüøèõ îáùèé äåëèòåëü a è b ðàâåí 1.Ïðèâåä¼ííûé âûøå ñïèñîê êîäîâ îáúåêòîâ äîâîëüíî õîðîøî èëëþñòðè-ðóåò ïîíÿòèå ðàçóìíîãî êîäèðîâàíèÿ. Åãî äîñòàòî÷íî â áîëüøèíñòâå âñòðå-÷àþùèõñÿ ñëó÷àåâ, õîòÿ èíîãäà áûëî áû óäîáíåå èìåòü áîëåå øèðîêèé ñïè-ñîê òèïîâ îáúåêòîâ. Îäíàêî äëÿ îïèñàíèÿ óñëîâèé çàäà÷ ìîæíî, íå óìåíü-øàÿ îáùíîñòè, îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî ïåðå÷èñëåííûìè îáúåêòàìè, ïîòîìó÷òî äðóãèå òèïû îáúåêòîâ âñåãäà ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç îáúåêòû,ïåðå÷èñëåííûå âûøå.Îòìåòèì, ÷òî óêàçàííûõ ðåöåïòîâ íå õâàòàåò äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðî-èòü îäèí�åäèíñòâåííûé êîä äëÿ êàæäîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è, íî âïîëíåäîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ëþáîå ÏÏÑ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êîäîì çàäà÷è, îá-ëàäàëî îïðåäåë¼ííûìè ñòðóêòóðíûìè îñîáåííîñòÿìè. Èçìåíåíèå èì¼í èñ-õîäíûõ ýëåìåíòîâ èëè ïîðÿäêà ýëåìåíòîâ ïðè îïèñàíèè ìíîæåñòâà ìîæåòïðèâåñòè ê òîìó, ÷òî îäíà è òà æå èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à áóäåò êîäèðî-âàòüñÿ ðàçëè÷íûìè ïðàâèëüíî ïîñòðîåííûìè ñëîâàìè. Â äåéñòâèòåëüíîñòèíå èìååò çíà÷åíèÿ, êàêèìè ÏÏÑ çàêîäèðîâàíà äàííàÿ èíäèâèäóàëüíàÿ çà-äà÷à, òàê êàê ëþáîå ñëîâî ìîæíî äåêîäèðîâàòü è ïîëó÷èòü ñóùåñòâåííûåêîìïîíåíòû èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è. Ýòà âîçìîæíîñòü ó÷òåíà â äàííûõ âû-øå îïðåäåëåíèÿõ, íàïðèìåð, ïðè êîäèðîâàíèè e êàæäàÿ èíäèâèäóàëüíàÿçàäà÷à èç � ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà íåñêîëüêî ðàç â ÿçûêå L[�; e℄ êîäîâèíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ ñ ïîëîæèòåëüíûì îòâåòîì íà âîïðîñ.Ïðåæäå ÷åì ïðîäîëæèòü îáñóæäåíèå, íàïîìíèì, ÷òî ñòàíäàðòíàÿ ñõå-ìà êîäèðîâàíèÿ ïðèâåäåíà ñ öåëüþ èëëþñòðàöèè âîçìîæíûõ îïðåäåëåíèé



2.2. Äåòåðìèíèðîâàííûå ìàøèíû Òüþðèíãà è êëàññ P 33ñòàíäàðòíûõ ñõåì êîäèðîâàíèÿ; îíà òàêæå ñëóæèò ïðèìåðîì ¾ðàçóìíîé¿ñõåìû êîäèðîâàíèÿ. Íè÷òî íå ìåøàåò âîñïîëüçîâàòüñÿ êàêîé-íèáóäü äðóãîéñõåìîé êîäèðîâàíèÿ èëè ïîñòðîèòü äëÿ êàæäîé èíòåðåñóþùåé íàñ çàäà÷èñâîþ ñõåìó êîäèðîâàíèÿ.Åñëè âûáðàííàÿ ñõåìà êîäèðîâàíèÿ ¾ýêâèâàëåíòíà¿ óêàçàííîé âûøå (âòîì ñìûñëå, ÷òî ñóùåñòâóþò àëãîðèòìû ñ ïîëèíîìèàëüíûì âðåìåíåì ðà-áîòû, ïåðåâîäÿùèå êîäû èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ ïðè îäíîé ñõåìå êîäèðîâà-íèÿ â êîäû ýòèõ æå çàäà÷ ïðè äðóãîé è îáðàòíî), òî ýòà ñõåìà êîäèðîâà-íèÿ òàêæå áóäåò ¾ðàçóìíîé¿. Åñëè âûáðàòü ñõåìó êîäèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ âýòîì ñìûñëå íå ýêâèâàëåíòíà ïðèâåä¼ííîé âûøå, òî ìîæíî ïî-ïðåæíåìóäîêàçûâàòü ðàçëè÷íûå ðåçóëüòàòû îòíîñèòåëüíî ýòîé ñõåìû êîäèðîâàíèÿ,îäíàêî äëÿ �îðìóëèðîâêè ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ óæå íåëüçÿ áóäåò ïîëü-çîâàòüñÿ íåçàâèñèìîé îò êîäèðîâàíèÿ òåðìèíîëîãèåé. Â íàñòîÿùåé êíèãåìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî ðàçóìíûìè ñõåìàìè êîäèðîâàíèÿ.2.2. Äåòåðìèíèðîâàííûå ìàøèíû Òüþðèíãà èêëàññ PÄëÿ òîãî ÷òîáû �îðìàëèçîâàòü ïîíÿòèå ¾àëãîðèòì¿, íåîáõîäèìî çà�èêñè-ðîâàòü îïðåäåë¼ííóþ ìîäåëü ïðîöåññà âû÷èñëåíèÿ. Äàëåå òàêîé ìîäåëüþáóäåò ñëóæèòü äåòåðìèíèðîâàííàÿ îäíîëåíòî÷íàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà (ñî-êðàù¼ííî ÄÌÒ), êîòîðàÿ ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2.1.

�èñ. 2..1: ¾Ìàøèíà Òüþðèíãà¿Ìàøèíà Òüþðèíãà ñîñòîèò èç óïðàâëÿþùåãî óñòðîéñòâà ñ êîíå÷íûì÷èñëîì ñîñòîÿíèé, ÷èòàþùåé/ ïèøóùåé ãîëîâêè, êîòîðàÿ ìîæåò ñ÷èòû-âàòü è çàïèñûâàòü ñèìâîëû è íåîãðàíè÷åííîé â îáå ñòîðîíû ëåíòû, ðàçäå-ë¼ííîé íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî îäèíàêîâûõ ÿ÷ååê, çàíóìåðîâàííûõ öåëûìè÷èñëàìè ..., -2, -1, 0, 1, 2, 3, ... .



34 �ëàâà 2. Òåîðèÿ NP -ïîëíûõ çàäà÷Ïðîãðàììà äëÿ ÄÌÒ, èëè ÄÌÒ-ïðîãðàììà, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìèêîìïîíåíòàìè:1. êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì � ñèìâîëîâ, êîòîðûå çàïèñûâàþòñÿ íà ëåíòå,ïîäìíîæåñòâîì � � � âõîäíûõ ñèìâîëîâ è âûäåëåííûì ïóñòûì ñèìâîëîìb � � n�;2. êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé Q, â êîòîðîì âûäåëåíû íà÷àëüíîåñîñòîÿíèå q0 è äâà çàêëþ÷èòåëüíûõ ñîñòîÿíèÿ qY ; qN 2);3. �óíêöèåé ïåðåõîäà Æ : (Q n fqY ; qNg)� �! Q� �f�1; 1g.�àáîòà ïðîãðàììû îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âõîäîì äëÿ äå-òåðìèíèðîâàííîé ïðîãðàììû ÿâëÿåòñÿ ñëîâî x 2 ��. Ñëîâî çàïèñûâàåòñÿíà ëåíòå â ÿ÷åéêàõ ñ íîìåðàìè 1; 2; :::; jxj ïî îäíîìó ñèìâîëó â ÿ÷åéêå. Âñåäðóãèå ÿ÷åéêè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñîäåðæàò ïóñòîé ñèìâîë è íà-çûâàþòñÿ ïóñòûìè. Ïðîãðàììà íà÷èíàåò ðàáîòó, íàõîäÿñü â ñîñòîÿíèè q0,ïðè ýòîì ÷èòàþùàÿ/ïèøóùàÿ ãîëîâêà íàõîäèòñÿ íàä ÿ÷åéêîé ñ íîìåðîì 1.Äàëåå ïðîöåññ âû÷èñëåíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî, øàã çà øà-ãîì. Åñëè òåêóùåå ñîñòîÿíèå q åñòü qY èëè qN , òî ïðîöåññ âû÷èñëåíèé çà-êàí÷èâàåòñÿ, ïðè ýòîì ðåçóëüòàòîì áóäåò ¾äà¿, åñëè q = qY , è íåò, åñëèq = qN . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òåêóùåå ñîñòîÿíèå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâóQ fqY ; qNg, ïðè ýòîì ãîëîâêà ÷èòàåò íà ëåíòå íåêîòîðûé ñèìâîë s 2 � èîïðåäåëåíî çíà÷åíèå Æ(q; s). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Æ(q; s) = Æ(q0; s0;�). Â ýòîìñëó÷àå ãîëîâêà ñòèðàåò s, ïèøåò íà ýòîì ìåñòå s0 è ñäâèãàåòñÿ íà îäíóÿ÷åéêó âëåâî, åñëè � = �1, èëè íà îäíó ÿ÷åéêó âïðàâî, åñëè � = +1.Îäíîâðåìåííî óïðàâëÿþùåå óñòðîéñòâî ïåðåõîäèò èç ñîñòîÿíèÿ q â q0. Íàýòîì çàêàí÷èâàåòñÿ îäèí ¾øàã¿ ïðîöåññà âû÷èñëåíèÿ, è ïðîãðàììà ãîòîâàê âûïîëíåíèþ ñëåäóþùåãî øàãà (åñëè òàêîâîé èìååòñÿ).Ïðèìåð ïðîñòîé ÄÌÒ-ïðîãðàììû M ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 2.2. Ôóíêöèÿïåðåõîäà Æ îïðåäåëåíà òàáëèöåé, ãäå âåëè÷èíà, çàïèñàííàÿ â 
-é ñòðîêå ès-ì ñòîëáöå, åñòü çíà÷åíèå Æ(q; s). �èñ. 2.3 èëëþñòðèðóåò âû÷èñëåíèå ïîïðîãðàììå M ïðè âõîäå x = 10100; çäåñü óêàçàíû ñîñòîÿíèå, ðàñïîëîæåíèåãîëîâêè è ñîäåðæèìîå íåïóñòûõ ÿ÷ååê ëåíòû äî è ïîñëå êàæäîãî øàãà.Çàìåòèì, ÷òî ýòî âû÷èñëåíèå ïîñëå âîñüìè øàãîâ îêàí÷èâàåòñÿ â ñî-ñòîÿíèè qY , ïîýòîìó íà âõîäå 10100 îòâåòîì áóäåò ¾äà¿. Â îáùåì ñëó÷àåáóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîãðàììà M , èìåþùàÿ âõîäíîé àë�àâèò �, ïðèíè-ìàåò x 2 �� â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà, áóäó÷è ïðèìåí¼ííîé êîâõîäó x, îíà îñòàíàâëèâàåòñÿ â ñîñòîÿíèè qY . ßçûê LM , ðàñïîçíàâàåìûéïðîãðàììîé M , çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:LM = fx 2 �� :M ïðèíèìàåò xg:Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðîãðàììà, ïðåäñòàâëåííàÿ íà ðèñ. 2.2, ðàñïîçíà¼òÿçûê fx 2 f0; 1g�: äâà ïîñëåäíèõ ñèìâîëà ñëîâà x ÿâëÿþòñÿ íóëÿìèg.� = f0; 1; bg; � = f0; 1gQ = fq0; q1; q2; q3; qY ; qNg2Îò ñëîâ Yes � äà, No � íåò. � Ïðèì. ïåðåâ.



2.2. Äåòåðìèíèðîâàííûå ìàøèíû Òüþðèíãà è êëàññ P 35q 0 1 bq0 (q0; 0;+1) (q0; 1;+1) (q1; b;�1)q1 (q2; b;�1) (q3; b;�1) (qN ; b;�1)q2 (qY ; b;�1) (qN ; b;�1) (qN ; b;�1)q3 (qN ; b;�1) (qN ; b;�1) (qN ; b;�1)Æ(q; s)�èñ. 2.2. Ïðèìåð ÄÌÒ-ïðîãðàììû M = (�; Q; Æ).rq0 : . . . b 1 0 1 0 0 b . . .rq0 : . . . b 1 0 1 0 0 b . . .rq0 : . . . b 1 0 1 0 0 b . . .rq0 : . . . b 1 0 1 0 0 b . . .rq0 : . . . b 1 0 1 0 0 b . . .rq0 : . . . b 1 0 1 0 0 b . . .rq1 : . . . b 1 0 1 0 0 b . . .rq2 : . . . b 1 0 1 0 b b . . .rqy : . . . b 1 0 1 b b b . . .�èñ. 2.3. Âû÷èñëåíèå ïî ïðîãðàììå M (ñì. ðèñ. 2.2) ïðè âõîäå 10100.Îòìåòèì, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå ðàñïîçíàâàíèÿ ÿçûêà íå òðåáóåò, ÷òîáûïðîãðàììà M îñòàíàâëèâàëàñü ïðè âñåõ âõîäàõ èç ��; M îáÿçàíà îñòàíàâ-ëèâàòüñÿ ëèøü ïðè âõîäàõ èç LM . Åñëè x ïðèíàäëåæèò �� nLM , òî ðàáîòàïðîãðàììû M íà x ìîæåò ëèáî çàêîí÷èòüñÿ â ñîñòîÿíèè qN , ëèáî ìîæåòáåñêîíå÷íî ïðîäîëæàòüñÿ áåç îñòàíîâêè. Îäíàêî ÄÌÒ-ïðîãðàììà, ñîîòâåò-ñòâóþùàÿ íàøåìó ïîíèìàíèþ àëãîðèòìà, äîëæíà îñòàíàâëèâàòüñÿ íà âñåõñëîâàõ âõîäíîãî àë�àâèòà. Â ýòîì ñìûñëå ïðîãðàììà íà ðèñ. 2.2 ÿâëÿåòñÿàëãîðèòìè÷åñêîé, òàê êàê, íà÷èíàÿ ðàáîòàòü íà ëþáîì ñëîâå èç ñèìâîëîâ 0è 1, îíà áóäåò îñòàíàâëèâàòüñÿ.Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ¾ðàñïîçíàâàíèåì¿ ÿçûêîâ è ¾ðåøåíèåì¿ çàäà÷ ðàñ-ïîçíàâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÄÌÒ-ïðîãðàììà M ðåøàåò çàäà÷ó ðàñïîçíàâàíèÿ � ïðè êîäèðîâàíèè e, åñëèM îñòàíàâëèâàåòñÿ íà âñåõ ñëîâàõ, ñîñòàâëåííûõ èç áóêâ âõîäíîãî àë�àâè-òà, è LM = L[�; e℄. Ïðîãðàììà íà ðèñ. 2.2 èëëþñòðèðóåò ýòî ñîîòâåòñòâèå.�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ðàñïîçíàâàíèÿ èç òåîðèè ÷èñåë:ÄÅËÈÌÎÑÒÜ ÍÀ ×ÅÒÛ�Å



36 �ëàâà 2. Òåîðèÿ NP -ïîëíûõ çàäà÷ÓÑËÎÂÈÅ. Äàíî ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî N .ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëîm, òàêîå, ÷òî N =4m?Ïðè ñòàíäàðòíîì êîäèðîâàíèè öåëîå ÷èñëî N ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëîâîì èç0 è 1, ò.å. äâîè÷íîé çàïèñüþ ýòîãî ÷èñëà. Òàê êàê ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëîäåëèòñÿ íà 4 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñëåäíèå äâå öè�ðû äâîè÷íîéçàïèñè ýòîãî ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè, òî ïðîãðàììà, èçîáðàæ¼ííàÿ íà ðèñ.2.2., ¾ðåøàåò¿ ïðè íàøåì ñòàíäàðòíîì êîäèðîâàíèè çàäà÷ó ÄÅËÈÌÎÑÒÜÍÀ ×ÅÒÛ�Å.Çàìåòèì äëÿ äàëüíåéøåãî, ÷òî ÄÌÒ-ïðîãðàììîé ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿòàêæå è äëÿ âû÷èñëåíèÿ �óíêöèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîãðàììà M , èìå-þùàÿ âõîäíîé àë�àâèò � è ëåíòî÷íûé àë�àâèò �, îñòàíàâëèâàåòñÿ ïðèëþáîì âõîäå èç ��. Òîãäà M âû÷èñëÿåò �óíêöèþ fM : �� ! ��, êî-òîðàÿ äëÿ êàæäîãî x 2 �� îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè ïðî-ãðàììà M , íà÷èíàÿ ðàáîòàòü ïðè âõîäå x, îñòàíàâëèâàåòñÿ, òî â êà÷åñòâåfM (x) áåð¼òñÿ ñëîâî, ñîñòàâëåííîå èç ñèìâîëîâ, çàïèñàííûõ ïîñëå îñòàíîâ-êè ìàøèíû â ÿ÷åéêàõ ñ íîìåðàìè 1, 2, 3, ..., âêëþ÷àÿ ïîñëåäíþþ íåïóñòóþÿ÷åéêó. Ïðîãðàììà M , ïðåäñòàâëåííàÿ íà ðèñ. 2.2, âû÷èñëÿåò �óíêöèþfM : f0; 1g� ! f0; 1; bg�, êîòîðàÿ îòîáðàæàåò êàæäîå ñëîâî x 2 f0; 1g� âñëîâî fM (x), ïîëó÷àåìîå èç x óäàëåíèåì äâóõ êðàéíèõ ñïðàâà ñèìâîëîâ(åñëè jxj < 2, òî M âûäà¼ò â êà÷åñòâå fM (x) ïóñòîå ñëîâî).Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ÄÌÒ-ïðîãðàììû ñïîñîáíû ðåøàòü çàäà÷è ãîðàç-äî áîëåå ñëîæíûå, ÷åì â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå. Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî ÄÌÒèìååò òîëüêî îäíó ïîñëåäîâàòåëüíóþ ëåíòó è íà êàæäîì øàãå ìîæåò âû-ïîëíÿòü âåñüìà îãðàíè÷åííóþ ðàáîòó, ÄÌÒ-ïðîãðàììà ìîæåò áûòü ñîñòàâ-ëåíà òàê, ÷òî îíà âûïîëíèò (õîòÿ è ãîðàçäî ìåäëåííåå) ëþáîå âû÷èñëåíèå,âûïîëíèìîå îáû÷íîé ÝÂÌ. ×èòàòåëþ, êîòîðûé èíòåðåñóåòñÿ òåì, êàê ýòîäåëàåòñÿ, ìîæíî ïîñîâåòîâàòü íåñêîëüêî õîðîøèõ ðàáîò, íàïðèìåð [388℄ èëè[215℄. ×èòàòåëÿ, êîòîðûé ýòèì íå èíòåðåñóåòñÿ, ìîæíî óñïîêîèòü òåì, ÷òîâ äàííîé êíèãå íå òðåáóåòñÿ óìåíèå ïðîãðàììèðîâàòü íà ÄÌÒ. Ââåäåíèåìîäåëè ÄÌÒ îáúÿñíÿåòñÿ òîëüêî íåîáõîäèìîñòüþ äàòü �îðìàëüíûé ýêâè-âàëåíò ïîíÿòèþ àëãîðèòìà è òåì ñàìûì çàëîæèòü îñíîâó äëÿ îñòàëüíûõîïðåäåëåíèé.Òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ¾âðåìåíí�aÿ ñëîæíîñòü¿. Âðåìÿ, òðå-áóåìîå ÄÌÒ-ïðîãðàììîéM äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðè âõîäå x, åñòü ÷èñëî øàãîâ,âûïîëíÿåìûõ äî ìîìåíòà îñòàíîâêè. Åñëè ïðîãðàììà M îñòàíàâëèâàåòñÿíà âñåõ âõîäàõ x 2 ��, òî âðåìåíí�yþ ñëîæíîñòü TM : Z+ ! Z+ ýòîé ïðî-ãðàììû ìîæíî îïðåäåëèòü òàê:TM (n) = max8><>: ñóùåñòâóåò òàêîå ñëîâî x 2 ��; jxj = n;m : ÷òî âû÷èñëåíèå ïî ïðîãðàììå Míà âõîäå x òðåáóåò âðåìåíè m 9>=>; :Äåòåðìèíèðîâàííàÿ ïðîãðàììà M íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé ÄÌÒ-ïðîãðàììîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ïîëèíîì p, ÷òî äëÿ âñåõ n 2 Z+, TM (n) 6



2.3. Íåäåòåðìèíèðîâàííîå âû÷èñëåíèå è êëàññ NP 37p(n).Òåïåðü ìîæíî �îðìàëüíî îïðåäåëèòü ïåðâûé âàæíûé êëàññ ÿçûêîâ �êëàññ P . Îí îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:P = fL: ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíàÿ ÄÌÒ-ïðîãðàììà M , äëÿ êîòîðîéL = LMgÁóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ � ïðèíàäëåæèò êëàññó Pïðè êîäèðîâàíèè e, åñëè L[�; e℄ 2 P , ò.å. ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíàÿ ÄÌÒ-ïðîãðàììà, êîòîðàÿ ¾ðåøàåò¿ çàäà÷ó � ïðè êîäèðîâàíèè e. Ó÷èòûâàÿ ïðè-âåä¼ííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ îá ýêâèâàëåíòíîñòè ðàçóìíûõ êîäèðîâàíèé,ìû îáû÷íî íå áóäåì ïðèâîäèòü êîíêðåòíûå ñõåìû êîäèðîâàíèÿ è áóäåìïðîñòî ãîâîðèòü, ÷òî çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ � ïðèíàäëåæèò êëàññó P .Òåðìèí ¾ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì¿ ÷àñòî áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ íå�îð-ìàëüíî. Ôîðìàëüíûì ýêâèâàëåíòîì ïîíÿòèÿ ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìàÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ÄÌÒ-ïðîãðàììà. Òåì íå ìåíåå åñëè ó÷åñòü óêà-çàííóþ â ãë. 1 ýêâèâàëåíòíîñòü ¾ðåàëèñòè÷íûõ¿ ìîäåëåé ÝÂÌ îòíîñèòåëü-íî ïîíÿòèÿ ¾ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ðàáîòû¿, òî �îðìàëüíîå îïðåäåëåíèåêëàññà P ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ ïðîãðàìì äëÿ ëþáîé èç ýòèõìîäåëåé, ïðè÷¼ì â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ îäèí è òîò æå êëàññ ÿçûêîâ.Òàêèì îáðàçîì, ïðè äîêàçàòåëüñòâå òîãî, ÷òî îïðåäåë¼ííûå çàäà÷è ìî-ãóò áûòü ðåøåíû ïîëèíîìèàëüíûì àëãîðèòìîì, íåò íåîáõîäèìîñòè âäà-âàòüñÿ â äåòàëè ÄÌÒ. Íà ñàìîì äåëå, ñëåäóÿ îáùåïðèíÿòîé ïðàêòèêå, ìûáóäåì îáñóæäàòü àëãîðèòìû â ìàøèííî-íåçàâèñèìîì ñòèëå, êàê áóäòî îíèðàáîòàþò íåïîñðåäñòâåííî ñ êîìïîíåíòàìè èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è (ìíî-æåñòâàìè, ãðà�àìè, ÷èñëàìè è ò.ä.), à íå ñ èõ êîäàìè. Çäåñü ïîäðàçóìå-âàåòñÿ, ÷òî ïðè íàëè÷èè æåëàíèÿ è òåðïåíèÿ äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìèàëüíî-ãî àëãîðèòìà ìîæíî ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîëèíîìèàëüíóþ ÄÌÒ-ïðîãðàììó. Íàøè íå�îðìàëüíûå ðàññóæäåíèÿ ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàêóêàçàíèå ïóòè òàêîãî ïîñòðîåíèÿ, îíè äîëæíû óáåäèòü ëþáîãî ÷èòàòåëÿ,çíàêîìîãî ñ îñíîâíûìè òèïàìè çàäà÷, ðàçðåøèìûõ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðå-ìÿ íà îáû÷íûõ ÝÂÌ.2.3. Íåäåòåðìèíèðîâàííîå âû÷èñëåíèå è êëàññNPÂ íàñòîÿùåì ðàçäåëå ââîäèòñÿ âòîðîé âàæíûé êëàññ ÿçûêîâ (çàäà÷ ðàñïî-çíàâàíèÿ ñâîéñòâ) � êëàññ NP . Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê �îðìàëüíîìó îïðå-äåëåíèþ â òåðìèíàõ ÿçûêîâ è ìàøèí Òüþðèíãà, ïîëåçíî ïîÿñíèòü ñìûñëïîíÿòèÿ, ëåæàùåãî â îñíîâå îïðåäåëåíèÿ êëàññà NP .�àññìîòðèì çàäà÷ó ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅ�, îïèñàíèå êîòîðîé ïðèâåäåíî âíà÷àëå íàñòîÿùåé ãëàâû. Â óñëîâèè äàíû: ìíîæåñòâà ãîðîäîâ, ðàññòîÿíèÿìåæäó íèìè è ãðàíèöà B; ïðè ýòîì ñïðàøèâàåòñÿ, ñóùåñòâóåò ëè ïðîõîäÿ-ùèé ÷åðåç âñå ãîðîäà ìàðøðóò äëèíû, íå ïðåâîñõîäÿùåé B. Ïîëèíîìèàëü-íûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íå èçâåñòåí. Ïðåäïîëîæèì, îäíàêî, ÷òîîòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è êòî-òî ïîëó÷èë îòâåò ¾äà¿.



38 �ëàâà 2. Òåîðèÿ NP -ïîëíûõ çàäà÷Åñëè âû â ýòîì ñîìíåâàåòåñü, òî ìîæíî ïîòðåáîâàòü ¾äîêàçàòåëüñòâà¿ ýòîãîóòâåðæäåíèÿ � ïðåäúÿâëåíèå ìàðøðóòà, îáëàäàþùåãî íåîáõîäèìûìè ñâîé-ñòâàìè. Èìåÿ ïðåäúÿâëåííîå ðåøåíèå, íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îíîíà ñàìîì äåëå ìàðøðóòîì, è åñëè ýòî òàê, òî âû÷èñëèòü åãî äëèíó, ñðàâíèòüå¼ ñ ãðàíèöåé B è òåì ñàìûì ïðîâåðèòü ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå. Áî-ëåå òîãî, ýòó ¾ïðîöåäóðó ïðîâåðêè¿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå àëãîðèòìà,âðåìåíí�aÿ ñëîæíîñòü êîòîðîãî îãðàíè÷åíà ïîëèíîìîì îò Length[I ℄.Äðóãîé ïðèìåð çàäà÷è, êîòîðàÿ îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì,� çàäà÷à ÈÇÎ-ÌÎ�ÔÈÇÌ ÏÎÄ��ÀÔÓ èç ðàçä. 2.1. Ïóñòü äàíà èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷àI , â êîòîðîé óêàçàíû äâà ãðà�à G1 = (V1; E1) è G2 = (V2; E2). Åñëè îòâå-òîì íà âîïðîñ çàäà÷è áóäåò ¾äà¿, òî ýòîò �àêò ìîæíî ¾äîêàçàòü¿, ïðåäú-ÿâèâ ïîäìíîæåñòâà V 0 � V1 è E0 � E1 è âçàèìíî-îäíîçíà÷íóþ �óíêöèþf : V2 ! V 0, êîòîðûé îáëàäàþò íåîáõîäèìûìè ñâîéñòâàìè. Â ýòîì ñëó÷àåâåðíîñòü óòâåðæäåíèÿ îïÿòü-òàêè ìîæåò áûòü ëåãêî óñòàíîâëåíà çà ïîëè-íîìèàëüíîå îò Length[I ℄ âðåìÿ ïóò¼ì ïðîñòîé ïðîâåðêè òîãî, ÷òî V 0, E0 èf óäîâëåòâîðÿþò òðåáîâàíèÿì, ñ�îðìóëèðîâàííûì â çàäà÷å.Èìåííî ïîíÿòèå ïîëèíîìèàëüíîé ¾ïðîâåðÿåìîñòè¿ ïîçâîëÿåò âûäåëèòüçàäà÷è êëàññà NP . Îòìåòèì, ÷òî ïðîâåðÿåìîñòü çà ïîëèíîìèàëüíîå âðå-ìÿ íå âëå÷¼ò ðàçðåøèìîñòè çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. À èìåííî, óòâåð-æäàÿ, ÷òî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ìîæíî ïðîâåðèòü îòâåò ¾äà¿ äëÿ çà-äà÷è ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅ�, ìû íå ó÷èòûâàåì âðåìÿ, êîòîðîå ìîæåò ïîíàäî-áèòüñÿ íà ïîèñê íóæíîãî ìàðøðóòà ñðåäè ýêñïîíåíöèàëüíîãî ÷èñëà âñåõâîçìîæíûõ ìàðøðóòîâ. Ìû ëèøü óòâåðæäàåì, ÷òî ïî ëþáîìó çàäàííîìóìàðøðóòó äëÿ èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è I ìîæíî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿïðîâåðèòü, ¾äîêàçûâàåò¿ ëè ýòîò ìàðøðóò, ÷òî îòâåò íà âîïðîñ îòíîñèòåëü-íî èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è I åñòü ¾äà¿.Íå�îðìàëüíî êëàññ NP ìîæíî îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ, êîòîðîåìû áóäåì íàçûâàòü íåäåòåðìèíèðîâàííûì àëãîðèòìîì. Òàêîé àëãîðèòìñîñòîèò èç äâóõ ðàçëè÷íûõ ñòàäèé � ñòàäèè óãàäûâàíèÿ è ñòàäèè ïðîâåð-êè. Ïî çàäàííîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷å I íà ïåðâîé ñòàäèè ïðîèñõîäèòïðîñòî ¾óãàäûâàíèå¿ íåêîòîðîé ñòðóêòóðû S. Çàòåì I è S âìåñòå ïîäàþò-ñÿ â êà÷åñòâå âõîäà íà ñòàäèþ ïðîâåðêè, êîòîðàÿ âûïîëíÿåòñÿ îáû÷íûìäåòåðìèíèðîâàííûì îáðàçîì è ëèáî çàêàí÷èâàåòñÿ îòâåòîì ¾äà¿, ëèáî çà-êàí÷èâàåòñÿ îòâåòîì ¾íåò¿, ëèáî ïðîäîëæàåòñÿ áåñêîíå÷íî áåç îñòàíîâêè(êàê ìû óâèäèì ïîçæå, ïîñëåäíèå äâå âîçìîæíîñòè ðàçëè÷àòü íå îáÿçà-òåëüíî). Íåäåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì ¾ðåøàåò¿ çàäà÷ó ðàñïîçíàâàíèÿ�, åñëè äëÿ ëþáîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è I 2 D� âûïîëíåíû ñëåäóþùèåäâà ñâîéñòâà:1. Åñëè I 2 Y�, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñòðóêòóðà S, óãàäûâàíèå êîòîðîéäëÿ âõîäà I ïðèâåä¼ò ê òîìó, ÷òî ñòàäèÿ ïðîâåðêè, íà÷èíàÿ ðàáîòó íà âõîäå(I; S), çàêîí÷èòñÿ îòâåòîì ¾äà¿.2. Åñëè I =2 Y�, òî íå ñóùåñòâóåò òàêîé ñòðóêòóðû S, óãàäûâàíèå êîòî-ðîé äëÿ âõîäà I îáåñïå÷èëî áû îêîí÷àíèå ñòàäèè ïðîâåðêè íà âõîäå (I; S)îòâåòîì ¾äà¿.Íàïðèìåð, íåäåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ÊÎÌÌÈ-ÂÎßÆÅ� ìîæíî áûëî áû ïîñòðîèòü, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå ñòàäèè óãàäû-



2.3. Íåäåòåðìèíèðîâàííîå âû÷èñëåíèå è êëàññ NP 39âàíèÿ ïðîñòî âûáîð ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãîðîäîâ, à â êà÷åñòâåñòàäèè ïðîâåðêè � óïîìÿíóòóþ âûøå ïîëèíîìèàëüíóþ ïðîöåäóðó ¾ïðîâåð-êà äîêàçàòåëüñòâà¿ äëÿ çàäà÷è ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅ�. Î÷åâèäíî, äëÿ ëþáîéèíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è I íàéä¼òñÿ òàêàÿ äîãàäêà S, ÷òî ðåçóëüòàòîì ðàáî-òû ñòàäèè ïðîâåðêè íà âõîäå (I; S) áóäåò ¾äà¿ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,åñëè äëÿ èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è I ñóùåñòâóåò ìàðøðóò èñêîìîé äëèíû.�îâîðÿò, ÷òî íåäåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì, ðåøàþùèé çàäà÷ó ðàñïî-çíàâàíèÿ �, ðàáîòàåò â òå÷åíèå ¾ïîëèíîìèàëüíîãî âðåìåíè¿, åñëè íàéä¼òñÿïîëèíîì P , òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî I 2 Y� íàéä¼òñÿ íåêîòîðàÿ äîãàäêà S,ïðèâîäÿùàÿ íà ñòàäèè äåòåðìèíèðîâàííîé ïðîâåðêè íà âõîäå (I; S) ê îòâå-òó ¾äà¿ çà âðåìÿ p(Length[I ℄). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ¾ðàçìåð¿ óãàäûâàåìîéñòðóêòóðû S áóäåò îáÿçàòåëüíî îãðàíè÷åí ïîëèíîìîì îò Length[I ℄, òàê êàêíà ïðîâåðêó äîãàäêè S ìîæåò áûòü çàòðà÷åíî íå áîëåå ÷åì ïîëèíîìèàëüíîåâðåìÿ.Êëàññ NP , îïðåäåëÿåìûé íå�îðìàëüíî,� ýòî êëàññ âñåõ çàäà÷ ðàñïîçíà-âàíèÿ �, êîòîðûå ïðè ðàçóìíîì êîäèðîâàíèè ìîãóò áûòü ðåøåíû íåäåòåð-ìèíèðîâàííûìè (N � nondeterministi
) àëãîðèòìàìè çà ïîëèíîìèàëüíîå(P �polynomial) âðåìÿ. Ïðèìåð, ïðèâåä¼ííûé âûøå, ïîêàçûâàåò, ÷òî çàäà-÷à ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅ� ïðèíàäëåæèò NP . Ó ÷èòàòåëÿ íå äîëæíî âîçíèêíóòüòðóäíîñòåé ïðè äîêàçàòåëüñòâå àíàëîãè÷íîãî óòâåðæäåíèÿ î çàäà÷å ÈÇÎ-ÌÎ�ÔÈÇÌ ÏÎÄ��ÀÔÓ.Â ïîäîáíûõ íå�îðìàëüíûõ îïðåäåëåíèÿõ òåðìèíîì ¾ðåøàåò¿ ñëåäóåò,êîíå÷íî, ïîëüçîâàòüñÿ îñòîðîæíî. Äîëæíî áûòü ÿñíî, ÷òî îñíîâíîå íà-çíà÷åíèå ¾ïîëèíîìèàëüíîãî íåäåòåðìèíèðîâàííîãî àëãîðèòìà¿ ñîñòîèò âîáúÿñíåíèè ïîíÿòèÿ ¾ïðîâåðÿåìîñòè çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ¿, à íå âòîì, ÷òîáû ñëóæèòü ðåàëèñòè÷åñêèì ìåòîäîì ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàñïîçíàâà-íèÿ ñâîéñòâ. Ïðè êàæäîì âõîäå òàêîé àëãîðèòì èìååò íå îäíî, à íåñêîëüêîâîçìîæíûõ âû÷èñëåíèé � ïî îäíîìó äëÿ êàæäîé âîçìîæíîé äîãàäêè.Èìååòñÿ åù¼ îäíî âàæíîå îòëè÷èå ¾ðåøåíèÿ¿ çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿíåäåòåðìèíèðîâàííûì àëãîðèòìîì îò ðåøåíèÿ äåòåðìèíèðîâàííûì àëãî-ðèòìîì, à èìåííî â ïåðâîì ñëó÷àå îòñóòñòâóåò ñèììåòðèÿ ìåæäó îòâåòà-ìè ¾äà¿ è ¾íåò¿. Åñëè çàäà÷à: ¾Äàíî I ; âåðíî ëè, ÷òî äëÿ I âûïîëíÿåòñÿñâîéñòâî X?¿ ìîæåò áûòü ðåøåíà ïîëèíîìèàëüíûì (äåòåðìèíèðîâàííûì)àëãîðèòìîì, òî òàêîå æå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ äîïîëíèòåëüíîéçàäà÷è: ¾Äàíî I , âåðíî ëè, ÷òî äëÿ I íå âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâîX?¿. Ýòî ñëå-äóåò èç òîãî, ÷òî äåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì îñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè âñåõâõîäàõ, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîìåíÿòü ìåñòàìè îòâåòû ¾äà¿ è ¾íåò¿ (ïåðå-ñòàâèòü ñîñòîÿíèÿ qY è qN â ÄÌÒ-ïðîãðàììå).Ñîâåðøåííî íå î÷åâèäíî, ÷òî òî æå ñàìîå âåðíî äëÿ âñåõ çàäà÷, ðàç-ðåøèìûõ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ íåäåòåðìèíèðîâàííûìè àëãîðèòìàìè.�àññìîòðèì, íàïðèìåð, äîïîëíåíèå çàäà÷è ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅ�: äàíî ìíî-æåñòâî ãîðîäîâ, ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè è ãðàíèöà B; âåðíî ëè, ÷òî íåòìàðøðóòà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç âñå ãîðîäà è èìåþùåãî äëèíó, íå ïðåâîñõî-äÿùóþ B? Äëÿ âûÿñíåíèÿ, èìååò ëè ïîñòàâëåííûé âîïðîñ îòâåò ¾äà¿, íåèçâåñòåí ñïîñîá, êîòîðûé áûë áû êîðî÷å, ÷åì ïðîâåðêà âñåõ (èëè ïî÷òèâñåõ) âîçìîæíûõ ìàðøðóòîâ. Äðóãèìè ñëîâàìè, íå èçâåñòåí ïîëèíîìèàëü-



40 �ëàâà 2. Òåîðèÿ NP -ïîëíûõ çàäà÷íûé íåäåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ýòîé äîïîëíèòåëüíîé çàäà÷è.Òà æå ñàìàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî äëÿ ìíîãèõ äðóãèõ çàäà÷ èç NP . Òàêèìîáðàçîì, ïðèíàäëåæíîñòü çàäà÷è � êëàññó P âëå÷¼ò ïðèíàäëåæíîñòü äî-ïîëíèòåëüíîé çàäà÷è êëàññó P , íî íå èçâåñòíî, èìååò ëè ìåñòî àíàëîãè÷íîåóòâåðæäåíèå äëÿ êëàññà NP .Â çàêëþ÷åíèå íàñòîÿùåãî ðàçäåëà ìû �îðìàëèçóåì ïðèâåä¼ííîå îïðå-äåëåíèå â òåðìèíàõ ÿçûêîâ è ìàøèí Òüþðèíãà. Ôîðìàëüíûì ýêâèâàëåíòîìíåäåòåðìèíèðîâàííîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ ïðîãðàììà äëÿ íåäåòåðìèíè-ðîâàííîé îäíîëåíòî÷íîé ìàøèíû Òüþðèíãà (ÍÄÌÒ). Äëÿ ïðîñòîòû áó-äåì ïîëüçîâàòüñÿ íåñêîëüêî íåñòàíäàðòíîé ìîäåëüþ ÍÄÌÒ. (Âåðñèè áîëååáëèçêèå ê ñòàíäàðòíûì èçëîæåíû â êíèãàõ [9, 215℄. Ïîëåçíûì óïðàæíåíèåìäëÿ ÷èòàòåëÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ ïðîâåðêà ïîëèíîìèàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòèïî îòíîøåíèþ êî âðåìåíè ðàáîòû, ìåæäó ñòàíäàðòíûìè ìîäåëÿìè è ìîäå-ëüþ èçëîæåííîé íèæå.)Ìîäåëü ÍÄÌÒ, êîòîðîé ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ, èìååò â òî÷íîñòè òàêóþæå ñòðóêòóðó, êàê ÄÌÒ; îòëè÷èå ñîñòîèò ëèøü â òîì, ÷òî ÍÄÌÒ äîïîëíåíàóãàäûâàþùèì ìîäóëåì ñî ñâîåé ãîëîâêîé, êîòîðàÿ ìîæåò òîëüêî çàïèñû-âàòü íà ëåíòó (ñì. ðèñ. 2.4). Óãàäûâàþùèé ìîäóëü äà¼ò èí�îðìàöèþ äëÿçàïèñûâàíèÿ ¾äîãàäêè¿ è ïðèìåíÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ñ ýòîé öåëüþ.

�èñ. 2..2: ¾Ìàøèíà Òüþðèíãà¿Ïðîãðàììà äëÿ ÍÄÌÒ, èëè ÍÄÌÒ-ïðîãðàììà, îïðåäåëÿåòñÿ òî÷íî òàêæå, êàê ÄÌÒ-ïðîãðàììà, ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ:ëåíòî÷íûé àë�àâèò �, âõîäíîé àë�àâèò �, ïóñòîé ñèìâîë b,ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé Q, íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå q0, çàêëþ÷èòåëüíûå ñîñòî-ÿíèÿ qY è qN ,�óíêöèÿ ïåðåõîäà Æ : (Q n fqY ; qNg)� �! Q� �� f�1;+1g.Âû÷èñëåíèå ÍÄÌÒ-ïðîãðàììû ïðè âõîäå x 2 �� â îòëè÷èå îò âû÷èñëå-íèÿ ÄÌÒ-ïðîãðàììû èìååò äâå ðàçëè÷íûå ñòàäèè.Íà ïåðâîé ñòàäèè ïðîèñõîäèò ¾óãàäûâàíèå¿. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìå-



2.3. Íåäåòåðìèíèðîâàííîå âû÷èñëåíèå è êëàññ NP 41íè âõîäíîå ñëîâî x çàïèñûâàåòñÿ â ÿ÷åéêàõ ñ íîìåðàìè 1; 2; :::; jxj (îñòàëü-íûå ÿ÷åéêè ïóñòû), ÷èòàþùàÿ/ ïèøóùàÿ ãîëîâêà ¾ñìîòðèò¿ íà ÿ÷åéêó ñíîìåðîì 1, ïèøóùàÿ ãîëîâêà óãàäûâàþùåãî ìîäóëÿ ñìîòðèò íà ÿ÷åéêó ñíîìåðîì -1, à óñòðîéñòâî óïðàâëåíèÿ ¾ïàññèâíî¿. Çàòåì óãàäûâàþùèé ìî-äóëü íà÷èíàåò óïðàâëÿòü óãàäûâàþùåé ãîëîâêîé, êîòîðàÿ äåëàåò îäèí øàãâ êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè è ëèáî ïèøåò â íàõîäÿùåéñÿ ïîä íåé ÿ÷åéêåîäíó èç áóêâ àë�àâèòà � è ñäâèãàåòñÿ ïðè ýòîì íà îäíó ÿ÷åéêó âëåâî, ëè-áî îñòàíàâëèâàåòñÿ. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå óãàäûâàþùèé ìîäóëü ïåðåõîäèò âïàññèâíîå ñîñòîÿíèå, à óïðàâëÿþùåå óñòðîéñòâî íà÷èíàåò ðàáîòó â ñîñòîÿ-íèè q0. Óãàäûâàþùèé ìîäóëü ðåøàåò, ïðîäîëæèòü ëè ðàáîòó (ïåðåéòè ëèâ ïàññèâíîå ñîñòîÿíèå, êàêóþ áóêâó èç � íàïèñàòü íà ëåíòå), ïðè÷¼ì äåëà-åò ýòî ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíî. Òàêèì îáðàçîì, óãàäûâàþùèé ìîäóëü äîìîìåíòà îêîí÷àíèÿ ñâîåé ðàáîòû ìîæåò íàïèñàòü ëþáîå ñëîâî èç �� è âäåéñòâèòåëüíîñòè ìîæåò íèêîãäà íå îñòàíîâèòüñÿ.Ñòàäèÿ ïðîâåðêè íà÷èíàåòñÿ â òîò ìîìåíò, êîãäà óïðàâëÿþùåå óñòðîé-ñòâî ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå q0. Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà, âû÷èñëåíèå ÍÄÌÒ-ïðîãðàììû îñóùåñòâëÿåòñÿ â òî÷íîñòè ïî òåì æå ïðàâèëàì, ÷òî è ÄÌÒ-ïðîãðàììû. Óãàäûâàþùèé ìîäóëü è åãî ãîëîâêà â âû÷èñëåíèè áîëüøå íåó÷àñòâóþò, âûïîëíèâ ñâîþ ðîëü, ò.å. çàïèñàâ íà ëåíòå ñëîâî-äîãàäêó. Êî-íå÷íî, ñëîâî-äîãàäêà ìîæåò (è îáû÷íî áóäåò) ïðîñìàòðèâàòüñÿ ÷èòàþùåé/ïèøóùåé ãîëîâêîé â ïðîöåññå ïðîâåðêè. Âû÷èñëåíèå çàêàí÷èâàåòñÿ òîãäà,êîãäà óïðàâëÿþùåå óñòðîéñòâî ïåðåéä¼ò â îäíî èç äâóõ çàêëþ÷èòåëüíûõñîñòîÿíèé (qY èëè qN ); îíî íàçûâàåòñÿ ïðèíèìàþùèì âû÷èñëåíèåì, åñëèîñòàíîâêà ïðîèñõîäèò â ñîñòîÿíèè qY . Âñå îñòàëüíûå âû÷èñëåíèÿ, çàêàí÷è-âàþùèåñÿ èëè íåò, íàçûâàþòñÿ íåïðèíèìàþùèìè.Îòìåòèì, ÷òî ëþáàÿ ÍÄÌÒ-ïðîãðàììà M ìîæåò èìåòü áåñêîíå÷íîå÷èñëî âîçìîæíûõ âû÷èñëåíèé ïðè äàííîì âõîäå x, ïî îäíîìó äëÿ êàæäîãîñëîâà-äîãàäêè èç ��. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÍÄÌÒ-ïðîãðàììà M ïðèíèìà-åò x, åñëè ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç å¼ âû÷èñëåíèé íà âõîäå x ÿâëÿåòñÿïðèíèìàþùèì. ßçûê, ðàñïîçíàâàåìûé ïðîãðàììîé M ,� ýòî ÿçûêLM = fx 2 ��;M ïðèíèìàåò xg:Âðåìÿ, òðåáóþùååñÿ íåäåòåðìèíèðîâàííîé ïðîãðàììå M äëÿ òîãî, ÷òî-áû ïðèíÿòü ñëîâî x 2 LM ; � ýòî ìèíèìàëüíîå ÷èñëî øàãîâ, âûïîëíÿåìûõ íàñòàäèÿõ óãàäûâàíèÿ è ïðîâåðêè äî ìîìåíòà äîñòèæåíèÿ çàêëþ÷èòåëüíîãîñîñòîÿíèÿ qY , ãäå ìèíèìóì áåð¼òñÿ ïî âñåì ïðèíèìàþùèì âû÷èñëåíèÿìïðîãðàììû M íà âõîäå x. Âðåìåíí�aÿ ñëîæíîñòü ÍÄÌÒ-ïðîãðàììû M �ýòî �óíêöèÿ TM : Z+ ! Z+, îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:TM (n) = max0B�f1g [8><>: ñóùåñòâóåò x 2 LM ; jxj = n;m : òàêîå, ÷òî âðåìÿ ïðèíÿòèÿ xïðîãðàììîé M ðàâíî m 9>=>;1CA :Çàìåòèì, ÷òî âðåìåíí�aÿ ñëîæíîñòü ïðîãðàììû M çàâèñèò òîëüêî îò÷èñëà øàãîâ, âûïîëíÿåìûõ â ïðèíèìàþùèõ âû÷èñëåíèÿõ, à òàêæå, ÷òî ìû



42 �ëàâà 2. Òåîðèÿ NP -ïîëíûõ çàäà÷ïîëàãàåìM(n) ðàâíûì 1, åñëè íåò íè îäíîãî âõîäà äëèíû n, ïðèíèìàåìîãîïðîãðàììîé M .ÍÄÌÒ-ïðîãðàììà íàçûâàåòñÿ ÍÄÌÒ-ïðîãðàììîé ñ ïîëèíîìèàëüíûìâðåìåíåì ðàáîòû, åñëè íàéä¼òñÿ ïîëèíîì p, òàêîé, ÷òî TM (n) 6 p(n) äëÿâñåõ n > 1. Íàêîíåö, êëàññ NP �îðìàëüíî îïðåäåëÿåòñÿ òàê:NP = 8><>: ñóùåñòâóåò ÍÄÌÒ-ïðîãðàììà ML : ñ ïîëèíîìèàëüíûì âðåìåíåìðàáîòû, òàêàÿ, ÷òî LM = L 9>=>; :Íåòðóäíî óñòàíîâèòü âçàèìîñâÿçü ìåæäó ýòèìè �îðìàëüíûìè îïðåäå-ëåíèÿìè è ïðåäøåñòâóþùèìè íå�îðìàëüíûìè. Åäèíñòâåííûé ìîìåíò, êî-òîðûé ñëåäóåò ñïåöèàëüíî îãîâîðèòü, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Åñëè, êàê ïðè-íÿòî ñ÷èòàòü, íåäåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì óãàäûâàåò ñòðóêòóðó S, çà-âèñÿùóþ íåêîòîðûì îáðàçîì îò óñëîâèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, òî óãà-äûâàþùèé ìîäóëü ÍÄÌÒ, íàïðîòèâ, ïîëíîñòüþ èãíîðèðóåò âõîäíîå ñëîâî.Õîòÿ ëþáîå ñëîâî èç �� ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå ðàáîòû óãàäûâà-þùåãî ìîäóëÿ, ýòî íå ñóùåñòâåííî, òàê êàê ÍÄÌÒ-ïðîãðàììó âñåãäà ìîæ-íî ñêîíñòðóèðîâàòü òàê, ÷òî ñòàäèÿ ïðîâåðêè áóäåò íà÷èíàòüñÿ ñ ïðîâåðêèòîãî, ñîîòâåòñòâóåò ëè äîãàäêà (ïðè òîé íåÿâíîé èíòåðïðåòàöèè, êîòîðóþíàøà ïðîãðàììà äà¼ò ñëîâàì) ïîäõîäÿùåé ñòðóêòóðå äëÿ çàäàííîãî âõîäà.Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîãðàììà ìîæåò ñðàçó æå ïåðåéòè â çàêëþ÷èòåëüíîåñîñòîÿíèå qN .Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèíàäëåæèò êëàññó NP ïðèñõåìå êîäèðîâàíèÿ e, åñëè L[�; e℄ 2 NP . Êàê è â ñëó÷àå êëàññà P , ìû áóäåìïðîñòî ãîâîðèòü, ÷òî � ëåæèò â NP , íå óïîìèíàÿ êîíêðåòíóþ ñõåìó êîäè-ðîâàíèÿ, êîãäà ÿñíî, ÷òî íåêîòîðàÿ ðàçóìíàÿ ñõåìà êîäèðîâàíèÿ çàäà÷è �äàñò ÿçûê, ïðèíàäëåæàùèé NP .Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó ëþáàÿ ðåàëèñòè÷íàÿ ìîäåëü âû÷èñëèòåëüíîãî óñò-ðîéñòâà ìîæåò áûòü äîïîëíåíà àíàëîãîì ðàññìîòðåííîãî ¾óãàäûâàþùåãîìîäóëÿ ñ ïèøóùåé ãîëîâêîé¿, òî íàøè �îðìàëüíûå îïðåäåëåíèÿ ìîæíîáûëî áû ïåðå�ðàçèðîâàòü äëÿ ëþáîé äðóãîé ñòàíäàðòíîé ìîäåëè âû÷èñ-ëèòåëüíîãî óñòðîéñòâà. Â ñèëó òîãî ÷òî âñå òàêèå ìîäåëè ýêâèâàëåíòíûñ òî÷íîñòüþ äî äåòåðìèíèðîâàííûõ ïîëèíîìèàëüíûõ âû÷èñëåíèé, âñå ïî-ëó÷àåìûå ïðè ýòîì âåðñèè êëàññà NP áóäóò èäåíòè÷íû. Òàêèì îáðàçîì,ïðàâîìåðíî ñäåëàííîå ðàíåå ïðåäëîæåíèå îòîæäåñòâèòü �îðìàëüíî îïðå-äåë¼ííûé êëàññ NP ñ êëàññîì âñåõ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ, ¾ðàçðåøèìûõ¿íåäåòåðìèíèðîâàííûìè àëãîðèòìàìè ñ ïîëèíîìèàëüíûì âðåìåíåì ðàáîòû.Â êà÷åñòâå ïîäãîòîâêè ê îïðåäåëåíèþ òðåòüåãî, ñàìîãî âàæíîãî äëÿ íà-ñòîÿùåé êíèãè êëàññà � êëàññà NP -ïîëíûõ çàäà÷ â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìûîáñóäèì âçàèìîîòíîøåíèÿ ìåæäó êëàññàìè P è NP .



2.4. Âçàèìîîòíîøåíèÿ ìåæäó êëàññàìè P è NP 432.4. Âçàèìîîòíîøåíèÿ ìåæäó êëàññàìè P è NPÂîïðîñ î âçàèìîîòíîøåíèè êëàññîâ P è NP èìååò �óíäàìåíòàëüíîå çíà÷å-íèå äëÿ òåîðèè NP -ïîëíûõ çàäà÷. Îäíî ñîîòíîøåíèå, êîòîðîå íåÿâíî ïðè-ñóòñòâîâàëî â ïðîâîäèâøèõñÿ ðàíåå ðàññóæäåíèÿõ, íî äî íàñòîÿùåãî ìî-ìåíòà ÿâíî íå �îðìóëèðîâàëîñü, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî P � NP . Âñÿêàÿçàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ, ðàçðåøèìàÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äåòåðìèíèðî-âàííûì àëãîðèòìîì, ðàçðåøèìà òàêæå çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ íåäåòåð-ìèíèðîâàííûì àëãîðèòìîì. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, äîñòàòî÷íî çàìåòèòü,÷òî ëþáîé äåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí â êà÷å-ñòâå ñòàäèè ïðîâåðêè íåäåòåðìèíèðîâàííîãî àëãîðèòìà. Åñëè � 2 P è A� ïðîèçâîëüíûé äåòåðìèíèðîâàííûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ�. òî ïîëèíîìèàëüíûé íåäåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì äëÿ � ìîæíî ïîëó-÷èòü, âîñïîëüçîâàâøèñü A â êà÷åñòâå ñòàäèè ïðîâåðêè è èãíîðèðóÿ ñòàäèþóãàäûâàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, èç � 2 P ñëåäóåò, ÷òî � 2 NP .Èç ïðîâîäèâøèõñÿ ðàíåå ðàññóæäåíèé ìîæíî ïîíÿòü, ÷òî åñòü ìíîãîïðè÷èí ñ÷èòàòü ýòî âêëþ÷åíèå ñòðîãèì, ò.å. ñ÷èòàòü, ÷òî P íå ñîâïàäàåò ñNP . Ïîëèíîìèàëüíûå íåäåòåðìèíèðîâàííûå àëãîðèòìû îïðåäåë¼ííî îêà-çûâàþòñÿ áîëåå ìîùíûìè, ÷åì ïîëèíîìèàëüíûå äåòåðìèíèðîâàííûå àëãî-ðèòìû, è íå èçâåñòíû îáùèå ìåòîäû èõ ïðåâðàùåíèÿ â äåòåðìèíèðîâàííûåïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ñàìûé ñèëüíûé èç èçâåñò-íûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðåçóëüòàòîâ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:Òåîðåìà 2.1. Åñëè � 2 NP , òî ñóùåñòâóåò òàêîé ïîëèíîì p, ÷òî� ìîæåò áûòü ðåøåíà äåòåðìèíèðîâàííûì àëãîðèòìîì ñ âðåìåíí�oéñëîæíîñòüþ O(2p(n)).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � ïîëèíîìèàëüíûé íåäåòåðìèíèðîâàííûé àë-ãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è � è q(n) � ïîëèíîì, îãðàíè÷èâàþùèé âðåìåíí�yþñëîæíîñòü àëãîðèòìà A. (Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî q ìî-æåò áûòü âû÷èñëåí çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ; ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ, âçÿâ,íàïðèìåð, ( q(n) = 
1n
2 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ êîíñòàíòàõ 
1 è 
2).Ïî îïðåäåëåíèþ êëàññà NP , äëÿ êàæäîãî ïðèíèìàåìîãî âõîäà äëèíû níàéä¼òñÿ íåêîòîðîå ñëîâî-äîãàäêà (â àë�àâèòå � ñèìâîëîâ ëåíòû) äëèíûíå áîëåå q(n), òàêîå, ÷òî â àëãîðèòìå A ñòàäèÿ ïðîâåðêè äà¼ò ïðè ðàññìàò-ðèâàåìîì âõîäå îòâåò ¾äà¿ íå áîëåå ÷åì çà q(n) øàãîâ. Òàêèì îáðàçîì, îá-ùåå ÷èñëî äîãàäîê, êîòîðûå íóæíî ðàññìîòðåòü, íå ïðåâîñõîäèò kq(n) , ãäåk = j�j (åñëè ñëîâî-äîãàäêà êîðî÷å q(n), òî åãî ìîæíî äîïîëíèòü ïóñòûìèñèìâîëàìè è ðàññìàòðèâàòü êàê ñëîâî äëèíû q(n)).Òåïåðü ìîæíî äåòåðìèíèðîâàííûì îáðàçîì âûÿñíèòü, èìååò ëè àëãî-ðèòì A íà çàäàííîì âõîäå äëèíû n ïðèíèìàþùåå âû÷èñëåíèå. Äëÿ ýòîãîäîñòàòî÷íî íà êàæäîé èç kq(n) âîçìîæíûõ äîãàäîê çàïóñòèòü äåòåðìèíè-ðîâàííóþ ñòàäèþ ïðîâåðêè àëãîðèòìà A è ïîçâîëèòü åé ðàáîòàòü äî òîãîìîìåíòà, ïîêà îíà íå îñòàíîâèòñÿ èëè íå ñäåëàåò q(n) øàãîâ. Ýòîò ìîäåëè-ðóþùèé àëãîðèòì äàñò îòâåò ¾äà¿, åñëè åìó âñòðåòèòñÿ ñëîâî-äîãàäêà, ïðè-âîäÿùåå ê ïðèíèìàþùåìó âû÷èñëåíèþ äëèíû íå áîëåå q(n), è îòâåò ¾íåò¿ �



44 �ëàâà 2. Òåîðèÿ NP -ïîëíûõ çàäà÷â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òàêîé àëãîðèòì, î÷åâèäíî, áóäåò äåòåðìèíèðîâàííûìàëãîðèòìîì ðåøåíèÿ çàäà÷è �. Áîëåå òîãî, åãî âðåìåíí�aÿ ñëîæíîñòü, ïîñóùåñòâó, ðàâíà q(n)�kq(n); õîòÿ ýòî ýêñïîíåíòà, íî ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðåïîëèíîìà p ñëîæíîñòü íå ïðåâîñõîäèò O(2p(n)).Áåçóñëîâíî, ïðîöåññ ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðåäëîæåííûé â äîêàçàòåëüñòâå òå-îðåìû 2.1, ìîæíî â íåêîòîðîé ñòåïåíè óñêîðèòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà âåòâåéè ãðàíèö èëè ìåòîäà îáðàòíîãî ïîèñêà èëè ñ ïîìîùüþ áîëåå òùàòåëüíîãîïåðåáîðà, êîãäà èçáåãàþòñÿ, î÷åâèäíî, íåíóæíûå ñëîâà-äîãàäêè. Òåì íå ìå-íåå, íåñìîòðÿ íà çíà÷èòåëüíóþ ýêîíîìèþ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðè ýòîìäîñòèãíóòà, íå èçâåñòåí ìåòîä, îñóùåñòâëÿþùèé òàêîå ìîäåëèðîâàíèå áû-ñòðåå, ÷åì çà ýêñïîíåíöèàëüíîå âðåìÿ.Òàêèì îáðàçîì, ñïîñîáíîñòü íåäåòåðìèíèðîâàííîãî àëãîðèòìà ïðîâå-ðèòü çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ýêñïîíåíöèàëüíîå ÷èñëî âîçìîæíîñòåé ìî-æåò íàâåñòè íà ìûñëü, ÷òî ïîëèíîìèàëüíûå íåäåòåðìèíèðîâàííûå àëãî-ðèòìû ÿâëÿþòñÿ áîëåå ìîùíûì ñðåäñòâîì, ÷åì ïîëèíîìèàëüíûå äåòåðìè-íèðîâàííûå àëãîðèòìû. Â ñàìîì äåëå, äëÿ ìíîãèõ ÷àñòíûõ çàäà÷ êëàññàNP , òàêèõ, êàê ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅ�, ÈÇÎÌÎ�ÔÈÇÌ ÏÎÄ��ÀÔÓ, è áîëü-øîãî ÷èñëà äðóãèõ çàäà÷ íå íàéäåíî ïîëèíîìèàëüíîãî äåòåðìèíèðîâàííîãîàëãîðèòìà, íåñìîòðÿ íà óïîðíûå óñèëèÿ ìíîãèõ èçâåñòíûõ èññëåäîâàòåëåé.Íå óäèâëÿåò ïîýòîìó øèðîêî ðàñïðîñòðàí¼ííîå ìíåíèå, ÷òî P 6= NP ,õîòÿ ïîêà äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ãèïîòåçû îòñóòñòâóåò.Êîíå÷íî, ñêåïòèê ìîæåò ñêàçàòü, ÷òî íåóäà÷à â äîêàçàòåëüñòâå ãèïîòå-çû P 6= NP ÿâëÿåòñÿ ñòîëü æå ñèëüíûì àðãóìåíòîì â ïîëüçó ñîîòíîøåíèÿP = NP , êàê è íåóäà÷à â ïîèñêå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëèíîìèàëüíûõ àëãî-ðèòìîâ � â ïîëüçó ïðîòèâîïîëîæíîãî óòâåðæäåíèÿ. Çàäà÷è âñåãäà êàæóòñÿòðóäíîðåøàåìûìè, ïîêà íå íàéäåíû ý��åêòèâíûå àëãîðèòìû èõ ðåøåíèÿ.Îäíàêî äàæå ñêåïòèê, âåðîÿòíî, ñîãëàñèòñÿ, ÷òî ïðè ñóùåñòâóþùåì â íà-ñòîÿùåå âðåìÿ óðîâíå çíàíèé, ïî-âèäèìîìó, áîëåå ðàçóìíî ðàáîòàòü ïðèñîãëàøåíèè, ÷òî P 6= NP , ÷åì ïûòàòüñÿ äîêàçàòü ïðîòèâîïîëîæíîå. Âîâñÿêîì ñëó÷àå, íà îñíîâå íàêîïëåííîãî îïûòà ìû áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ñå-áå êëàññ NP òàê, êàê îí èçîáðàæ¼í íà ðèñ. 2.5, îæèäàÿ (õîòÿ è íå ñ ïîëíîéóâåðåííîñòüþ), ÷òî çàòåí¼ííàÿ îáëàñòü, îáîçíà÷àþùàÿ NP n P , íå ïóñòà.
�èñ. 2..3: ¾�èïîòåòè÷åñêàÿ êàðòèíà êëàññà NP¿



2.5. Ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü è NP -ïîëíûå çàäà÷è 452.5. Ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü è NP -ïîëíûåçàäà÷èÅñëè P íå ñîâïàäàåò ñNP , òî ðàçëè÷èå ìåæäó P èNPnP î÷åíü ñóùåñòâåííî.Âñå çàäà÷è èç P ìîãóò áûòü ðåøåíû ïîëèíîìèàëüíûìè àëãîðèòìàìè, à âñåçàäà÷è èç NP n P òðóäíîðåøàåìû. Ïîýòîìó, åñëè P 6= NP , òî äëÿ êàæäîéêîíêðåòíîé çàäà÷è � 2 NP âàæíî çíàòü, êàêàÿ èç ýòèõ äâóõ âîçìîæíîñòåéðåàëèçóåòñÿ.Êîíå÷íî, äî òåõ ïîð ïîêà íå äîêàçàíî, ÷òî P 6= NP , íåò íèêàêîé íàäåæäûïîêàçàòü, ÷òî íåêîòîðàÿ êîíêðåòíàÿ çàäà÷à ïðèíàäëåæèò êëàññó NP nP . Ïîýòîé ïðè÷èíå öåëü òåîðèè NP -ïîëíûõ çàäà÷ çàêëþ÷àåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâåáîëåå ñëàáûõ ðåçóëüòàòîâ âèäà: ¾åñëè P 6= NP , òî � 2 NP nP¿. Õîòÿ äîêàçà-òåëüñòâî òàêèõ óñëîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ñòîëü æå òðóäíûì,êàê è áåçóñëîâíûõ, îäíàêî, êàê ìû óâèäèì â äàëüíåéøåì, èìåþòñÿ íåñëîæ-íûå ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà. Òàêèå óñëîâíûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ðàññìàòðè-âàòü êàê ïîäòâåðæäåíèå òðóäíîðåøàåìîñòè ñ òîé æå ñòåïåíüþ óâåðåííîñòè,ñ êàêîé ìû ñ÷èòàåì, ÷òî êëàññ P îòëè÷àåòñÿ îò NP .Îñíîâíàÿ èäåÿ ïîäîáíîãî óñëîâíîãî ïîäõîäà îñíîâàíà íà ïîíÿòèè ïîëè-íîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èìååò ìåñòî ïîëèíîìèàëüíàÿñâîäèìîñòü ÿçûêà L1 � ��1 ê ÿçûêó L2 � ��2, åñëè ñóùåñòâóåò �óíêöèÿf : ��1 ! ��2, óäîâëåòâîðÿþùàÿ äâóì óñëîâèÿì3:1. Ñóùåñòâóåò ÄÌÒ-ïðîãðàììà, âû÷èñëÿþùàÿ f ñ âðåìåíí�oé ñëîæíî-ñòüþ, îãðàíè÷åííîé ïîëèíîìîì.2. Äëÿ ëþáîãî x 2 ��1, x 2 L1 â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè f(x) 2 L2.Åñëè L1 ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê L2, òî áóäåì ïèñàòü L1 _ L2 è ãîâî-ðèòü ¾L1 ñâîäèòñÿ ê L2¿ (îïóñêàÿ ñëîâî ¾ïîëèíîìèàëüíî¿).Âàæíîñòü ïîíÿòèÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü âûòåêàåò èç ñëåäóþùåéëåììû:Ëåììà 2.1.Åñëè L1 _ L2, òî èç L2 2 P ñëåäóåò, ÷òî L1 2 P . (Ýêâèâàëåíòíîåóòâåðæäåíèå: èç L1 =2 P ñëåäóåò, ÷òî L2 =2 P .)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü �1 è �2 � àë�àâèòû ÿçûêîâ L1 è L2 ñîîòâåò-ñòâåííî, �óíêöèÿ f : ��1 ! ��2 îñóùåñòâëÿåò ïîëèíîìèàëüíóþ ñâîäèìîñòüL1 ê L2; Mf � ïîëèíîìèàëüíàÿ ÄÌÒ- ïðîãðàììà, âû÷èñëÿþùàÿ f , è M2� ïîëèíîìèàëüíàÿ ÄÌÒ-ïðîãðàììà, ðàñïîçíàþùàÿ L2. ÏîëèíîìèàëüíàÿÄÌÒ-ïðîãðàììà, ðàñïîçíàþùàÿL1, ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êîìïîçèöèåé ïðî-ãðàììûMf èM2. Êî âõîäó x 2 ��1 âíà÷àëå ïðèìåíÿåòñÿMf , ÷òîáû ïîñòðî-èòü f(x) 2 ��2. Çàòåì ê f(x) ïðèìåíÿåòñÿ ïðîãðàììà M2, âûÿñíÿþùàÿ,âåðíî ëè, ÷òî f(x) 2 L2. Ïîñêîëüêó x 2 L1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàf(x) 2 L2, òî ýòî îïèñàíèå äà¼ò ÄÌÒ-ïðîãðàììó, ðàñïîçíàþùóþ L1. Òî,3×àñòî ãîâîðÿò, ÷òî ÿçûê L1 ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê ÿçûêó L2, à �óíêöèÿ f ðåà-ëèçóåò ýòó ñâîäèìîñòü. � Ïðèì. ðåä.



46 �ëàâà 2. Òåîðèÿ NP -ïîëíûõ çàäà÷÷òî âðåìÿ ðàáîòû ýòîé ïðîãðàììû îãðàíè÷åíî ïîëèíîìîì, íåìåäëåííî ñëå-äóåò èç ïîëèíîìèàëüíîñòè ïðîãðàìì Mf è M . Òî÷íåå, åñëè pf è p2 � ïîëè-íîìû, îãðàíè÷èâàþùèå âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàìì Mf è M2 ñîîòâåòñòâåííî,òî jf(x)j 6 pf (jxj), à âðåìÿ ðàáîòû òîëüêî ÷òî ïîñòðîåííîé ïðîãðàììû, êàêíå òðóäíî âèäåòü, îãðàíè÷åíî �óíêöèåé O(pf (jxj) + p2(pf (jxj)), êîòîðàÿÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì îò jxj.Åñëè �1 è �2 � çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ, à e1 è e2 � èõ ñõåìû êîäèðîâàíèÿ,òî áóäåì ïèñàòü �1 _ �2 (îòíîñèòåëüíî çàäàííûõ ñõåì êîäèðîâàíèÿ), åñëèñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü ÿçûêà L[�1; e1℄ ê L[�2; e2℄. Êîãäàáóäåò äåéñòâîâàòü ñòàíäàðòíîå ïðåäïîëîæåíèå î ¾ðàçóìíîñòè¿ èñïîëüçóå-ìûõ ñõåì êîäèðîâàíèÿ, óïîìèíàíèå î êîíêðåòíûõ ñõåìàõ êîäèðîâàíèÿ, êàêîáû÷íî, áóäåò îïóñêàòüñÿ. Òàêèì îáðàçîì, íà óðîâíå çàäà÷ ïîëèíîìèàëüíàÿñâîäèìîñòü çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ �1 ê çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ �2 îçíà÷àåòíàëè÷èå �óíêöèè f : D�1 ! D�2 , óäîâëåòâîðÿþùåé äâóì óñëîâèÿì:1. f âû÷èñëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì àëãîðèòìîì è2. äëÿ âñåõ I 2 D�; I 2 Y�1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(I) 2 Y�2 .×òîáû ïîëó÷èòü êîíêðåòíîå ïðåäñòàâëåíèå î ñîäåðæàòåëüíîì ñìûñëåýòîãî îïðåäåëåíèÿ, ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü G = (V; E) � ãðà� ñ ìíîæå-ñòâîì âåðøèí V è ìíîæåñòâîì ð¼áåð E. Ïðîñòûì öèêëîì â G íàçûâàåòñÿòàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü < v1; v2; :::; vk > ðàçëè÷íûõ âåðøèí èç V , ÷òîfvi; vi+1g 2 E, 1 6 i < k, è fvk; v1g 2 E.�àìèëüòîíîâûì öèêëîì â G íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé öèêë, ñîäåðæàùèé âñåâåðøèíû ãðà�à G. Çàäà÷à �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÖÈÊË îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì:�ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÖÈÊËÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàí ãðà� G = (V; E).ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî G ñîäåðæèò ãàìèëüòîíîâ öèêë?×èòàòåëü, íåñîìíåííî, çàìåòèë îïðåäåë¼ííóþ ñâÿçü ìåæäó ýòîé çàäà÷åéè çàäà÷åé ðàñïîçíàâàíèÿ ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅ�. Ïîêàæåì, ÷òî �ÀÌÈËÜÒÎ-ÍÎÂ ÖÈÊË (�Ö) ñâîäèòñÿ ê ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅ�Ó (ÊÌ). Äëÿ ýòîãî òðå-áóåòñÿ óêàçàòü �óíêöèþ f , êîòîðàÿ îòîáðàæàåò êàæäóþ èíäèâèäóàëüíóþçàäà÷ó èç �Ö â ñîîòâåòñòâóþùóþ èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó èç ÊÌ è óäîâëå-òâîðÿåò äâóì óñëîâèÿì, êîòîðûå òðåáóþòñÿ îò ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè.Ôóíêöèÿ f îïðåäåëÿåòñÿ î÷åíü ïðîñòî. Ïóñòü G = (V; E), jV j = m îçíà-÷àåò �èêñèðîâàííóþ èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó èç �Ö. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çà-äà÷à èç ÊÌ ñòðîèòñÿ òàê: ìíîæåñòâî ãîðîäîâ C ñîâïàäàåò ñ V ; äëÿ ëþáûõäâóõ ãîðîäîâ vi; vj 2 C ðàññòîÿíèå d(vi; vj) ìåæäó íèìè ïîëàãàåì ðàâíûì 1,åñëè fvi; vjg 2 E, è 2 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. �ðàíèöà B äëÿ äëèíû èñêîìîãîìàðøðóòà áåð¼òñÿ ðàâíîé m.Ëåãêî ïîêàçàòü (íà íå�îðìàëüíîì óðîâíå), ÷òî ýòà �óíêöèÿ f îñóùå-ñòâëÿåò ñâîäèìîñòü è ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Äëÿâû÷èñëåíèÿ m(m � 1)=2 ðàññòîÿíèé d(vi; vj) íåîáõîäèìî ëèøü âûÿñíèòü,ïðèíàäëåæèò ëè fvi; vjg ìíîæåñòâó E èëè íåò. Ïîýòîìó ïåðâîå òðåáîâàíèå



2.5. Ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü è NP -ïîëíûå çàäà÷è 47ïîëèíîìèàëüíîñòè ñâîäèìîñòè âûïîëíåíî. Äëÿ ïðîâåðêè âòîðîãî òðåáîâà-íèÿ íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî G ñîäåðæèò ãàìèëüòîíîâ öèêë òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà â f(G) èìååòñÿ ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âñå ãîðîäà ìàðøðóò äëèíû,íå ïðåâîñõîäÿùåé B. Âíà÷àëå äîïóñòèì, ÷òî <v1; v2; :::; vm> � ãàìèëüòîíîâöèêë â G. Òîãäà <v1; v2; :::; vm> � ìàðøðóò â f(G), à åãî äëèíà ðàâíà m(m = B), òàê êàê ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè ñîñåäíèìè ãîðîäàìè ìàðøðó-òà ðàâíî 1, ïîñêîëüêó îíî ñîîòâåòñòâóåò ðåáðó â G. Íàîáîðîò, ïðåäïîëîæèì,÷òî <v1; v2; :::; vm> � ìàðøðóò â f(G), äëèíà êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò B.Ïîñêîëüêó ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ãîðîäàìè â f(G) ðàâíî ëèáî1, ëèáî 2 è ïðè âû÷èñëåíèè äëèíû ìàðøðóòà ñóììèðóåòñÿ ðîâíî m òàêèõðàññòîÿíèé, òî èç ðàâåíñòâà B = m ñëåäóåò, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó êàæäîéïàðîé ñîñåäíèõ ãîðîäîâ â ìàðøðóòå ðàâíî 1. Ïî îïðåäåëåíèþ f(G), îòñþäàñëåäóåò, ÷òî fvi; vi+1g, 1 6 i < m, è fvm; vig ÿâëÿåòñÿ ð¼áðàìè ãðà�à G è,ñëåäîâàòåëüíî, <v1; v2; :::; vm> � ãàìèëüòîíîâ öèêë â G.Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî �Ö _ ÊÌ. Õîòÿ ýòî äîêàçàòåëüñòâîãîðàçäî ïðîùå ìíîãèõ äîêàçàòåëüñòâ, êîòîðûå áóäóò ðàññìîòðåíû â äàëü-íåéøåì, îíî ñîäåðæèò âñå ñóùåñòâåííûå ýëåìåíòû äîêàçàòåëüñòâà ïîëèíî-ìèàëüíîé ñâîäèìîñòè è íà íå�îðìàëüíîì óðîâíå ìîæåò ñëóæèòü ìîäåëüþäëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêèõ äîêàçàòåëüñòâ.Çíà÷åíèå ëåììû 2.1 äëÿ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ òåïåðü ìîæåò áûòü ïðîèë-ëþñòðèðîâàíî íà ïðèìåðå ñâîäèìîñòè �Ö _ ÊÌ. Ïî ñóùåñòâó, ìû ïðèøëèê ñëåäóþùåìó çàêëþ÷åíèþ: åñëè çàäà÷à ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅ� ìîæåò áûòüðåøåíà ïîëèíîìèàëüíûì àëãîðèòìîì, òî ýòîò �àêò âåðåí è äëÿ çàäà÷è �À-ÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÖÈÊË, à åñëè �Ö � òðóäíîðåøàåìàÿ çàäà÷à, òî è ÊÌ òàêæåòðóäíîðåøàåìàÿ çàäà÷à. Òàêèì îáðàçîì, ëåììà 2.1 ïîçâîëÿåò èíòåðïðåòè-ðîâàòü ñâîäèìîñòü �Ö _ ÊÌ êàê óòâåðæäåíèå, ÷òî çàäà÷à �2 ¾íå ïðîùå¿çàäà÷è �1.Îòíîøåíèå ¾ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè¿ îñîáåííî óäîáíî, ïîñêîëüêóîíî ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì. Ýòî óñòàíàâëèâàåò ñëåäóþùàÿ ëåììà.Ëåììà 2.2. Åñëè L1 _ L2 è L2 _ L3, òî L1 _ L3.Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü �1;�2 è �3 � àë�àâèòû ÿçûêîâ L1; L2 è L3 ñîîòâåòñòâåííî, �óíê-öèÿ f1 : ��1 ! ��2 ðåàëèçóåò ïîëèíîìèàëüíóþ ñâîäèìîñòü L1 ê L2, à f2 :��2 ! ��3 � ïîëèíîìèàëüíóþ ñâîäèìîñòü L2 ê L3. Òîãäà �óíêöèÿ f : ��1 !��3, êîòîðàÿ äëÿ âñåõ x 2 �� îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì f(x) = f2(f1(x)),ðåàëèçóåò èñêîìóþ ñâîäèìîñòü ÿçûêà L1 ê L3. Â ñàìîì äåëå, f(x) 2 L3òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x 2 L1, à âû÷èñëèìîñòü f çà ïîëèíîìèàëüíîåâðåìÿ ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàññóæäåíèé, àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèÿì,èñïîëüçîâàííûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.1.Òåïåðü ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ÿçûêè L1 è L2 (ñîîòâåòñòâåííî çàäà÷è ðàñïî-çíàâàíèÿ �1 è �2) ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíû, åñëè îíè ñâîäÿòñÿ äðóã êäðóãó, ò.å. L1 _ L2 è L2 _ L1 (èìååò ìåñòî ñâîäèìîñòü �1 _ �2 è �2 _ �1).Ëåììà 2.2 óòâåðæäàåò, ÷òî ýòî îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâà-



48 �ëàâà 2. Òåîðèÿ NP -ïîëíûõ çàäà÷ëåíòíîñòè, à òàêæå, ÷òî îòíîøåíèå ¾_¿ îïðåäåëÿåò ÷àñòè÷íîå óïîðÿäî÷å-íèå âîçíèêàþùèõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ÿçûêîâ (çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ).Íà ñàìîì äåëå êëàññ P � ýòî ¾íàèìåíüøèé¿ îòíîñèòåëüíî ýòîãî ÷àñòè÷íîãîïîðÿäêà êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè è ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ åãî ìîæ-íî ðàññìàòðèâàòü êàê êëàññ ¾ñàìûõ ë¼ãêèõ¿ ÿçûêîâ (çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ).Êëàññ NP -ïîëíûõ ÿçûêîâ (çàäà÷) äà¼ò íàì äðóãîé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè,êîòîðûé õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî îí ñîäåðæèò ¾ñàìûå òðóäíûå¿ ÿçûêè(çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ) èç NP .ßçûê L íàçûâàåòñÿ NP -ïîëíûì, åñëè L 2 NP è ëþáîé äðóãîé ÿçûêL0 2 NP ñâîäèòñÿ ê L. �îâîðÿ íå�îðìàëüíî, çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ � íà-çûâàåòñÿ NP -ïîëíîé, åñëè � 2 NP è ëþáàÿ äðóãàÿ çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ�0 2 NP ñâîäèòñÿ ê �. Òàêèì îáðàçîì ëåììà 2.1 ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòüNP -ïîëíûå çàäà÷è ñ ¾ñàìûìè òðóäíûìè çàäà÷àìè èç NP¿. Åñëè õîòÿ áûîäíà NP -ïîëíàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, òî èâñå çàäà÷è èç NP òàêæå ìîãóò áûòü ðåøåíû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Åñ-ëè õîòÿ áû îäíà çàäà÷à èç NP òðóäíîðåøàåìà, òî è âñå NP -ïîëíûå çàäà÷èòðóäíîðåøàåìû. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ NP -ïîëíàÿ çàäà÷à � îáëàäàåò ñâîé-ñòâîì, êîòîðîå ñ�îðìóëèðîâàíî â íà÷àëå íàñòîÿùåãî ðàçäåëà: åñëè P 6= NP ,òî � 2 NP n P . Òî÷íåå, � 2 P òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P = NP .Â ïðåäïîëîæåíèè P 6= NP ìîæíî äàòü áîëåå òî÷íóþ êàðòèíó êëàññàNP ,ñì. ðèñ. 2.6.
�èñ. 2..4: ¾Óòî÷í¼ííàÿ êàðòèíà êëàññà NP )¿Çàìåòèì, ÷òî NP íå ïðîñòî ðàçäåëÿåòñÿ íà äâå îáëàñòè: ¾êëàññ P¿ è¾êëàññ NP -ïîëíûõ çàäà÷¿. Êàê ìû óâèäèì â ãë. 7, åñëè P îòëè÷åí îò NP ,òî äîëæíû ñóùåñòâîâàòü çàäà÷è èç NP , íåðàçðåøèìûå çà ïîëèíîìèàëüíîåâðåìÿ íå ÿâëÿþùèåñÿ NP -ïîëíûìè.Ìû áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ â îñíîâíîì NP -ïîëíûìè çàäà÷àìè. Õîòÿ âíà÷àëå íàñòîÿùåãî ðàçäåëà ãîâîðèëîñü, ÷òî èìåþòñÿ ïðîñòûå ìåòîäû äîêà-çàòåëüñòâà NP -ïîëíîòû çàäà÷, òðåáîâàíèÿ, òîëüêî ÷òî îïèñàííûå íàìè, êàêáóäòî ñâèäåòåëüñòâóþò îá îáðàòíîì. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ çàäà÷à èçNP ñâîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó êàíäèäàòó íà NP -ïîëíóþ çàäà÷ó. Ñîâåðøåííîíåÿñíî, êàê ýòî ìîæíî áûëî áû äîêàçàòü. Àïðèîðè, íå î÷åâèäíî äàæå, ÷òîñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà NP -ïîëíàÿ çàäà÷à.



2.6. Òåîðåìà Êóêà 49Ñëåäóþùàÿ ëåììà, êîòîðàÿ íåìåäëåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé è òðàí-çèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ _, ïîêàçûâàåò, ÷òî âîïðîñ ñèëüíî óïðîñòèëñÿ áû,åñëè áû áûëà èçâåñòíà ïî êðàéíåé ìåðå îäíà NP -ïîëíàÿ çàäà÷à.Ëåììà 2.3. Åñëè L1 è L2 ïðèíàäëåæàò êëàññó NP , L1 � ýòî NP - ïîë-íûé ÿçûê è L1 _ L2, òî L2 òàêæå NP -ïîëíûé ÿçûê.Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê L2 2 NP , òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿ-êîãî L0 2 NP L0 ñâîäèòñÿ ê L2. �àññìîòðèì ëþáîé ÿçûê L0 2 NP . Òàêêàê L1 � ýòî NP -ïîëíûé ÿçûê, òî L0 ñâîäèòñÿ ê L1. Â ñèëó òðàíçèòèâíîñòèîòíîøåíèÿ _, èç ñâîäèìîñòè L1 _ L2 ñëåäóåò L0 _ L2.Íà óðîâíå çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ ýòà ëåììà óêàçûâàåò ïðîñòîé ïóòü äî-êàçàòåëüñòâà NP -ïîëíîòû íîâîé çàäà÷è �, åñëè èçâåñòíà õîòÿ áû îäíà NP -ïîëíàÿ çàäà÷à. Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü NP -ïîëíîòó çàäà÷è �, äîñòàòî÷íîïîêàçàòü, ÷òî1. � 2 NP .2. Êàêàÿ-òî îäíà èçâåñòíàÿ NP -ïîëíàÿ çàäà÷à �0 ñâîäèòñÿ ê �.Îäíàêî, ïðåæäå ÷åì ìîæíî áóäåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòèì ìåòîäîì äîêàçà-òåëüñòâà, íåîáõîäèìî íàéòè íåêîòîðóþ èñõîäíóþNP -ïîëíóþ çàäà÷ó. Òàêóþçàäà÷ó äà¼ò íàì �óíäàìåíòàëüíàÿ òåîðåìà Êóêà, êîòîðóþ ìû ñ�îðìóëè-ðóåì è äîêàæåì â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.2.6. Òåîðåìà Êóêà×åñòü áûòü ¾ïåðâîé¿ NP -ïîëíîé çàäà÷åé âûïàëà íà äîëþ çàäà÷è ðàñïîçíà-âàíèÿ èç áóëåâñêîé ëîãèêè, çàäà÷è, êîòîðóþ îáû÷íî íàçûâàþò ÂÛÏÎËÍÈ-ÌÎÑÒÜ (ñîêðàù¼ííî ÂÛÏ). Òåðìèíû, èñïîëüçóþùèåñÿ äëÿ å¼ îïèñàíèÿ,îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.Ïóñòü U = fu1; u2; :::; umg � ìíîæåñòâî áóëåâñêèõ ïåðåìåííûõ. Ïîä íà-áîðîì çíà÷åíèé èñòèííîñòè íà ìíîæåñòâå U áóäåì ïîíèìàòü �óíêöèþt : U ! fT; Fg4. Åñëè t(u) = T , òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî u ïðèíèìàåò çíà-÷åíèå ¾èñòèíà¿ îòíîñèòåëüíî t; åñëè t(u) = F , òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî uïðèíèìàåò çíà÷åíèå ¾ëîæü¿. Åñëè u � ïåðåìåííàÿ èç U , òî u è �u íàçîâ¼ìëèòåðàëàìè èç U . Ëèòåðàë u ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ¾èñòèíà¿ îòíîñèòåëüíî tâ òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ïåðåìåííàÿ u ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ¾èñòè-íà¿ îòíîñèòåëüíî t; ëèòåðàò �u ïðèíèìàåò çíà÷åíèå èñòèíà â òîì è òîëüêî âòîì ñëó÷àå, åñëè ïåðåìåííàÿ u ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ¾ëîæü¿.Äèçúþíêöèåé íàä U íàçîâ¼ì ìíîæåñòâî ëèòåðàëîâ íàä U , íàïðèìåðfu1; �u3; u8g. Îíà ïðåäñòàâëÿåò äèçúþíêöèþ ýòèõ ëèòåðàëîâ è íàçûâàåòñÿâûïîëíåííîé ïðè íåêîòîðîì íàáîðå çíà÷åíèé èñòèííîñòè òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà ïðè ðàññìàòðèâàåìîì íàáîðå çíà÷åíèé èñòèííîñòè õîòÿ áûîäèí èç å¼ ÷ëåíîâ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ¾èñòèíà¿. Â íàøåì ïðèìåðå äèçú-þíêöèÿ áóäåò âûïîëíåíà îòíîñèòåëüíî t, åñëè îäíîâðåìåííî íå îêàæåòñÿ,4Îò ñëîâ Truth � èñòèíà, False � ëîæü (àíãë.). � Ïðèì. ïåðåâ.



50 �ëàâà 2. Òåîðèÿ NP -ïîëíûõ çàäà÷÷òî t(u1) = F , t(u3) = T , t(u8) = F . Íàáîð C äèçúþíêöèé íàä U íàçûâàåòñÿâûïîëíèìûì â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè íàéä¼òñÿ íåêîòîðûé íàáîðçíà÷åíèé èñòèííîñòè íà ìíîæåñòâå U , òàêîé, ÷òî îäíîâðåìåííî âûïîëíå-íû âñå äèçúþíêöèè èç C. Òàêîé íàáîð çíà÷åíèé èñòèííîñòè íàçûâàåòñÿâûïîëíÿþùèì íàáîðîì çíà÷åíèé èñòèííîñòè äëÿ C. Çàäà÷à ÂÛÏÎËÍÈ-ÌÎÑÒÜ �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ U è íàáîð C äèçúþíêöèéíàä U .ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè âûïîëíÿþùèé íàáîð çíà÷åíèé èñòèííîñòè äëÿC? Íàïðèìåð, ïóñòü U = fu1; u2g è C = ffu1; �u2g; f�u1; u2gg. Ýòî èíäèâèäó-àëüíàÿ çàäà÷à èç ÂÛÏ, îòâåò íà êîòîðóþ åñòü ¾äà¿. Âûïîëíÿþùåå çàäàíèåçíà÷åíèé èñòèííîñòè îïðåäåëÿåòñÿ òàê: t(u1) = t(u2) = T . Ñ äðóãîé ñòîðî-íû, çàìåíèâ C íà C 0 = ffu1; u2g; fu1; u2g, f�u1gg, ïîëó÷èì ïðèìåð èíäèâè-äóàëüíîé çàäà÷è, îòâåò íà êîòîðóþ åñòü ¾íåò¿, ïîñêîëüêó C 0 íåâûïîëíèìà.Òåïåðü ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü �óíäàìåíòàëüíóþ òåîðåìó Êóêà [91℄.Òåîðåìà 2.2. (òåîðåìà Êóêà). Çàäà÷à ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ åñòü NP -ïîëíàÿ çàäà÷à.Äîêàçàòåëüñòâî 1.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ÂÛÏ ëåæèò â êëàññå NP . Íåäåòåðìèíèðîâàííîìóàëãîðèòìó äëÿ å¼ ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî óêàçàòü íàáîð çíà÷åíèé èñòèííîñòèíà èñõîäíîì ìíîæåñòâå ïåðåìåííûõ è îñóùåñòâèòü ïðîâåðêó òîãî, ÷òî ýòîòíàáîð çíà÷åíèé âûïîëíÿåò âñå äèçúþíêöèè èç èñõîäíîãî íàáîðà C. Âñ¼ ýòîëåãêî ñäåëàòü (íåäåòåðìèíèðîâàííûì îáðàçîì) çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.Òàêèì îáðàçîì, ïåðâîå òðåáîâàíèå, êîòîðîìó äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü NP -ïîëíûå çàäà÷è, âûïîëíåíî.Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå âòîðîãî òðåáîâàíèÿ, âåðí¼ìñÿ êóðîâíþ ÿçûêîâ, ò.å. ê ïðåäñòàâëåíèþ ÂÛÏ ÿçûêîì LÂÛÏ = L[ÂÛÏ, e℄ äëÿíåêîòîðîé ðàçóìíîé ñõåìû êîäèðîâàíèÿ e. Íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿâñåõ ÿçûêîâ L 2 NP èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå L _ LÂÛÏ. �àçíûå ÿçûêèèç NP ìîãóò ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ; ÷èñëî ýòèõ ÿçûêîâ áåñêîíå÷íî, ïîýòîìóíåâîçìîæíî óêàçàòü îòäåëüíîå ñâåäåíèå äëÿ êàæäîãî èç íèõ. Îäíàêî êàæ-äûé ÿçûê èç NP ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â ñòàíäàðòíîì âèäå, à èìåííîÍÄÌÒ-ïðîãðàììîé, ðàáîòàþùåé ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ è ðàñïîçíàþùåéýòîò ÿçûê.Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò èìåòü äåëî ñ îáùåé ÍÄÌÒ-ïðîãðàììîé,âðåìÿ ðàáîòû êîòîðîé ïîëèíîìèàëüíî, è ïîëó÷èòü îáùóþ ñâîäèìîñòü ÿçû-êà, ðàñïîçíàâàåìîãî ýòîé ïðîãðàììîé, ê LÂÛÏ. Åñëè ýòó îáùóþ ñâîäè-ìîñòü ñïåöèàëèçèðîâàòü äëÿ êîíêðåòíîé ÍÄÌÒ-ïðîãðàììû M , ðàñïîçíà-þùåé LM , òî ïîëó÷èòñÿ èñêîìîå ïîëèíîìèàëüíîå ñâåäåíèå LM ê LÂÛÏ.Òàêèì îáðàçîì, ïî ñóùåñòâó, äëÿ âñåõ L 2 NP áóäåò ïðåäñòàâëåíî îáùååäîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî L _ LÂÛÏ.



2.6. Òåîðåìà Êóêà 51Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ÍÄÌÒ-ïðîãðàììó M ñ ïîëèíîìè-àëüíûì âðåìåíåì ðàáîòû, êîòîðàÿ èìååò êîìïîíåíòû �, �, b, Q, q0, qY , qN ,Æ è ðàñïîçíà¼ò ÿçûê L = LM . Êðîìå òîãî, ïóñòü p(n) � ïîëèíîì ñ öåëûìè êî-ý��èöèåíòàìè, îãðàíè÷èâàþùèé ñâåðõó âðåìåíí�yþ ñëîæíîñòü TM (n). (Íåóìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî p(n) > n äëÿ âñåõ n 2 Z+.) ÔóíêöèÿfL, ðåàëèçóþùàÿ îáùóþ ñâîäèìîñòü, áóäåò îïèñàíà â òåðìèíàõ M , �, �,b; Q, q0, qY , qN , Æ è p.Óäîáíî ðàññìàòðèâàòü fL êàê îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà ñëîâ â àë�àâè-òå � â èíäèâèäóàëüíûå çàäà÷è èç ÂÛÏ, à íå â ñëîâà â àë�àâèòå �, êîòîðûåêîäèðóþò çàäà÷è èç ÂÛÏ, òàê êàê äåòàëè, ñâÿçàííûå ñ êîäèðîâàíèåì, ìî-ãóò áûòü ëåãêî âîñïîëíåíû. Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ fL áóäåò îáëàäàòüòåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ âñåõ x 2 �� ïðèíàäëåæíîñòü x 2 L èìååò ìåñòîâ òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè äëÿ íàáîðà äèçúþíêöèé fL(x) èìååòñÿâûïîëíÿþùèé íàáîð çíà÷åíèé èñòèííîñòè. Êëþ÷îì ê ïîñòðîåíèþ �óíê-öèè fL ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå íåêîòîðîãî íàáîðà äèçúþíêöèé äëÿ çàïèñèóòâåðæäåíèÿ, ÷òî x ïðèíèìàåòñÿ ÍÄÌÒ-ïðîãðàììîé M , ò.å. óòâåðæäåíèåx 2 L.Åñëè âõîäíîå ñëîâî x 2 �� ïðèíèìàåòñÿ ïðîãðàììîé M , òî äëÿ x ñóùå-ñòâóåò ïðèíèìàþùåå âû÷èñëåíèå ïðîãðàììû M , òàêîå, ÷òî ÷èñëî øàãîâ íàñòàäèè ïðîâåðêè è ÷èñëî ñèìâîëîâ â ñëîâå-äîãàäêå îãðàíè÷åíû âåëè÷èíîép(n), ãäå n = jxj. Â òàêîì âû÷èñëåíèè áóäóò ó÷àñòâîâàòü ëèøü ÿ÷åéêè ñ íî-ìåðàìè îò �p(n) äî p(n)+1. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ÷èòàþùàÿ/ ïèøóùàÿãîëîâêà íà÷èíàåò ðàáîòó â ÿ÷åéêå ñ íîìåðîì 1 è íà êàæäîì øàãå ñäâèãàåòñÿíå áîëåå ÷åì íà 1 ÿ÷åéêó. Ïðîâåðÿþùåå âû÷èñëåíèå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿçàäàíèåì â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ñîäåðæàíèÿ ÿ÷ååê ñ óêàçàííûìè íîìå-ðàìè, âíóòðåííåãî ñîñòîÿíèÿ è ïîëîæåíèÿ ÷èòàþùåé/ ïèøóùåé ãîëîâêè.Äàëåå, ïîñêîëüêó â ïðîâåðÿþùåì âû÷èñëåíèè èìååòñÿ íå áîëåå p(n) øàãîâ,òî íåîáõîäèìî ó÷åñòü íå áîëåå p(n) + 1 ìîìåíòîâ âðåìåíè. Ýòî ïîçâîëÿåòïîëíîñòüþ îïèñàòü òàêîå âû÷èñëåíèå, èñïîëüçóÿ ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åí-íîå ÷èñëî áóëåâñêèõ ïåðåìåííûõ è íåêîòîðûé íàáîð çíà÷åíèé èñòèííîñòèíà èõ ìíîæåñòâå.Ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ U , ó÷àñòâóþùèõ â îïèñàíèè �óíêöèè fL, ïðåä-íàçíà÷åíî èìåííî äëÿ óêàçàííûõ öåëåé. Ïåðåíóìåðóåì ýëåìåíòû ìíîæåñòâQ è � ñëåäóþùèì îáðàçîì: Q : q0, q1 = qY , q2 = qN , q3; :::; qr, ãäå r = jQj;�: s0 = b, s1, s2, ..., sv , ãäå v = j�j � 1. Â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ áóäóòó÷àñòâîâàòü òðè òèïà ïåðåìåííûõ, êàæäîìó èç êîòîðûõ ïðèäà¼òñÿ îïðå-äåë¼ííûé ñìûñë ñîãëàñíî ðèñ. 2.7. Ïðè ýòîì �ðàçà ¾â ìîìåíò âðåìåíè i¿ñëóæèò ñîêðàùåíèåì òî÷íîãî âûðàæåíèÿ ¾ïîñëå âûïîëíåíèÿ i-ãî øàãà ïðî-âåðÿþùåãî âû÷èñëåíèÿ¿.



52 �ëàâà 2. Òåîðèÿ NP -ïîëíûõ çàäà÷Ïåðåìåííàÿ Ïðåäåëû èçìåíåíèÿ Ïðèäàâàåìûé ñìûñëèíäåêñîâQ[i; k℄ 0 6 i 6 p(n) Â ìîìåíò âðåìåíè i0 6 k 6 r ïðîãðàììà Míàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè qkH [i; j℄ 0 6 i 6 p(n) Â ìîìåíò âðåìåíè i�p(n) 6 j 6 p(n) + 1 ÷èòàþùàÿ/ ïèøóùàÿãîëîâêà ïðîñìàòðèâàåòÿ÷åéêó ñ íîìåðîì jS[i; j; k℄ 0 6 i 6 p(n) Â ìîìåíò âðåìåíè i â�p(n) 6 j 6 p(n) + 1 j-é ÿ÷åéêå çàïèñàí0 6 k 6 v ñèìâîë sk�èñ. 2.7. Ïåðåìåííûå íàáîðà äèçúþíêöèé fL(x) è ïðèäàâàåìûé èì ñìû-ñë. Âû÷èñëåíèå ïðîãðàììû M î÷åâèäíûì îáðàçîì èíäóöèðóåò íà ìíîæå-ñòâå ýòèõ ïåðåìåííûõ íàáîð çíà÷åíèé èñòèííîñòè, åñëè ïðèíÿòü ñîãëàøå-íèå, ÷òî ïðè îêîí÷àíèè âû÷èñëåíèÿ ðàíüøå ìîìåíòà âðåìåíè p(n) êîí�è-ãóðàöèÿ îñòà¼òñÿ íåèçìåííîé âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè ïîñëå îñòàíîâêè, ò.å.ñîõðàíÿþòñÿ çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå, ïîëîæåíèå ãîëîâêè è çàïèñü íàëåíòå. Â íóëåâîé ìîìåíò âðåìåíè çàïèñü íà ëåíòå ñîñòîèò èç âõîäíîãî ñëî-âà x, ðàñïîëîæåííîãî â ÿ÷åéêàõ ñ íîìåðàìè îò 1 äî n, è ñëîâà-äîãàäêè w âÿ÷åéêàõ ñ íîìåðàìè îò -1 äî jwj, ïðè ýòîì âñå îñòàëüíûå ÿ÷åéêè ïóñòû.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîèçâîëüíûé íàáîð çíà÷åíèé èñòèííîñòè ýòèõ ïåðå-ìåííûõ íå îáÿçàòåëüíî ñîîòâåòñòâóåò êàêîìó-òî âû÷èñëåíèþ, à òåì áîëååïðèíèìàþùåìó. Ïðè ïðîèçâîëüíîì íàáîðå çíà÷åíèé èñòèííîñòè ïåðåìåí-íûõ â íåêîòîðîé ÿ÷åéêå ìîãëè áû áûòü îäíîâðåìåííî çàïèñàíû íåñêîëüêîðàçëè÷íûõ ñèìâîëîâ, ìàøèíà ìîãëà áû íàõîäèòüñÿ îäíîâðåìåííî â íåñêîëü-êèõ ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèÿõ, à ÷èòàþùàÿ/ ïèøóùàÿ ãîëîâêà ìîãëà áû îäíî-âðåìåííî ïðîñìàòðèâàòü ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ÿ÷ååê ñ íîìåðàìè îò �p(n)äî p(n) + 1. Îïèñàíèå �óíêöèè fL îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ïîñòðîå-íèÿ òàêîãî íàáîðà äèçúþíêöèé, ñîäåðæàùåãî ïåðå÷èñëåííûå ïåðåìåííûå,÷òî íàáîð çíà÷åíèé èñòèííîñòè áóäåò âûïîëíÿþùèì òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà ýòîò íàáîð çíà÷åíèé èñòèííîñòè èíäóöèðóåòñÿ íåêîòîðûì ïðèíèìà-þùèì âû÷èñëåíèåì íà âõîäå x, ïðè÷¼ì ñòàäèÿ ïðîâåðêè ýòîãî âû÷èñëåíèÿâûïîëíÿåòñÿ íå áîëåå ÷åì çà p(n) øàãîâ è ñëîâî-äîãàäêà èìååò äëèíó íåáîëåå p(n). Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èì èìïëèêàöèè:x 2 L , íà âõîäå x ñóùåñòâóåò ïðèíèìàþùååâû÷èñëåíèå ïðîãðàììû M, íà âõîäå x ñóùåñòâóåò ïðèíèìàþùååâû÷èñëåíèå ïðîãðàììû M , ÷èñëî øàãîâêîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò p(n), à ñëîâî-äîãàäêà w èìååò äëèíó, ðàâíóþ p(n), ñóùåñòâóåò âûïîëíÿþùåå çàäàíèå çíà÷åíèéèñòèííîñòè äëÿ íàáîðà äèçúþíêöèéçàäà÷è fL(x).



2.6. Òåîðåìà Êóêà 53Ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî äëÿ fL âûïîëíåíî îäíî èç äâóõ óñëîâèé, òðåáóþ-ùèõñÿ â îïðåäåëåíèè ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè. Äðóãîå óñëîâèå, çàêëþ-÷àþùååñÿ â òîì, ÷òî fL äîëæíà áûòü âû÷èñëèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ,ìîæíî áóäåò ëåãêî ïðîâåðèòü ïîñëå òîãî, êàê îïèñàíèå fL áóäåò çàêîí÷åíî.Äèçúþíêöèè èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è fL(x) ìîæíî ïîäðàçäåëèòü íà 6ãðóïï, êàæäàÿ èç êîòîðûõ áóäåò íàëàãàòü îãðàíè÷åíèå îïðåäåë¼ííîãî òèïàíà ëþáîé âûïîëíÿþùèé íàáîð çíà÷åíèé èñòèííîñòè. Ýòè ãðóïïû ïîêàçàíûíà ðèñ. 2.8.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè âñå 6 ãðóïï äèçúþíêöèé äåéñòâèòåëüíî îñóùå-ñòâëÿþò ïîñòàâëåííûå ïåðåä íèìè öåëè, òî âûïîëíÿþùèé íàáîð çíà÷åíèéèñòèííîñòè îáÿçàí ñîîòâåòñòâîâàòü íóæíîìó ïðèíèìàþùåìó âû÷èñëåíèþíà âõîäå x. Åäèíñòâåííîå, ÷òî îñòà¼òñÿ,� ýòî óêàçàòü ñïîñîá ïîñòðîåíèÿãðóïï äèçúþíêöèé, îñóùåñòâëÿþùèõ ýòè öåëè.�ðóïïà Íàëàãàåìîå îãðàíè÷åíèåäèçúþíêöèéG1 Â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè i ïðîãðàììà Míàõîäèòñÿ ðîâíî â îäíîì ñîñòîÿíèè.G2 Â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè i ÷èòàþùàÿ/ ïèøóùàÿãîëîâêà ïðîñìàòðèâàåò ðîâíî îäíó ÿ÷åéêó.G3 Â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè i êàæäàÿ ÿ÷åéêàñîäåðæèò ðîâíî îäèí ñèìâîë èç �.G4 Â ìîìåíò âðåìåíè 0 âû÷èñëåíèå íàõîäèòñÿ âèñõîäíîé êîí�èãóðàöèè ñòàäèè ïðîâåðêè ïðèâõîäå x.G5 Íå ïîçäíåå ÷åì ÷åðåç p(n) øàãîâ Mïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå qY è, ñëåäîâàòåëüíî,ïðèíèìàåò x.G6 Äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè i, 0 6 i 6 p(n),êîí�èãóðàöèÿ ïðîãðàììû M â ìîìåíò âðåìåíèi+ 1 ïîëó÷àåòñÿ èç êîí�èãóðàöèè â ìîìåíòâðåìåíè i îäíîðàçîâûì ïðèìåíåíèåì �óíêöèèïåðåõîäà Æ.�èñ. 2.8. �ðóïïû äèçúþíêöèé äëÿ fL(x) è îãðàíè÷åíèÿ, íàêëàäûâàåìûåèìè íà âûïîëíÿþùèé íàáîð èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé.�ðóïïà G1 ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ äèçúþíêöèé:fQ[i; 0℄; Q[i; 1℄; :::; Q[i; r℄g; 0 6 i 6 p(n);fQ[i; j℄; Q[i; j0℄; 0 6 i 6 p(n); 0 6 j < j0 < r:Ïåðâûå p(n) + 1 èç ýòèõ äèçúþíêöèé ìîãóò áûòü âûïîëíåíû îäíîâðåìåííîâ òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè i ïðîãðàììàM íàõîäèòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå â îäíîì ñîñòîÿíèè. Îñòàëüíûå (p(n) + 1)(r+



54 �ëàâà 2. Òåîðèÿ NP -ïîëíûõ çàäà÷1)(r=2) äèçúþíêöèé ìîãóò áûòü âûïîëíåíû îäíîâðåìåííî â òîì è òîëüêî âòîì ñëó÷àå, åñëè íè â îäèí ìîìåíò âðåìåíè i ïðîãðàììà M íå íàõîäèòñÿáîëåå ÷åì â îäíîì ñîñòîÿíèè. Òàêèì îáðàçîì, G1 âûïîëíÿåò ñâî¼ íàçíà÷å-íèå.�ðóïïû G2 è G3 ñòðîÿòñÿ àíàëîãè÷íî, à ãðóïïû G4 è G5 î÷åíü ïðîñòû,êàæäàÿ èç íèõ âêëþ÷àåò äèçúþíêöèè, ñîñòîÿùèå òîëüêî èç îäíîãî ëèòå-ðàëà. Íà ðèñ. 2.9 äàíî ïîëíîå îïèñàíèå ïåðâûõ ïÿòè ãðóïï äèçúþíêöèé.Îòìåòèì, ÷òî êàê ÷èñëî äèçúþíêöèé â ýòèõ ãðóïïàõ, òàê è ìàêñèìàëüíîå÷èñëî ëèòåðàëîâ, âõîäÿùèõ â êàæäóþ äèçúþíêöèþ, îãðàíè÷åíû íåêîòîðûìïîëèíîìîì îò n (òàê êàê r è v � êîíñòàíòû, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ïî M è,çíà÷èò, ïî ÿçûêó L).Íåñêîëüêî ñëîæíåå âûãëÿäèò îïèñàíèå ïîñëåäíåé ãðóïïû äèçúþíêöèé� G6, êîòîðàÿ ãàðàíòèðóåò, ÷òî êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ êîí�èãóðàöèÿ ìàøèíûïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåé â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ îäíîé êîìàíäû ïðî-ãðàììû M . Ýòà ãðóïïà ñîñòîèò èç äâóõ ïîäãðóïï äèçúþíêöèé.�ðóïïà Äèçúþíêöèè, âõîäÿùèå â ãðóïïóäèçúþí-êöèéG1 fQ[i; 0℄; Q[i; 1℄; :::; Q[i; r℄g, 0 6 i 6 p(n);fQ[i; j℄; Q[i; j0℄g , 0 6 i 6 p(n) , 0 6 j < j0 < rG2 fH [i;�p(n)℄; H [i;�p(n) + 1℄, ...,H [i; p(n) + 1℄g, 0 6 i 6 p(n);fH [i; j℄; H [i; j0℄g, 0 6 i 6 p(n), �p(n) 6 j < j0 6 p(n) + 1G3 fS[i; j; 0℄; S[i; j; 1℄; :::; S[i; j; v℄g, 0 6 i 6 p(n),�p(n) 6 j 6 p(n) + 1,fS[i; j; k℄; S[i; j; k0℄ , 0 6 i 6 p(n); �p(n) 6 j 6 p(n) + 1,0 6 k < k0 6 v,G4 fQ[0; 0℄g, fH [0; 1℄g; fS[0; 0; 0℄g, fS[0; 1; k1℄g,fS[0; 2; k2℄g, ..., fS[0; n; kn℄g, fS[0; n+ 1; 0℄g,fS[0; n+ 2; 0℄g, ..., fS[0; p(n) + 1; 0℄g,ãäå x = sk1sk1 ::: skn ;G5 fQ[p(n); 1℄g�èñ. 2.9. Ïåðâûå 5 ãðóïï äèçúþíêöèé äëÿ fL(x).Ïåðâàÿ ïîäãðóïïà ãàðàíòèðóåò, ÷òî åñëè ÷èòàþùàÿ/ ïèøóùàÿ ãîëîâêà âìîìåíò âðåìåíè i íå ïðîñìàòðèâàåò ÿ÷åéêó ñ íîìåðîì j, òî ñèìâîë â ÿ÷åéêåñ íîìåðîì j îò ìîìåíòà âðåìåíè i ê ìîìåíòó âðåìåíè i + 1 íå èçìåíèòñÿ.Äèçúþíêöèè ýòîé ãðóïïû èìåþò âèäfS[i; j; l℄; H [i; j℄; S[i+ 1; j; l℄g; 0 6 i 6 p(n),�p(n) 6 j 6 p(n) + 1, 0 6 1 6 v.Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíî ìîìåíò âðåìåíè i, ÿ÷åéêó ñ íîìåðîì j è ñèì-âîë sl. Åñëè â ìîìåíò âðåìåíè i ÷èòàþùàÿ/ ïèøóùàÿ ãîëîâêà íå ïðîñìàò-ðèâàåò ÿ÷åéêó ñ íîìåðîì j è â ýòîé ÿ÷åéêå â ìîìåíò âðåìåíè i çàïèñàíñèìâîë j, à â ìîìåíò âðåìåíè i + 1 åãî óæå òàì íåò, òî óêàçàííàÿ âûøå



2.6. Òåîðåìà Êóêà 55äèçúþíêöèÿ íå áóäåò âûïîëíåíà (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíà áóäåò âûïîëíå-íà). Òàêèì îáðàçîì, 2(p(n)+1)2(v+1) äèçúþíêöèé ýòîé ãðóïïû âûïîëíÿþòñâî¼ íàçíà÷åíèå.Âòîðàÿ ïîäãðóïïà äèçúþíêöèé èç ãðóïïû G6 ãàðàíòèðóåò, ÷òî ïåðå-ñòðîéêà îäíîé ìàøèííîé êîí�èãóðàöèè â ñëåäóþùóþ ïðîèñõîäèò ñîãëàñíî�óíêöèè ïåðåõîäà Æ ïðîãðàììû M . Äëÿ êàæäîé ÷åòâ¼ðêè(i; j; k; l), 0 6 i < p(n), �p(n) 6 j 6 p(n) + 1, 0 6 k 6 r è 0 6 l 6 v,ýòà ïîäãðóïïà ñîäåðæèò ñëåäóþùèå òðè äèçúþíêöèè:fH [i; j℄; Q[i; k℄; S[i; j; l℄; H [i+ 1; j +�℄g;fH [i; j℄; Q[i; k℄; S[i; j; l℄; Q[i+ 1; k0℄g;fH [i; j℄; Q[i; k℄; S[i; j; l℄; S[i+ 1; j; l0℄g;ãäå çíà÷åíèÿ �; k0 è l0 îïðåäåëåíû òàê:åñëè qk 2 Q n fqY ; qNg, òî Æ(qk; sl) = (q0k; s0l;�),à åñëè qk 2 fqY ; qNg, òî � = 0, k0 = k è l0 = l.Íåòðóäíî ïîíÿòü (õîòÿ äëÿ ýòîãî ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ íåñêîëüêî ìè-íóò ðàçäóìèé), ÷òî ýòè 6(p(n))(p(n) + 1)(r + 1)(v + 1) äèçúþíêöèé äàþòíåîáõîäèìîå îãðàíè÷åíèå íà âûïîëíÿþùèé íàáîð çíà÷åíèé èñòèííîñòè.Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, êàê ïîñòðîèòü ãðóïïû äèçúþíêöèé G1 �G6, êîòîðûå âûïîëíÿþò ñâî¼ íàçíà÷åíèå. Åñëè x 2 L, òî ó ïðîãðàììûM íàâõîäå x åñòü ïðèíèìàþùåå âû÷èñëåíèå äëèíû íå áîëåå p(n), è ýòî âû÷èñëå-íèå äà¼ò ïðè çàäàííîé èíòåðïðåòàöèè ïåðåìåííûõ íàáîð çíà÷åíèé èñòèí-íîñòè, êîòîðûé âûïîëíèò âñå äèçúþíêöèè èç C = G1 [ G2[ G3[ G4[ G5[G6. Íàîáîðîò, íàáîð äèçúþíêöèé C ïîñòðîåí òàê, ÷òî ëþáîé âûïîëíÿþ-ùèé íàáîð çíà÷åíèé èñòèííîñòè äëÿ C îáÿçàí ñîîòâåòñòâîâàòü íåêîòîðîìóïðèíèìàþùåìó âû÷èñëåíèþ ïðîãðàììûM íà âõîäå x. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òîäëÿ fL(x) èìååòñÿ âûïîëíÿþùèé íàáîð çíà÷åíèé èñòèííîñòè òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà x 2 L.Òåïåðü îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî ÿçûêà L èí-äèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à fL(x) ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà çà âðåìÿ, îãðàíè÷åííîåïîëèíîìîì îò n = jxj. Åñëè ÿçûê L çàäàí, òî ìîæíî âûáðàòü íåêîòîðóþÍÄÌÒ-ïðîãðàììó M , êîòîðàÿ ðàñïîçíàåò L çà âðåìÿ, îãðàíè÷åííîå ïîëè-íîìîì p (íåò íåîáõîäèìîñòè çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ íàõîäèòü ñàìó íåäå-òåðìèíèðîâàííóþ ïðîãðàììó, òàê êàê íåîáõîäèìî ëèøü ïîêàçàòü, ÷òî îòîá-ðàæåíèå fL ñóùåñòâóåò. Åñëè èìåþòñÿ îïðåäåë¼ííàÿ ÍÄÌÒ-ïðîãðàììàM è ìíîãî÷ëåí p, òî ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ U è íàáîðà äèçú-þíêöèé C òðåáóåò ÷óòü áîëüøå ðàáîòû, ÷åì çàïîëíåíèå âñåõ ïîçèöèé âñòàíäàðòíîé (õîòÿ è äîâîëüíî ñëîæíîé) �îðìóëå. Ïîëèíîìèàëüíàÿ îãðàíè-÷åííîñòü ýòîãî âû÷èñëåíèÿ áóäåò ÿñíà, åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî Length[fL(x)℄îãðàíè÷åíà ñâåðõó ïîëèíîìîì îò n, ãäå Length[I ℄, êàê óêàçàíî â ðàçä. 2.1,õàðàêòåðèçóåò äëèíó ñëîâà, êîäèðóþùåãî èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó I , ïðèíåêîòîðîé ðàçóìíîé ñõåìå êîäèðîâàíèÿ.Â êà÷åñòâå ¾ðàçóìíîé¿ �óíêöèè äëèíû äëÿ çàäà÷è ÂÛÏ ìîæíî, íà-ïðèìåð, âçÿòü jU j � jCj. Íè îäíà èç äèçúþíêöèé íå ìîæåò ñîäåðæàòü áîëåå2 � jU j ëèòåðàëîâ (ò.ê. îáùåå ÷èñëî ëèòåðàëîâ ðàâíî 2 � jU j), à ÷èñëî ñèì-âîëîâ, íåîáõîäèìîå äëÿ îïèñàíèÿ êàæäîãî èíäèâèäóàëüíîãî ëèòåðàëà, íå



56 �ëàâà 2. Òåîðèÿ NP -ïîëíûõ çàäà÷áîëåå log jU j, íî ýòîé âåëè÷èíîé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, òàê êàê îíà äà¼ò ïîëè-íîìèàëüíûé âêëàä â îáùóþ äëèíó çàäà÷è. Ïîñêîëüêó r è v �èêñèðîâàíûçàðàíåå, òî îíè ìîãóò óâåëè÷èòü jU j è jCj â ïîñòîÿííîå ÷èñëî ðàç, ïîýòî-ìó èìååì jU j = O(p(n)2) è jCj = O(P (n))2. Ñëåäîâàòåëüíî, Length[fL(x)℄ =jU j�jCj = O(p(n)4) è, çíà÷èò, îãðàíè÷åíà ïîëèíîìîì îò n, ÷òî è òðåáîâàëîñü.Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèå fL ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî àëãîðèòìîì,èìåþùèì ïîëèíîìèàëüíóþ âðåìåíí�yþ ñëîæíîñòü (îäíàêî êîíêðåòíàÿ ïî-ëèíîìèàëüíàÿ ãðàíèöà äëÿ ñëîæíîñòè áóäåò çàâèñåòü îò L, à òàêæå îò âû-áîðà M è p), èç ÷åãî ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî äëÿ âñåõ L 2 NP �óíêöèÿfL âû÷èñëèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ è îòîáðàæàåò L â ÂÛÏ (òî÷íåå,îòîáðàæàåò L â LÂÛÏ). Îòñþäà âûòåêàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû, ÷òî ÂÛÏåñòü NP -ïîëíàÿ çàäà÷à.



�ëàâà 3.Äîêàçàòåëüñòâî ðåçóëüòàòîâîá NP -ïîëíîòåÅñëè áû âñå äîêàçàòåëüñòâà NP -ïîëíîòû áûëè òàê æå ñëîæíû, êàê äîêàçà-òåëüñòâî NP -ïîëíîòû çàäà÷è ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ, òî î÷åíü ñîìíèòåëüíî,÷òî ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷ ñìîã áû ñòàòü ñòîëü îáøèðíûì, êàê â íàñòî-ÿùåå âðåìÿ. Îäíàêî, êàê óêàçûâàëîñü â ðàçä. 2.4, åñëè óæå èçâåñòíà îäíàNP -ïîëíàÿ çàäà÷à, òî ïðîöåäóðà äîêàçàòåëüñòâà NP -ïîëíîòû äðóãèõ çàäà÷çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà NP -ïîëíîòû çàäà÷è � 2 NPäîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî êàêàÿ-íèáóäü èç èçâåñòíûõ NP -ïîëíûõ çàäà÷ �0ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê �. Òàêèì îáðàçîì, â äàëüíåéøåì ïðîöåññ äîêàçàòåëü-ñòâà NP -ïîëíîòû çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ � áóäåò ñîñòîÿòü èç ñëåäóþùèõ÷åòûð¼õ øàãîâ:1. äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî � ëåæèò â NP ;2. âûáîðà èçâåñòíîé NP -ïîëíîé çàäà÷è �0;3. ïîñòðîåíèÿ �óíêöèè f , ñâîäÿùåé çàäà÷ó �0 ê çàäà÷å �, è4. äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî �óíêöèÿ f îñóùåñòâëÿåò ïîëèíîìèàëüíîåñâåäåíèå.Öåëü íàñòîÿùåé ãëàâû ñîñòîèò íå òîëüêî â òîì, ÷òîáû îçíàêîìèòü ÷è-òàòåëåé ñ êîíå÷íûìè ðåçóëüòàòàìè ýòîãî ïðîöåññà (ñ îêîí÷àòåëüíûìè äî-êàçàòåëüñòâàìè NP -ïîëíîòû), íî òàêæå è â òîì, ÷òîáû ïîäãîòîâèòü èõ êñàìîñòîÿòåëüíîìó ïîèñêó òàêèõ äîêàçàòåëüñòâ.Â ðàçä. 3.1 ïðèâîäèòñÿ 6 çàäà÷, êîòîðûìè ÷àùå äðóãèõ ïîëüçóþòñÿ ïðèäîêàçàòåëüñòâå ðåçóëüòàòîâ îá NP -ïîëíîòå â êà÷åñòâå ¾èçâåñòíûõ NP -ïîë-íûõ çàäà÷¿, è äîêàçûâàåòñÿ NP -ïîëíîòà ýòèõ øåñòè çàäà÷. Â ðàçä. 3.2 ïðè-âîäèòñÿ îïèñàíèå òð¼õ îáùèõ ïîäõîäîâ ê óñòàíîâëåíèþ ñâîäèìîñòè çàäà÷è äà¼òñÿ èõ èëëþñòðàöèÿ ïîñðåäñòâîì äîêàçàòåëüñòâà NP -ïîëíîòû áîëü-øîãî ÷èñëà ðàçëè÷íûõ çàäà÷. Çàêëþ÷èòåëüíûé ðàçäåë ñîäåðæèò íåñêîëüêîðåçóëüòàòîâ îá NP -ïîëíîòå, êîòîðûå ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòü ÷èòàòåëþ.



58 �ëàâà 3. Äîêàçàòåëüñòâî ðåçóëüòàòîâ îá NP - ïîëíîòå3.1. Øåñòü îñíîâíûõ NP -ïîëíûõ çàäà÷Êîãäà îïûòíûì ïðàêòèêàì âñòðå÷àåòñÿ çàäà÷à �, NP -ïîëíîòó êîòîðîé òðå-áóåòñÿ äîêàçàòü, èõ ïðåèìóùåñòâî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíè èìåþò áî-ãàòûé âûáîð ïóòåé òàêîãî äîêàçàòåëüñòâà. Âïîëíå ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òîâ ïðîøëîì îíè óæå äîêàçûâàëè èëè âèäåëè äîêàçàòåëüñòâî NP -ïîëíîòûïîõîæåé çàäà÷è �0. Ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê ìûñëè ïîïûòàòüñÿ ïîñòðîèòü äî-êàçàòåëüñòâî NP -ïîëíîòû çàäà÷è �, êîïèðóÿ äîêàçàòåëüñòâî NP -ïîëíîòûçàäà÷è �0, èëè ïðîñòî ñâîäÿ çàäà÷ó �0 ê çàäà÷å �. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ýòîìîæåò ïðèâåñòè ê äîñòàòî÷íî ïðîñòîìó äîêàçàòåëüñòâó NP -ïîëíîòû çàäà÷è�. Îäíàêî î÷åíü ÷àñòî íå óäà¼òñÿ íàéòè NP -ïîëíóþ çàäà÷ó, ïîõîæóþ íà� (äàæå ðàñïîëàãàÿ îáøèðíûì ñïèñêîì çàäà÷, ïîäîáíûì òîìó, êîòîðûéïðèâåä¼í â êîíöå êíèãè). Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ïðàêòèêó ìîæåò áûòü íå ÿñíî,êàêàÿ èç ñîòåí èçâåñòíûõ NP -ïîëíûõ çàäà÷ ëó÷øå âñåãî ïîäõîäèò â êà-÷åñòâå îñíîâû èñêîìîãî äîêàçàòåëüñòâà. Îäíàêî ïðåäûäóùèé îïûò ìîæåòîêàçàòüñÿ ïîëåçíûì äëÿ îãðàíè÷åíèÿ îáëàñòè âûáîðà íåêîòîðûì ¾ÿäðîì¿èç áàçîâûõ çàäà÷, èñïîëüçîâàâøèõñÿ ðàíåå. Õîòÿ òåîðåòè÷åñêè ëþáóþ èç èç-âåñòíûõ NP -ïîëíûõ ìîæíî íàðàâíå ñ äðóãèìè âûáðàòü äëÿ äîêàçàòåëüñòâàNP -ïîëíîòû íîâîé çàäà÷è, íà ïðàêòèêå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåêîòîðûå çàäà-÷è ïîäõîäÿò äëÿ ýòîé öåëè ãîðàçäî ëó÷øå äðóãèõ. Ñëåäóþùèå øåñòü çàäà÷âõîäÿò â ÷èñëî òåõ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ íàèáîëåå ÷àñòî è äëÿ íà÷èíàþ-ùåãî îíè ìîãóò ñëóæèòü ¾îñíîâíûì ÿäðîì¿ ñïèñêà èçâåñòíûõ NP -ïîëíûõçàäà÷.3-ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ (3-ÂÛÏ)ÓÑËÎÂÈÅ. Äàí íàáîð C = f
1; 
2; :::; 
mg äèçúþíêöèé íà êîíå÷íîì ìíî-æåñòâå ïåðåìåííûõ U , òàêèõ, ÷òî j
ij = 3, 1 6 i 6 m.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè íà U íàáîð çíà÷åíèé èñòèííîñòè, ïðè êîòîðîìâûïîëíÿþòñÿ âñå äèçúþíêöèè èç C?Ò��ÕÌÅ�ÍÎÅ ÑÎ×ÅÒÀÍÈÅ (3-Ñ)ÓÑËÎÂÈÅ. Äàíî ìíîæåñòâî M �W �X � Y , ãäå W; X è Y � íåïåðåñå-êàþùèåñÿ ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèå îäèíàêîâîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ q.ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî M ñîäåðæèò òð¼õìåðíîå ñî÷åòàíèå, ò.å. ïîä-ìíîæåñòâî M 0 �M , òàêîå, ÷òî jM 0j = q è íèêàêèå äâà ðàçíûõ ýëåìåíòà M 0íå èìåþò íè îäíîé ðàâíîé êîîðäèíàòû?ÂÅ�ØÈÍÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ (ÂÏ)ÓÑËÎÂÈÅ. Äàí ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K;K 6 jV j.ÂÎÏ�ÎÑ. Èìååòñÿ ëè â ãðà�å G âåðøèííîå ïîêðûòèå íå áîëåå ÷åì èçK ýëåìåíòîâ, ò.å. òàêîå ïîäìíîæåñòâî V 0 � V , ÷òî jV 0j 6 K è äëÿ êàæäîãîðåáðà fu; vg 2 E õîòÿ áû îäíà èç âåðøèí u èëè v ïðèíàäëåæèò V 0?ÊËÈÊÀÓÑËÎÂÈÅ. Äàí ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî J; J 6jV j.



3.1. Øåñòü îñíîâíûõ NP -ïîëíûõ çàäà÷ 59ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî G ñîäåðæèò íåêîòîðóþ êëèêó ìîùíîñòè íåìåíåå J , ò.å. òàêîå ïîäìíîæåñòâî V 0 � V , ÷òî jV 0j > J è ëþáûå äâå âåðøèíûèç V 0 ñîåäèíåíû ðåáðîì èç E?�ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÖÈÊË (�Ö)ÓÑËÎÂÈÅ. Äàí ãðà� G = (V; E).ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî G ñîäåðæèò ãàìèëüòîíîâ öèêë, ò.å. òàêóþ ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü (v1; v2; :::; vn) âåðøèí ãðà�à G, , ÷òî n = jV j, fvn; v1g 2 Eè fvi; vi+1g 2 E äëÿ âñåõ i, 1 6 i 6 n.�ÀÇÁÈÅÍÈÅÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî A è ¾âåñ¿ s(a) 2 Z+ äëÿ êàæ-äîãî a 2 A.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ïîäìíîæåñòâî A0 � A, òàêîå, ÷òîXa2A0 s(a) = Xa2AnA0 s(a)?Îäíà èç ïðè÷èí ïîïóëÿðíîñòè ýòèõ øåñòè çàäà÷ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîâñå îíè ñîäåðæàëèñü â èñõîäíîì ñïèñêå èç 21 NP -ïîëíîé çàäà÷è, ïðèâåä¼í-íîì â ðàáîòå Êàðïà [280℄. Ìû íà÷í¼ì äåìîíñòðàöèþ ìåòîäîâ äîêàçàòåëü-ñòâàNP -ïîëíîòû ñ äîêàçàòåëüñòâàNP -ïîëíîòû ýòèõ øåñòè çàäà÷, óêàçûâàÿâ ïîäõîäÿùèõ ñëó÷àÿõ òàêèå èõ âàðèàíòû, NP -ïîëíîòà êîòîðûõ áîëåå èëèìåíåå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç NP -ïîëíîòû ýòèõ øåñòè çàäà÷.Ïåðâàÿ ñâîäèìîñòü áóäåò ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ çàäà÷è ÂÛÏÎËÍÈÌÎ-ÑÒÜ, ïîñêîëüêó ïîêà ýòî åäèíñòâåííàÿ çàäà÷à, NP -ïîëíîòó êîòîðîé ìûóñòàíîâèëè. Îäíàêî ïî ìåðå äîêàçàòåëüñòâà NP -ïîëíîòû ýòèõ øåñòè çàäà÷ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷ áóäåò ðàñøèðÿòüñÿ è äîêàçàòåëüñòâî NP -ïîëíîòûíåêîòîðîé çàäà÷è ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ëþáîé èç çàäà÷,NP -ïîëíîòà êîòîðîé óñòàíîâëåíà ðàíüøå, ÷åì äëÿ çàäà÷è �. Íà ðèñ. 3.1óêàçàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñâåäåíèÿ çàäà÷, êîòîðàÿ ïðèìåíÿåòñÿ â äîêà-çàòåëüñòâå NP -ïîëíîòû øåñòè îñíîâíûõ çàäà÷, ïðè÷¼ì åñëè ñòðåëêà âåä¼òîò îäíîé çàäà÷è ê äðóãîé, òî ïåðâàÿ ñâîäèòñÿ êî âòîðîé.ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ - 3-ÂÛÏ���JJĴ 3-Ñ -ÂÏ ���1QQQQs
�ÀÇÁÈÅÍÈÅ�ÖÊËÈÊÀ�èñ. 3..1: Äèàãðàììà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñâåäåíèÿ çàäà÷, èñïîëüçóåìûõäëÿ äîêàçàòåëüñòâà NP -ïîëíîòû øåñòè îñíîâíûõ çàäà÷.



60 �ëàâà 3. Äîêàçàòåëüñòâî ðåçóëüòàòîâ îá NP - ïîëíîòåÝòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, âûáðàííîéÊàðïîì, íî äàæå â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îíè ñîâïàäàþò, ìû èíîãäà èçìåíÿåìèëè ìîäè�èöèðóåì äîêàçàòåëüñòâî Êàðïà, ÷òîáû ëó÷øå ïðîèëëþñòðèðî-âàòü îáùèå ïðè¼ìû ñâîäèìîñòè.3.1.1. 3-âûïîëíèìîñòüÇàäà÷à 3-ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ åñòü ïðîñòî îãðàíè÷åííûé âàðèàíò çàäà÷èÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ, â êîòîðîé êàæäàÿ èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à èìååò ðîâ-íî òðè ëèòåðàëà â êàæäîé äèçúþíêöèè. Èç-çà ñâîåé ïðîñòîé ñòðóêòóðûýòà çàäà÷à íàèáîëåå ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòîâ îáNP -ïîëíîòå.Òåîðåìà 3.1. Çàäà÷à 3-ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé.Äîêàçàòåëüñòâî 1.Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî 3-ÂÛÏ 2 NP . Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî íåäåòåðìè-íèðîâàííîìó àëãîðèòìó íåîáõîäèìî óãàäàòü ëèøü íàáîð çíà÷åíèé èñòèí-íîñòè ïåðåìåííûõ çàäà÷è è ïðîâåðèòü çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, áóäóò ëèïðè òàêîì íàáîðå çíà÷åíèé èñòèííîñòè âûïîëíÿòüñÿ âñå çàäàííûå òð¼õëè-òåðàëüíûå äèçúþíêöèè.Ñâåä¼ì çàäà÷ó ÂÛÏ ê çàäà÷å 3-ÂÛÏ. Ïóñòü U = fu1; u2; :::; ung � ìíî-æåñòâî ïåðåìåííûõ è C = f
1; 
2; :::; 
mg � ïðîèçâîëüíûé íàáîð äèçúþíê-öèé, îïðåäåëÿþùèé ïðîèçâîëüíóþ èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó èç ÂÛÏ. Ïî-ñòðîèì íàáîð C 0 òð¼õëèòåðàëüíûõ äèçúþíêöèé íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâåïåðåìåííûõ U 0, òàêîé, ÷òî C 0 âûïîëíèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîë-íèì C.Íàáîð C 0 áóäåò ñòðîèòüñÿ ïóò¼ì çàìåíû êàæäîé îòäåëüíîé äèçúþíêöèè
j 2 C ¾ýêâèâàëåíòíûì¿ íàáîðîì C 0j òð¼õëèòåðàëüíûõ äèçúþíêöèé íà ìíî-æåñòâå U èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ è ìíîæåñòâå U 0j íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõïåðåìåííûõ, ïðè÷¼ì ïåðåìåííûå èç U 0j áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî â äèçú-þíêöèÿõ èç C 0j . Äðóãèìè ñëîâàìè,U = U [ ( m[j=1 U 0j)è C 0 = m[j=1 C 0j :Òàêèì îáðàçîì, íóæíî òîëüêî ïîêàçàòü, êàê èñõîäÿ èç 
j ìîæíî ïîñòðîèòüC 0j è U 0j .Ïóñòü 
j çàäà¼òñÿ ìíîæåñòâîì fz1; z2; :::; zkg, ãäå zi � ëèòåðàëû íà ìíî-æåñòâå U . Ñïîñîá îáðàçîâàíèÿ C 0j è U 0j çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ k.Ñëó÷àé 1. k = 1. Òîãäà U 0j = fy1j ; y2j g;



3.1. Øåñòü îñíîâíûõ NP -ïîëíûõ çàäà÷ 61C 0j = ffz1; y1j ; y2j g; fz1; y1j ; y�2j g; fz1; y�1j ; y2jg; fz1; y�1j ; y�2j gg:Ñëó÷àé 2. k = 2. Òîãäà U 0j = fy1jg;C 0j = ffz1; z2; y1j g; fz1; z2; y�1j gg;Ñëó÷àé 3. k = 3. Òîãäà U 0j = ?, C 0j = ff
jgg:Cëó÷àé 4. k > 3. Òîãäà U 0j = fyij : 1 6 i 6 k � 3g,C 0j = ffz1; z2; y1j gg[ffy�ij ; zi+2; yi+1j g : 1 6 i 6 k�4g[fy�k�3j ; zk�1; zkgg:Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî çäåñü â ñàìîì äåëå èìååò ìåñòî ñâîäè-ìîñòü, íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî íàáîð äèçúþíêöèé C 0 âûïîëíèì òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíèì íàáîð äèçúþíêöèé C. Ïðåäïîëîæèì âíà-÷àëå, ÷òî t : U ! fT; Fg åñòü íàáîð çíà÷åíèé èñòèííîñòè, âûïîëíÿþùèéC. Ïîêàæåì, ÷òî t ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí äî íàáîðà çíà÷åíèé èñòèííîñòèt0 : U 0 ! fT; Fg, êîòîðûé âûïîëíÿåò C 0. Ïîñêîëüêó ïåðåìåííûå â ìíîæå-ñòâå U 0 nU äåëÿòñÿ íà ãðóïïû U 0j è òàê êàê ïåðåìåííûå â êàæäîé ãðóïïå U 0jâõîäÿò òîëüêî â äèçúþíêöèè, ïðèíàäëåæàùèå C 0j , òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,êàê t ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí íà êàæäîå ìíîæåñòâî U 0j îòäåëüíî, è â êàæäîìñëó÷àå íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ âñå äèçúþíêöèè â ñîîòâåòñòâó-þùåì ìíîæåñòâå C 0j .Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè U 0j ïîñòðîåíû, êàê â ñëó-÷àå 1 èëè 2, òî äèçúþíêöèè èç C 0j óæå âûïîëíåíû ñ ïîìîùüþ t, ïîýòî-ìó t ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí íà U 0j ïðîèçâîëüíî, íàïðèìåð, åñëè ïîëîæèòüt0(y) = T äëÿ âñåõ y 2 U 0j . Åñëè U 0j ïîñòðîåíî, êàê â ñëó÷àå 3, òî U 0j � ïóñòîè åäèíñòâåííàÿ äèçúþíêöèÿ â C 0j óæå âûïîëíåíà ñ ïîìîùüþ t. Îñòà¼òñÿòîëüêî ñëó÷àé 4, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò äèçúþíêöèè fz1; z2; :::; zkg èç C,ïðè÷¼ì k > 3. Ïîñêîëüêó t � âûïîëíÿþùèé íàáîð çíà÷åíèé èñòèííîñòè äëÿC, òî íàéä¼òñÿ òàêîå öåëîå l, ÷òî zl ïðè t ïðèíèìàåò çíà÷åíèå èñòèíà. Åñëèl = 1 èëè 2, òî ïîëàãàåì t0(yij) = F , 1 6 i 6 k � 3. Åñëè l = k � 1 èëè k, òîïîëàãàåì t0(yij) = F , 1 6 i 6 k � 3. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëàãàåì t0(yij) = T ,1 6 i 6 l � 2 è t0(yij) = F ïðè l � 1 6 i 6 k � 3. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî òàêîéíàáîð çíà÷åíèé èñòèííîñòè îáåñïå÷èò âûïîëíåíèå âñåõ äèçúþíêöèé â C 0j ,ïîýòîìó t0 âûïîëíÿåò âñå äèçúþíêöèè èç C 0. Îáðàòíî, åñëè t0 � íåêîòîðûéâûïîëíÿþùèé íàáîð çíà÷åíèé èñòèííîñòè äëÿ C 0, òî ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òîîãðàíè÷åíèå t0 íà ïåðåìåííûå èç U äîëæíî áûòü âûïîëíÿþùèì íàáîðîìçíà÷åíèé èñòèííîñòè äëÿ C. Òàêèì îáðàçîì, C 0 âûïîëíèì òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà âûïîëíèì C.Äëÿ òîãî ÷òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòà ñâîäèìîñòü ïîëèíîìèàëüíàÿ, äîñòà-òî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ÷èñëî òð¼õëèòåðàëüíûõ äèçúþíêöèé â C 0 îãðàíè÷åíîïîëèíîìîì îò mn. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçìåð èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è 3-ÂÛÏîãðàíè÷åí ñâåðõó íåêîòîðûì ïîëèíîìîì îò ðàçìåðà ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà-÷è ÂÛÏ, à òàê êàê âñå äåòàëè ïîñòðîåíèÿ ñâîäèìîñòè î÷åâèäíû, òî ÷èòàòå-ëþ áóäåò íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà ñâîäèìîñòü ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëü-íîé.



62 �ëàâà 3. Äîêàçàòåëüñòâî ðåçóëüòàòîâ îá NP - ïîëíîòåÎãðàíè÷åííàÿ ñòðóêòóðà çàäà÷è 3-ÂÛÏ äåëàåò å¼ ãîðàçäî áîëåå ïîëåç-íîé ïðè äîêàçàòåëüñòâå ðåçóëüòàòîâ îá NP -ïîëíîòå ïî ñðàâíåíèþ ñ çàäà÷åéÂÛÏ. Ëþáîå äîêàçàòåëüñòâî, îñíîâàííîå íà çàäà÷å ÂÛÏ (êðîìå òîëüêî ÷òîïðèâåä¼ííîãî), ìîæåò áûòü ëåãêî ïåðåñòðîåíî â äîêàçàòåëüñòâî, îñíîâàííîåíà 3-ÂÛÏ, äàæå áåç èçìåíåíèÿ �óíêöèè, îñóùåñòâëÿþùåé ñâîäèìîñòü. Íàñàìîì äåëå äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå î òîì, ÷òî âñå äèçúþíêöèè èìåþò îäè-íàêîâóþ äëèíó, ÷àñòî ìîæåò óïðîñòèòü ñâîäèìîñòü, êîòîðóþ íóæíî ïîñòðî-èòü, è òåì ñàìûì îáëåã÷èòü å¼ îòûñêàíèå. Áîëåå òîãî, î÷åíü ìàëàÿ äëèíàäèçúþíêöèé ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ñâîäèìîñòè, êîòîðûå âîîáùå íå ìîãëèáû áûòü ïîñòðîåíû äëÿ èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ ñ äèçúþíêöèÿìè áîëüøåéäëèíû. Ýòî íàâîäèò íà ìûñëü, ÷òî áûëî áû åù¼ ëó÷øå, åñëè áû óäàëîñü ïî-êàçàòü, ÷òî àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷ 2-ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ (êàæäàÿ äèçúþíêöèÿñîäåðæèò ðîâíî äâà ëèòåðàëà) ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé. Îäíàêî 2-ÂÛÏ ìîæåòáûòü ðåøåíà ìåòîäîì ¾ðåçîëþöèé¿ çà âðåìÿ, îãðàíè÷åííîå ïîëèíîìîì îòïðîèçâåäåíèÿ ÷èñëà äèçúþíêöèé è ÷èñëà ïåðåìåííûõ çàäàííîé èíäèâèäó-àëüíîé çàäà÷è [91℄ (ñì. òàêæå [114℄), è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíàäëåæèò êëàññóP .3.1.2. Òð¼õìåðíîå ñî÷åòàíèåÇàäà÷à Ò��ÕÌÅ�ÍÎÅ ÑÎ×ÅÒÀÍÈÅ (3-Ñ) îáîáùàåò ñëåäóþùóþ èçâåñò-íóþ çàäà÷ó î ¾áðàêîñî÷åòàíèè¿: èìååòñÿ n õîëîñòûõ ìóæ÷èí è n íåçàìóæ-íèõ æåíùèí, à òàêæå ñïèñîê âñåõ ïàð ìóæ÷èí è æåíùèí, ñîãëàñíûõ âñòó-ïèòü â áðàê äðóã ñ äðóãîì; ìîæíî ëè îñóùåñòâèòü n áðàêîñî÷åòàíèé òàê,÷òîáû êàæäûé ïîëó÷èë áû ïðèåìëåìîãî ñóïðóãà (èëè ñóïðóãó), ïðè÷¼ì íè-êòî íå äîëæåí âñòóïàòü â áðàê äâàæäû? Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì â çàäà÷åÒ��ÕÌÅ�ÍÎÅ ÑÎ×ÅÒÀÍÈÅ ìíîæåñòâà W; X è Y ñîîòâåòñòâóþò òð¼ìðàçëè÷íûì ¾ïîëàì¿, à êàæäàÿ òðîéêà èç M îòâå÷àåò ¾òð¼õìåðíîìó ñî÷å-òàíèþ¿, ïðèåìëåìîìó äëÿ âñåõ òð¼õ ó÷àñòíèêîâ. Ïðèâåðæåíöû òðàäèöèéáóäóò äîâîëüíû, óçíàâ, ÷òî, â òî âðåìÿ êàê çàäà÷à 3-Ñ ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé,îáû÷íàÿ çàäà÷à î áðàêîñî÷åòàíèè ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîåâðåìÿ (ñì., íàïðèìåð, [212℄).Òåîðåìà 3.2. Çàäà÷à Ò��ÕÌÅ�ÍÎÅ ÑÎ×ÅÒÀÍÈÅ ÿâëÿåòñÿ NP -ïîë-íîé.Äîêàçàòåëüñòâî 2. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî 3-Ñ 2 NP . Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òîíåäåòåðìèíèðîâàííîìó àëãîðèòìó íóæíî òîëüêî óãàäàòü ïîäìíîæåñòâî âM , ñîñòîÿùåå èç q = jW j = jX j = jY j òðîåê, è çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿïðîâåðèòü, ÷òî ëþáûå äâå èç óãàäàííûõ òðîåê îòëè÷àþòñÿ ïî âñåì êîîðäè-íàòàì.Ñâåä¼ì çàäà÷ó 3-ÂÛÏ ê 3-Ñ. Ïóñòü U = fu1; u2; :::; ung � ìíîæåñòâî ïå-ðåìåííûõ è C = f
1; 
2; :::; 
mg � ìíîæåñòâî äèçúþíêöèé ïðîèçâîëüíîé èí-äèâèäóàëüíîé çàäà÷è èç 3-ÂÛÏ. Íóæíî ïîñòðîèòü íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíî-æåñòâàW; X; Y èM �W�X�Y , òàêèå, ÷òî jW j = jX j = jY j èM ñîäåðæèòïàðîñî÷åòàíèå â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà C âûïîëíèìà.



3.1. Øåñòü îñíîâíûõ NP -ïîëíûõ çàäà÷ 63Èñêîìîå ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê M áóäåò ðàçáèòî íà òðè ðàç-ëè÷íûõ êëàññà â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ �óíêöèîíàëüíûì íàçíà÷åíèåì: ¾íàáîðçíà÷åíèé èñòèííîñòè¿ è ¾ðàçâ¼ðòêà¿, ¾ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ¿ è ¾äîñòðîé-êà¿.Òðîéêè, âõîäÿùèå â êëàññ ¾íàáîð çíà÷åíèé èñòèííîñòè è ðàçâ¼ðòêà¿,ðàçáèâàþòñÿ íà ãðóïïû (êîìïîíåíòû), êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåòîäíîé ïåðåìåííîé u 2 U , à å¼ ñòðîåíèå çàâèñèò îò îáùåãî ÷èñëà m äèçú-þíêöèé â C. Ñòðîåíèå ýòîé êîìïîíåíòû äëÿ ñëó÷àÿ m = 4 ïîêàçàíî íà ðèñ.3.2.

�èñ. 3..2: Êîìïîíåíòà Ti, çàäàþùàÿ çíà÷åíèÿ èñòèííîñòè ïðè m = 4(íèæíèå èíäåêñû ó ïåðåìåííûõ äëÿ ïðîñòîòû îïóùåíû). Äîëæíî áûòüâûáðàíî ëèáî ìíîæåñòâî T ti (çàøòðèõîâàííîå ìíîæåñòâî), ëèáî ìíîæå-ñòâî T fi (íåçàøòðèõîâàííîå ìíîæåñòâî), ïðè ýòîì îñòàþòñÿ ÍÅÏÎ-Ê�ÛÒÛÌÈ (ò.å. íå îáúåäèí¼ííûìè â òðîéêè) ëèáî âñå ui[j℄, ëèáî âñå�ui[j℄ ñîîòâåòñòâåííî.Â îáùåì ñëó÷àå êàæäàÿ òàêàÿ êîìïîíåíòà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðåìåí-íîé ui, âêëþ÷àåò ¾âíóòðåííèå ýëåìåíòû¿ ai[j℄ 2 X è bi[j℄ 2 Y , 1 6 j 6 m,êîòîðûå íå áóäóò âõîäèòü íè â êàêóþ òðîéêó âíå ýòîé êîìïîíåíòû, è ¾âíåø-íèå¿ ýëåìåíòû ui[j℄, �ui[j℄ 2 W , 1 6 j 6 m êîòîðûå áóäóò âõîäèòü â äðóãèåòðîéêè. Îáðàçóþùèå ýòó êîìïîíåíòó òðîéêè ìîãóò áûòü ïîäðàçäåëåíû íàäâà ìíîæåñòâà:T ti = f(�ui[j℄; ai[j℄; bi[j℄) : 1 6 j 6 mg;



64 �ëàâà 3. Äîêàçàòåëüñòâî ðåçóëüòàòîâ îá NP - ïîëíîòåT fi = f(ui[j℄; ai[j + 1℄; bi[j℄) : 1 6 j 6 mg [ f(ui[m℄; ai[l℄; bi[m℄)g:Òàê êàê âíóòðåííèå ýëåìåíòû fai[j℄; bi[j℄ : 1 6 j 6 mg ìîãóò âõîäèòüòîëüêî â òðîéêè, ïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñòâó Ti = T ti [ T fi , òî ëåãêî âèäåòü,÷òî ëþáîå òð¼õìåðíîå ñî÷åòàíèå M 0 äîëæíî èìåòü ðîâíî m òðîåê èç Ti, àèìåííî ëèáî âñå òðîéêè èç T ti , ëèáî âñå òðîéêè èç T fi . Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíîñ÷èòàòü, ÷òî êîìïîíåíòà èç Ti ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî òð¼õìåðíîå ñî÷åòàíèåèíäóöèðóåò ïðèñâîåíèå ïåðåìåííîé ui çíà÷åíèÿ ¾èñòèíà¿ èëè ¾ëîæü¿. Òà-êèì îáðàçîì, òð¼õìåðíîå ñî÷åòàíèå M 0 � M îïðåäåëÿåò íàáîð çíà÷åíèéèñòèííîñòè íà ìíîæåñòâå U , ïðè ýòîì ïåðåìåííàÿ ui ïðèíèìàåò çíà÷åíèå¾èñòèíà¿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M 0 \ Ti = T ti .Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà M , ïðåäíàçíà÷åííàÿ äëÿ ïðîâåðêè âû-ïîëíèìîñòè, ñîîòâåòñòâóåò îäíîé äèçúþíêöèè 
j 2 C. Òàêàÿ êîìïîíåíòàñîäåðæèò òîëüêî äâà ¾âíóòðåííèõ¿ ýëåìåíòà s1[j℄ 2 X è s2[j℄ 2 Y , à òàê-æå ¾âíåøíèå¿ ýëåìåíòû èç ìíîæåñòâà fui[j℄; �ui[j℄ : 1 6 i 6 ng, âûáèðàå-ìûå â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèå ëèòåðàëû ñîäåðæàòñÿ â äèçúþíêöèè 
j .Ìíîæåñòâî òðîåê, îáðàçóþùèõ ýòó êîìïîíåíòó, îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìîáðàçîì:Cj = f(ui[j℄; s1[j℄; s2[j℄) : �ui 2 
jg [ f(�ui[j℄; s1[j℄; s2[j℄) : �ui 2 
jg:Èòàê, ëþáîå òð¼õìåðíîå ñî÷åòàíèå M 0 � M äîëæíî ñîäåðæàòü ðîâíî îäíóòðîéêó èç Cj . Íî ýòî óñëîâèå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå,åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ëèòåðàëà ui 2 
j (èëè �ui 2 
j) ýëåìåíò ui[j℄ (ñîîò-âåòñòâåííî �ui[j℄) íå âîéä¼ò íè â îäíó èç òðîåê ìíîæåñòâà Ti \ M 0, à ýòîáóäåò èìåòü ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàáîð çíà÷åíèé èñòèííîñòè,îïðåäåëÿåìûé ìíîæåñòâîì M 0, âûïîëíÿåò äèçúþíêöèþ 
j .Ïîñòðîåíèå íóæíîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è èç 3-Ñ áóäåò çàêîí÷åíî ïî-ñëå îïèñàíèÿ îäíîé áîëüøîé êîìïîíåíòû ¾äîñòðîéêè¿ G. . Ýòà êîìïîíåíòàâêëþ÷àåò âíåøíèå ýëåìåíòû g1[k℄ 2 X , g2[k℄ 2 Y , 1 6 k 6 m(n� 1), à òàêæåâíåøíèå ýëåìåíòû âèäà ui[j℄ (èëè �ui[j℄ èç ìíîæåñòâà W ). Êîìïîíåíòà Gñîñòîèò èç ñëåäóþùåãî ìíîæåñòâà òðîåê:G = f(ui[j℄; g1[k℄; g2[k℄); (�ui[j℄; g1[k℄; g2[k℄) :1 6 k 6 m(n� 1); 1 6 j 6 n; 1 6 j 6 mÒàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ ïàðà g1[k℄, g2[k℄ äîëæíà âîéòè â òð¼õìåðíîå ñî-÷åòàíèå òîëüêî ñ îäíèì èç ýëåìåíòîâ ui[j℄ èëè �ui[j℄, íå ïîïàâøèõ â òðîéêè èçM 0 nG. Èìååòñÿ ðîâíî m(n�1) òàêèõ ¾íåïîêðûòûõ¿ âíåøíèõ ýëåìåíòîâ, èñòðóêòóðà êîìïîíåíòû G îáåñïå÷èâàåò, ÷òî îíè âñåãäà ìîãóò áûòü ïîêðûòûñ ïîìîùüþ âûáîðà ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîäìíîæåñòâàM 0\G. Ñëåäîâàòåëüíî,êîìïîíåíòà G ãàðàíòèðóåò, ÷òî, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà èçM nGâûïîëíÿþòñÿ âñå îãðàíè÷åíèÿ, íàëàãàåìûå êîìïîíåíòàìè íàáîðà çíà÷åíèéèñòèííîñòè, òîãäà ýòî ïîäìíîæåñòâî ìîæåò áûòü äîïîëíåíî äî òð¼õìåðíîãîñî÷åòàíèÿ â M .�åçþìèðóÿ ñêàçàííîå, ïîëîæèì:W = fui[j℄; �ui[j℄ : 1 6 i 6 n; 1 6 j 6 mg;X = A [ S1 [G1



3.1. Øåñòü îñíîâíûõ NP -ïîëíûõ çàäà÷ 65ãäåA = fai[j℄ : 1 6 i 6 n; 1 6 j 6 mg;S1 = fs1[j℄ : 1 6 j 6 mg;G1 = fg1[j℄ : 1 6 j 6 m(n� 1)g;Y = B [ S2 [G2;ãäåB = fbi[j℄ : 1 6 i 6 n; 1 6 j 6 mg;S2 = fs2[j℄ : 1 6 j 6 mg;G2 = fg2[j℄ : 1 6 j 6 m(n� 1)g;èM = �Sni=1 Ti� [ �Smj=1 Cj� [G:Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ òðîéêà èçM åñòü ýëåìåíò ìíîæåñòâàW �X�Y , ÷òîè òðåáîâàëîñü. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî M ñîäåðæèò òîëüêî2mn+ 3m+ 2m2n(n� 1)òðîåê è ìíîæåñòâî M â òåðìèíàõ èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è èç 3-ÂÛÏ îïðå-äåëÿåòñÿ ÿâíûì îáðàçîì, ëåãêî âèäåòü, ÷òî M ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî çàïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Èç êîììåíòàðèåâ, êîòîðûìè ñîïðîâîæäàëîñü îïè-ñàíèå ìíîæåñòâàM , íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî îíî íå ìîæåò ñîäåðæàòü òð¼õ-ìåðíîãî ñî÷åòàíèÿ, åñëè íàáîð C íåâûïîëíèì. Òåïåðü íåîáõîäèìî äîêàçàòü,÷òî ñóùåñòâîâàíèå âûïîëíÿþùåãî íàáîðà çíà÷åíèé èñòèííîñòè äëÿ íàáîðàäèçúþíêöèé C âëå÷¼ò çà ñîáîé ñóùåñòâîâàíèå â M òð¼õìåðíîãî ñî÷åòàíèÿ.Ïóñòü t : U ! fT; Fg � ïðîèçâîëüíûé âûïîëíÿþùèé íàáîð çíà÷åíèéèñòèííîñòè äëÿ C. Ïîñòðîèì òð¼õìåðíîå ñî÷åòàíèå M 0 � M ñëåäóþùèìîáðàçîì. Äëÿ êàæäîé äèçúþíêöèè 
j 2 C ðàññìîòðèì íåêîòîðûé ëèòåðàëzj 2 fui; �uij1 6 i 6 ng \ 
j , ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèå ¾èñòèíà¿ ïðè îòîáðà-æåíèè t (òàêîå zj äîëæíî ñóùåñòâîâàòü, ïîñêîëüêó t âûïîëíÿåò 
j). ÇàòåìïîëîæèìM 0 = � [t(ui)=T T ti� [ � [t(ui)=F T fi � [� m[j=1f(zj [j℄; s1[j℄; s2[j℄)g� [G0;ãäå G0 � ñîîòâåòñòâóþùåå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà G, âûáðàííîå òàê, ÷òîîíî ñîäåðæèò âñå g1[k℄, g2[k℄ è îñòàâøèåñÿ ui[j℄ è �ui[j℄. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü,÷òî òàêîå ìíîæåñòâî G0 âñåãäà ìîæíî âûáðàòü è ÷òî ïîëó÷åííîå â ðåçóëü-òàòå ìíîæåñòâî M 0 áóäåò òð¼õìåðíûì ñî÷åòàíèåì.Âìåñòî çàäà÷è 3-Ñ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòîâ îá NP -ïîëíîòå ÷àñòîïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùåé, áîëåå îáùåé è áîëåå íàãëÿäíîé âåðñèåé ýòîé çàäà÷è.ÒÎ×ÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ 3-ÌÍÎÆÅÑÒÂÀÌÈ (ÒÏ-3)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî X , òàêîå, ÷òî jX j = 3q, è ñå-ìåéñòâî C òð¼õýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X .ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî ñåìåéñòâî C ñîäåðæèò òî÷íîå ïîêðûòèå ìíî-æåñòâà X , ò.å. òàêîå ïîäñåìåéñòâî C 0 � C, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò èç X ñîäåð-æèòñÿ ðîâíî â îäíîì ýëåìåíòå èç C?



66 �ëàâà 3. Äîêàçàòåëüñòâî ðåçóëüòàòîâ îá NP - ïîëíîòåÇàìåòèì, ÷òî ëþáóþ èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó èç 3-Ñ ìîæíî ðàññìàòðè-âàòü êàê èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó èç ÒÏ-3, ñ÷èòàÿ ïðîñòî, ÷òîM ñîñòîèò èçíåóïîðÿäî÷åííûõ òðîåê ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà W [ X [ Y . Ïðè ýòîì òð¼õ-ìåðíûå ñî÷åòàíèÿ äëÿ èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è èç 3-Ñ âçàèìíî îäíîçíà÷íîñîîòâåòñòâóþò òî÷íûì ïîêðûòèÿì ñîîòâåòñòâóþùåé èíäèâèäóàëüíîé çàäà-÷è èç ÒÏ-3. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à 3-Ñ åñòü îãðàíè÷åííàÿ âåðñèÿ çàäà÷èÒÏ-3, è NP -ïîëíîòà ÒÏ-3 ñëåäóåò èç åñòåñòâåííîãî ñâåäåíèÿ ê íåé çàäà÷è3-Ñ.3.1.3. Âåðøèííîå ïîêðûòèå è ÊëèêàÍåñìîòðÿ íà òî ÷òî çàäà÷è ÂÅ�ØÈÍÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ è ÊËÈÊÀ ïðè äî-êàçàòåëüñòâå ðåçóëüòàòîâ îá NP -ïîëíîòå èñïîëüçóþòñÿ íåçàâèñèìî, â äåé-ñòâèòåëüíîñòè îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âñåãî ëèøü ðàçíûå ñïîñîáû ðàññìîò-ðåíèÿ îäíîé è òîé æå çàäà÷è. Äëÿ òîãî ÷òîáû ýòî ïîíÿòü, óäîáíî ðàññìîò-ðåòü èõ âìåñòå ñ òðåòüåé çàäà÷åé, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ÍÅÇÀÂÈÑÈÌÎÅÌÍÎÆÅÑÒÂÎ.Íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì â ãðà�å G = (V; E) íàçûâàåòñÿ òàêîå ïîä-ìíîæåñòâî V 0 èç V , ÷òî äëÿ ëþáûõ u; v 2 V 0, ðåáðî fu; vg íå ïðèíàäëå-æèò E. Â çàäà÷å ÍÅÇÀÂÈÑÈÌÎÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ äëÿ çàäàííîãî ãðà�àG = (V; E) è ïîëîæèòåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà J 6 jV j ñïðàøèâàåòñÿ, âåðíîëè, ÷òî G ñîäåðæèò íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî V 0, òàêîå, ÷òî jV 0j > J . Ëåã-êî óáåäèòüñÿ, ÷òî íåçàâèñèìûå ìíîæåñòâà, êëèêè è âåðøèííûå ïîêðûòèÿñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñëåäóþùèì îáðàçîì.Ëåììà 3.1. Äëÿ ëþáîãî ãðà�à G = (V; E) è ïîäìíîæåñòâà V 0 � V ñëå-äóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:(à) V 0 åñòü âåðøèííîå ïîêðûòèå G;(á) V n V 0 åñòü íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî â G;(â) V n V 0 åñòü êëèêà â äîïîëíåíèè �G ãðà�à G, ãäå �G = (V; �E), �E =f(u; vg : u; v 2 V è fu; vg =2 Eg:Òàêèì îáðàçîì, ýòè òðè çàäà÷è ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â íåêîòîðîì ñìûñ-ëå êàê ¾ðàçëè÷íûå âåðñèè¿ îäíîé è òîé æå çàäà÷è. Áîëåå òîãî, âçàèìîñâÿçèìåæäó çàäà÷àìè, óêàçàííûå â ëåììå 3.1, äåëàþò òðèâèàëüíûì âîïðîñ î ñâî-äèìîñòè ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ èç íèõ.Ñâåä¼ì, íàïðèìåð, çàäà÷ó ÂÅ�ØÈÍÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ ê çàäà÷å ÊËÈ-ÊÀ. Ïóñòü G = (V; E) è K 6 jV j � ïðîèçâîëüíàÿ èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷àèç ÂÏ. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à èç ÊËÈÊÈ ïîëó÷àåòñÿ,åñëè âçÿòü ãðà� �G è öåëîå ÷èñëî J = jV j �K.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî NP -ïîëíîòà âñå òð¼õ çàäà÷ ñëåäóåò èç NP -ïîëíîòûëþáîé èç íèõ. Äîêàæåì, ÷òî çàäà÷à ÂÅ�ØÈÍÍÎÅÏÎÊ�ÛÒÈÅNP -ïîëíà.Òåîðåìà 3.3. Çàäà÷à ÂÅ�ØÈÍÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ NP -ïîëíà.Äîêàçàòåëüñòâî 3. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî çàäà÷à ÂÏ 2 NP . Ýòî ñëåäóåò èç òîãî,÷òî íåäåòåðìèíèðîâàííîìó àëãîðèòìó äîñòàòî÷íî óãàäàòü ïîäìíîæåñòâî



3.1. Øåñòü îñíîâíûõ NP -ïîëíûõ çàäà÷ 67âåðøèí è çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî ïîäìíîæåñòâî ñî-äåðæèò õîòÿ áû îäèí êîíåö ëþáîãî ðåáðà è èìååò ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëîýëåìåíòîâ.Ñâåä¼ì çàäà÷ó 3-ÂÛÏ ê çàäà÷å ÂÏ. Ïóñòü U = fu1; u2; :::; ungè C =f
1; 
2; :::; 
mg îïðåäåëÿþò ïðîèçâîëüíóþ èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó èç 3-ÂÛÏ.Óêàæåì ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K 6 jV j, òàêèå, ÷òîG èìååò âåðøèííîå ïîêðûòèå ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ íå áîëååK òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà âûïîëí�uì íàáîð äèçúþíêöèé C.Êàê è â ïðåäûäóùåì äîêàçàòåëüñòâå, íàøà êîíñòðóêöèÿ áóäåò ñîñòàâëå-íà èç íåñêîëüêèõ êîìïîíåíò. Â äàííîì ñëó÷àå, îäíàêî, áóäóò ïðèñóòñòâî-âàòü òîëüêî êîìïîíåíòû íàáîðà çíà÷åíèé èñòèííîñòè è ïðîâåðêè âûïîëíè-ìîñòè, äîïîëíåííûå íåêîòîðûìè âñïîìîãàòåëüíûìè ð¼áðàìè, ñâÿçûâàþùè-ìè ðàçëè÷íûå êîìïîíåíòû.Äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé ui 2 U èìååòñÿ êîìïîíåíòà Ti = (Vi; Ei) íà-áîðà çíà÷åíèé èñòèííîñòè (ãäå Vi = fui; �uig, Ei = ffui; �uigg), ò.å. Ti � ýòîïàðà âåðøèí, ñîåäèí¼ííûõ îäíèì ðåáðîì. Çàìåòèì, ÷òî ëþáîå âåðøèííîåïîêðûòèå äîëæíî ïîêðûòü ðåáðî èç Ei, ïîýòîìó îíî äîëæíî ñîäåðæàòü ïîêðàéíåé ìåðå îäíó èç âåðøèí ui èëè �ui.Äëÿ êàæäîé äèçúþíêöèè 
j 2 C èìååòñÿ êîìïîíåíòà ïðîâåðêè âûïîë-íèìîñòè Sj = (V 0j ; E0j), ñîñòîÿùàÿ èç òð¼õ âåðøèí è òð¼õ ñîåäèíÿþùèõ èõð¼áåð, îáðàçóþùèõ òðåóãîëüíèê:V 0j = fa1[j℄; a2[j℄; a3[j℄g,E0j = ffa1[j℄; a2[j℄; a1[j℄; a3[j℄; a2[j℄; a3[j℄gg:Îòìåòèì, ÷òî ëþáîå âåðøèííîå ïîêðûòèå äîëæíî ñîäåðæàòü õîòÿ áû äâåâåðøèíû èç V 0j , ÷òîáû ïîêðûòü âñå òðè ðåáðà èç E0j .Ñâÿçûâàþùèå ð¼áðà � ýòî åäèíñòâåííàÿ ÷àñòü êîíñòðóêöèè, çàâèñÿùàÿîò òîãî, êàêèå ëèòåðàëû âõîäÿò â äèçúþíêöèè. Èõ ëó÷øå âñåãî ðàññìàò-ðèâàòü ñ òî÷êè çðåíèÿ êîìïîíåíò ïðîâåðêè âûïîëíèìîñòè. Äëÿ êàæäîéäèçúþíêöèè 
j 2 C îáîçíà÷èì ÷åðåç xj ; yj ; zj òðè âõîäÿùèõ â íå¼ ëèòåðàëà.Òîãäà ñâÿçûâàþùèå ð¼áðà, èñõîäÿùèå èç Sj , çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:E00j = ffa1[j℄; xjg; fa2[j℄; yjg; fa3[j℄; zjgg:Ïîñòðîåíèå èíäèâèäóàëüíîå çàäà÷è èç ÂÏ áóäåò çàêîí÷åíî, åñëè ïîëîæèòük = n+ 2m è G = (V; E), ãäåV = �Sni=1 Vi� [ �Smj=1 V 0i �;E = �Sni=1 Ei� [ �Smj=1 E0i� [ �Smj=1 E00i �:Íà ðèñ. 3.3 ïðèâåä¼í ãðà�, ñîîòâåòñòâóþùèé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷å èç3-ÂÛÏ, êîãäà U = fu1; u2; u3; u4g è C = ffu1; �u3; �u4g, f�u1; u2; �u4gg:Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòó êîíñòðóêöèþ ìîæíî îñóùåñòâèòü çà ïîëèíî-ìèàëüíîå âðåìÿ. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî C âûïîëíèìà òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà ó G åñòü âåðøèííîå ïîêðûòèå ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ íåáîëåå K .
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�èñ. 3..3: Èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à èç ÂÅ�ØÈÍÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ, ê êîòî-ðîé ïðèâîäèò èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à èç 3-ÂÛÏ ïðè U = fu1; u2; u3; u4g,C = ffu1; �u3; �u4g, f�u1; u2; �u4gg:Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî V 0 � V � âåðøèííîå ïîêðûòèå G è jV 0j 6 K.Â ñèëó ñäåëàííûõ âûøå çàìå÷àíèé, V 0 äîëæíî ñîäåðæàòü ïî êðàéíåé ìåðåîäíó âåðøèíó êàæäîãî Ti è õîòÿ áû äâå âåðøèíû êàæäîãî Sj . Â ñîâîêóï-íîñòè ýòî äà¼ò ïî êðàéíåé ìåðå n + 2m = K âåðøèí, ïîýòîìó V 0 äîëæíîñîäåðæàòü ðîâíî îäíó âåðøèíó êàæäîãî Ti è ðîâíî äâå âåðøèíû êàæäîãîSj . Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïåðåñå÷åíèå V 0 ñ êîìïîíåíòàìè íà-áîðîâ çíà÷åíèé èñòèííîñòè, ÷òîáû ïîëó÷èòü îòîáðàæåíèå t : U ! fT; Fg.Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì t(ui) = T , åñëè ui 2 V 0, è t(ui) = F , åñëè �ui 2 V 0.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ýòîò íàáîð çíà÷åíèé èñòèííîñòè âûïîëíÿåòêàæäóþ äèçúþíêöèþ 
j 2 C, ðàññìîòðèì òðè ðåáðà ïîäãðà�à E00j . Òîëüêîäâà èç íèõ ìîãóò áûòü èíöèäåíòíû âåðøèíàì èç V 0j \ V 0, ïîýòîìó îäíî èçíèõ äîëæíî áûòü èíöèäåíòíî âåðøèíå íåêîòîðîãî ïîäãðà�à Vi, ïðèíàäëå-æàùåé òàêæå nV 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé ëèòåðàë ui (èëè�ui) äèçúþíêöèè 
j ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ¾èñòèíà¿ ïðè ðàññìàòðèâàåìîì íà-áîðå çíà÷åíèé èñòèííîñòè t, è, ñëåäîâàòåëüíî, t âûïîëíÿåò äèçúþíêöèþ 
j .Ïîñêîëüêó ýòî óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî äëÿ êàæäîé äèçúþíêöèè 
j 2 C,òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî t � âûïîëíÿþùèé íàáîð çíà÷åíèé èñòèííîñòè äëÿ C.Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî t : U ! fT; Fg- âûïîëíÿþùèé íàáîð çíà-÷åíèé èñòèííîñòè äëÿ C. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå âåðøèííîå ïîêðûòèå V 0ñîäåðæèò îäíó âåðøèíó èç êàæäîãî Ti è äâå âåðøèíû èç êàæäîãî Sj . Ïðèýòîì âåðøèíîé èç Ti, ïðèíàäëåæàùåé V 0, áóäåò ui (åñëè t(ui) = T ) èëè�ui (åñëè t(ui) = F ). Ïîñêîëüêó t âûïîëíÿåò êàæäóþ äèçúþíêöèþ 
j , òîýòî îáåñïå÷èâàåò ïîêðûòèå ïî êðàéíåé ìåðå îäíîãî èç òð¼õ ð¼áåð, ïðèíàä-ëåæàùèõ ìíîæåñòâó E00j . Ñëåäîâàòåëüíî, îñòàëîñü âêëþ÷èòü â V 0 êîíöûîñòàâøèõñÿ äâóõ ð¼áåð èç E00j , ïðèíàäëåæàùèå ïîäãðà�ó Sj (êîòîðûå ìî-ãóò áûòü ëèáî èíöèäåíòíû, ëèáî íå èíöèäåíòíû âåðøèíàì èç êîìïîíåíòíàáîðîâ çíà÷åíèé èñòèííîñòè), ïðè ýòîì ïîëó÷èòñÿ èñêîìîå âåðøèííîå ïî-êðûòèå.



3.1. Øåñòü îñíîâíûõ NP -ïîëíûõ çàäà÷ 693.1.4. �àìèëüòîíîâ öèêëÂ ãë. 2 ìû âèäåëè, ÷òî ê çàäà÷å �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÖÈÊË (�Ö) ìîæåò áûòüñâåäåíà çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅ�, ïîýòîìó NP -ïîëíîòà ïî-ñëåäíåé çàäà÷è ñëåäóåò èç NP -ïîëíîòû çàäà÷è �Ö. Ïîñëå çàâåðøåíèÿ äî-êàçàòåëüñòâà NP -ïîëíîòû çàäà÷è �Ö áóäåò óêàçàíî íåñêîëüêî âàðèàíòîâçàäà÷è �Ö, NP -ïîëíîòà êîòîðûõ áîëåå èëè ìåíåå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåòèç àíàëîãè÷íîãî �àêòà äëÿ çàäà÷è �Ö.Â äàëüíåéøåì äëÿ óäîáñòâà áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì ñîãëàøåíè-åì: åñëè (v1; v2; :::; vn) � íåêîòîðûé ãàìèëüòîíîâ öèêë, òî ð¼áðà fvi; vi+1g,1 6 i 6 n, è fvn; v1g áóäóò íàçûâàòüñÿ ð¼áðàìè â ýòîì öèêëå. Ïðèâîäèìàÿíèæå ñâîäèìîñòü ïîëó÷åíà êîìáèíàöèåé äâóõ ñâîäèìîñòåé èç ðàáîòû Êàðïà[280℄, îíà óêàçàíà â ðàáîòå Ëèó è �åëäìàõåðà [358℄.Òåîðåìà 3.4. Çàäà÷à �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÖÈÊË ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé.Äîêàçàòåëüñòâî 4. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî �Ö 2 NP . Ýòî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òîíåäåòåðìèíèðîâàííîìó àëãîðèòìó íóæíî óãàäàòü òîëüêî ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü âåðøèí è çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðîâåðèòü, ÷òî âñå âåðøèíû ýòîéïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîåäèíåíû ð¼áðàìè, ïðèíàäëåæàùèìè äàííîìó ãðà�ó.Ñâåä¼ì çàäà÷ó ÂÅ�ØÈÍÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ ê çàäà÷å �Ö. Ïóñòü èíäèâè-äóàëüíàÿ çàäà÷à èç ÂÏ çàäàíà ãðà�îì G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíûì öåëûì÷èñëîì K 6 jV j. Ïîñòðîèì ãðà� G0 = (V 0; E0), òàêîé, ÷òî â G0 åñòü ãà-ìèëüòîíîâ öèêë òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â G0 åñòü âåðøèííîå ïîêðûòèå,ñîñòîÿùåå èç íå áîëåå ÷åì K ýëåìåíòîâ.Â äàííîì ñëó÷àå íàøà êîíñòðóêöèÿ îïÿòü áóäåò ñîñòîÿòü èç íåñêîëüêèõêîìïîíåíò, ñîåäèí¼ííûõ ëèíèÿìè ñâÿçè. Âî-ïåðâûõ, ãðà� G0 ñîäåðæèò êîì-ïîíåíòó, ¾ïðîâåðÿþùóþ ïîêðûòèå¿, êîòîðàÿ áóäåò èñïîëüçîâàíà äëÿ òîãî,÷òîáû îáåñïå÷èòü ïðèñóòñòâèå îäíîãî èç êîíöîâ êàæäîãî ðåáðà ñðåäè Kâûáèðàåìûõ âåðøèí. Êîìïîíåíòà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåáðó e = fu; vg 2 E,ïîêàçàíà íà ðèñ. 3.4.Îíà èìååò 12 âåðøèíV 0e = f(u; e; i); (v; e; i)g : 1 6 i 6 6è 14 ð¼áåðE0e = ff(u; e; i); (u; e; i+ 1); (v; e; i); (v; e; i+ 1)g : 1 6 i 6 5g[ ff(u; e; 3); (v; e; 1); (v; e; 3); (u; e; 1)gg[ ff(u; e; 6); (v; e; 4); (v; e; 6); (u; e; 4)gg:Êîãäà êîíñòðóêöèÿ áóäåò çàêîí÷åíà, òî äîïîëíèòåëüíûå ð¼áðà, âåäóùèåê ýòîé ïðîâåðÿþùåé ïîêðûòèå êîìïîíåíòå, áóäóò èíöèäåíòíû òîëüêî âåð-øèíàì (u; e; 1), (v; e; 1), (u; e; 6) è (v; e; 6). Îòñþäà ñëåäóåò (â ýòîì ÷èòàòåëüìîæåò ëåãêî óáåäèòüñÿ), ÷òî ëþáîé ãàìèëüòîíîâ öèêë â ãðà�å G0 äîëæåíïåðåñåêàòü ð¼áðà èç E0e ïî îäíîé èç òð¼õ êîí�èãóðàöèé, èçîáðàæ¼ííûõ íàðèñ. 3.5. Íàïðèìåð, åñëè öèêë ¾ïîäõîäèò¿ ê ðàññìàòðèâàåìîé êîìïîíåíòå â
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�èñ. 3..4: Êîìïîíåíòà äëÿ ïðîâåðêè ïîêðûòèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåáðóe = fu; vg â ñâåäåíèè çàäà÷è ÂÅ�ØÈÍÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ ê çàäà÷å �À-ÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÖÈÊË.

�èñ. 3..5: Òðè âîçìîæíûå êîí�èãóðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ ãàìèëüòîíîâà öèê-ëà ñ êîìïîíåíòîé äëÿ ïðîâåðêè ïîêðûòèÿ ðåáðà e = fu; vg. Êîí�èãóðàöèèñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèì ñëó÷àÿì: (à) u ïðèíàäëåæèò, à v íå ïðèíàä-ëåæèò ïîêðûòèþ: (á) u è v ïðèíàäëåæàò ïîêðûòèþ; (â) v ïðèíàäëåæèò,à u íå ïðèíàäëåæèò ïîêðûòèþ.âåðøèíå (u; e; 1), òî îí ¾âûõîäèò¿ îáÿçàòåëüíî â âåðøèíå (u; e; 6) è ïðîõî-äèò ëèáî ÷åðåç âñå 12 âåðøèí ýòîé êîìïîíåíòû, ëèáî òîëüêî ÷åðåç 6 âåðøèí(u; e; i), 1 6 i 6 6.Äîïîëíèòåëüíûå ð¼áðà â îêîí÷àòåëüíîé êîíñòðóêöèè ñëóæàò ëèáî äëÿñîåäèíåíèÿ ïàð êîìïîíåíò ïðîâåðêè ïîêðûòèÿ, ëèáî äëÿ ñîåäèíåíèÿ êîì-ïîíåíòû ïðîâåðêè ïîêðûòèÿ ñ âûáèðàþùåé âåðøèíîé. Äëÿ êàæäîé âåð-øèíû v 2 V óïîðÿäî÷èì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ð¼áðà, èíöèäåíòíûå v :ev[1℄; ev[2℄; :::; ev[deg(v)℄, ãäå deg(v) � ñòåïåíü âåðøèíû v â ãðà�å G (ò.å. ÷èñëîð¼áåð, èíöèäåíòíûõ âåðøèíå v). Âñå êîìïîíåíòû ïðîâåðêè ïîêðûòèÿ, ñî-îòâåòñòâóþùèå ð¼áðàì, èíöèäåíòíûì v, ñîåäèíÿþòñÿ âìåñòå ñëåäóþùèìè



3.1. Øåñòü îñíîâíûõ NP -ïîëíûõ çàäà÷ 71ñâÿçóþùèìè ð¼áðàìè:E0v = ff(v; ev[i℄; 6); (v; ev[i+1℄; 1)g : 1 6 i 6 deg(v)g:Êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.6, òàêîå ñîåäèíåíèå îáðàçóåò åäèíñòâåííûé ïóòü âG0, âêëþ÷àþùèé â òî÷íîñòè òå âåðøèíû (x; y; z), äëÿ êîòîðûõ x = v.

�èñ. 3..6: Ïóòü, ñîåäèíÿþùèé âñå êîìïîíåíòû ïðîâåðêè ïîêðûòèÿ, êîòî-ðûå ñîîòâåòñòâóþò ð¼áðàì èç E, èíöèäåíòíûì âåðøèíå v.Ïîñëåäíÿÿ ãðóïïà ñâÿçóþùèõ ð¼áåð â G0 ñîåäèíÿåò ïåðâóþ è ïîñëåäíþþâåðøèíû ýòîãî ïóòè ñ êàæäîé èç âûáèðàþùèõ âåðøèí a1; a2; :::; ak. Ýòèð¼áðà èìåþò ñëåäóþùèé âèä:E00 = ffai; (v; ev[1℄; 1)g; fai; (v; ev[deg(v)℄; 6)g1 6 i 6 K; v 2 V g:Îêîí÷àòåëüíî ãðà� G0 = (V 0; E0) èìååò âèäV 0 = fai : 1 6 i 6 Kg [ �[e2E V 0e�è E0 = �[e2E E0e� [�[v2V E0v� [ E00:Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ãðà� G0 ìîæíî ïîñòðîèòü çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿèñõîäÿ èç G è K.



72 �ëàâà 3. Äîêàçàòåëüñòâî ðåçóëüòàòîâ îá NP - ïîëíîòåÌû óòâåðæäàåì, ÷òî G0 èìååò ãàìèëüòîíîâ öèêë òîãäà è òîëüêî òî-ãäà, êîãäà G èìååò âåðøèííîå ïîêðûòèå, ñîñòîÿùåå íå áîëåå ÷åì èç Kâåðøèí. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (v1; v2; :::; vn) � ãàìèëüòîíîâ öèêë â ãðà�å G0(çäåñü n = jV 0j). �àññìîòðèì ëþáóþ ÷àñòü ýòîãî öèêëà, êîòîðàÿ íà÷èíà-åòñÿ è êîí÷àåòñÿ â âåðøèíàõ ìíîæåñòâà fa1; a2; :::; aKg è íå ñîäåðæèò íèîäíîé âåðøèíû ýòîãî ìíîæåñòâà â êà÷åñòâå ïðîìåæóòî÷íîé. Â ñèëó ðàíååóïîìÿíóòûõ îãðàíè÷åíèé íà êîí�èãóðàöèþ, ïî êîòîðîé ãàìèëüòîíîâ öèêëìîæåò ïðîõîäèòü ÷åðåç êîìïîíåíòó ïðîâåðêè ïîêðûòèÿ, ðàññìàòðèâàåìàÿ÷àñòü öèêëà äîëæíà ïðîõîäèòü òîëüêî ÷åðåç êîìïîíåíòû ïðîâåðêè ïîêðû-òèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ð¼áðàì èç E, èíöèäåíòíûì íåêîòîðîé îáùåé âåðøèíåv 2 V . Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ïðîâåðêè ïîêðûòèÿ ïåðåñåêàåòñÿ îäíèì èç ñïî-ñîáîâ (à), (á) èëè (â), óêàçàííûõ íà ðèñ. 3.5, ïðè÷¼ì îíà íå ïðîõîäèò ÷åðåçâåðøèíû íè èç êàêîé äðóãîé êîìïîíåíòû ïðîâåðêè ïîêðûòèÿ.Òàêèì îáðàçîì, K âåðøèí ìíîæåñòâà fa1; a2; :::; aKg äåëÿò ðàññìàòðè-âàåìûé ãàìèëüòîíîâ öèêë íà K ïóòåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåêîòîðûì âåð-øèíàì v 2 V . Ïîñêîëüêó ãàìèëüòîíîâ öèêë äîëæåí ïðîõîäèòü ÷åðåç âñåâåðøèíû êàæäîé êîìïîíåíòû ïðîâåðêè ïîêðûòèÿ, ïðè÷¼ì âåðøèíû èç êîì-ïîíåíòû ïðîâåðêè ïîêðûòèÿ ðåáðà e 2 E ìîãóò ïðèíàäëåæàòü òîëüêî ïóòè,ñîîòâåòñòâóþùåìó îäíîé èç âåðøèí, èíöèäåíòíûõ e, òî ëþáîå ðåáðî â Eäîëæíî áûòü èíöèäåíòíî ïî êðàéíåé ìåðå îäíîé èç K âûáðàííûõ âåðøèí.Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç K âåðøèí, îáðàçóåò èñêîìîåâåðøèííîå ïîêðûòèå ãðà�à G.Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî V � � V � âåðøèííîå ïîêðûòèå ãðà�à Gè jV �j 6 K. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî jV �j = K, ïîñêîëüêó åñëè ê V � äîáàâèòüíåñêîëüêî âåðøèí èç V , òî V � îñòàíåòñÿ âåðøèííûì ïîêðûòèåì. Îáîçíà÷èìýëåìåíòû V � ÷åðåç v1; v2; :::; vK . �àññìîòðèì, êàêèå ð¼áðà íóæíî âêëþ÷èòüâ ãàìèëüòîíîâ öèêë ãðà�àG. Èç êîìïîíåíòû ïðîâåðêè ïîêðûòèÿ, ïðåäñòàâ-ëÿþùåé ðåáðî e = fu; vg 2 E, âûáåðåì ð¼áðà, èçîáðàæ¼ííûå íà ðèñ. 3.5 (à),(á) èëè (â), â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ðàâíî ëè fu; vg\V � ñîîòâåòñòâåííî fug,fu; vg èëè fvg. Ïîñêîëüêó V � � âåðøèííîå ïîêðûòèå ãðà�à G, òî îäíà èçýòèõ âîçìîæíîñòåé îáÿçàòåëüíî äîëæíà áûòü ðåàëèçîâàíà. Çàòåì âîçüì¼ìâñå ð¼áðà â E0vi ; 1 6 i 6 K. Íàêîíåö, âûáåðåì ð¼áðàfai; (vi; evi [1℄; 1)g; 1 6 i 6 K;fai+1; (vi; evi[deg(vi)℄ ; 6)g; 1 6 i 6 K;è fai; (vK ; evK[deg(vK )℄ ; 6)g:Ïðîâåðèòü òî, ÷òî âûáðàííîå ìíîæåñòâî ð¼áåð â äåéñòâèòåëüíîñòè ñî-îòâåòñòâóåò ãàìèëüòîíîâó öèêëó â G0, ìû ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ.�àññìîòðèì íåñêîëüêî âàðèàíòîâ çàäà÷è �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÖÈÊË. Çà-äà÷à �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÏÓÒÜ �îðìóëèðóåòñÿ òàê æå, êàê çàäà÷à �Ö, íî áåçóñëîâèÿ, ÷òî ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ âåðøèíû â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîëæíû



3.1. Øåñòü îñíîâíûõ NP -ïîëíûõ çàäà÷ 73áûòü ñîåäèíåíû ðåáðîì. Çàäà÷à �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÏÓÒÜ ÌÅÆÄÓ ÄÂÓ-Ìß ÂÅ�ØÈÍÀÌÈ îòëè÷àåòñÿ îò çàäà÷à �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÏÓÒÜ òîëüêîòåì, ÷òî â óñëîâèè ýòîé çàäà÷è �èêñèðóþòñÿ äâå âåðøèíû u è v è ñïðàøè-âàåòñÿ, âåðíî ëè, ÷òî G ñîäåðæèò ãàìèëüòîíîâ ïóòü èç u â v. NP -ïîëíîòàîáåèõ ýòèõ çàäà÷ ìîæåò áûòü äîêàçàíà ñ ïîìîùüþ ïðîñòîé ìîäè�èêàöèèñâîäèìîñòè, èñïîëüçîâàííîé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà NP -ïîëíîòû çàäà÷è �Ö.Ìîäè�èöèðóåì ãðà� G0, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ â êîíöå ðàññìîòðåííîé âûøåêîíñòðóêöèè ñëåäóþùèì îáðàçîì: äîáàâèì òðè íîâûå âåðøèíû a0; aK+1 èaK+2, äâà íîâûõ ðåáðà fa0; a1g è faK+1; aK+2g, à òàêæå çàìåíèì êàæäîå ðå-áðî âèäà fa1; (v; ev[deg(v)℄; 6)g íà ðåáðî faK+1; (v; ev[deg(v)℄; 6)g. Â ïîñëåäíåéìîäè�èêàöèè çàäà÷è �Ö âûäåëåííûìè âåðøèíàìè ÿâëÿþòñÿ a0 è aK+1.Âñå òðè ïåðå÷èñëåííûå âûøå çàäà÷è îñòàþòñÿ NP -ïîëíûìè è â òîì ñëó-÷àå, åñëè íåîðèåíòèðîâàííûé ãðà� G çàìåíèòü îðèåíòèðîâàííûì, à íåîðè-åíòèðîâàííûé ãàìèëüòîíîâ öèêë èëè ïóòü çàìåíèòü íà îðèåíòèðîâàííûé.Âñïîìíèì, ÷òî îðèåíòèðîâàííûé ãðà� G = (V; A) ñîñòîèò èç ìíîæåñòâàâåðøèí V è ìíîæåñòâà A óïîðÿäî÷åííûõ ïàð âåðøèí, íàçûâàåìûõ äóãàìè.�àìèëüòîíîâûì ïóò¼ì â îðèåíòèðîâàííîì ãðà�å G = (V; A) íàçûâàåòñÿ òà-êàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü < v1; v2; :::; vn > (n = jV j) âåðøèí ãðà�à G, ÷òî< vi; vi+1 >2 A, 1 6 i < n. �àìèëüòîíîâ ïóòü íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûìöèêëîì, åñëè < vn; v1 >2 A. Êàæäàÿ èç óïîìÿíóòûõ âûøå çàäà÷ íà íåîðè-åíòèðîâàííûõ ãðà�àõ ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê çàäà÷å íà îðèåíòèðîâàííîìãðà�å çàìåíîé ðåáðà fu; vg íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðà�à ïàðîé äóã (u; v) è(v; u). Ïî ñóùåñòâó, çàäà÷è íà íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðà�àõ ÿâëÿþòñÿ ÷àñò-íûìè ñëó÷àÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ íà îðèåíòèðîâàííûõ ãðà�àõ.3.1.5. �àçáèåíèåÂ íàñòîÿùåì ðàçäåëå áóäåò ðàññìîòðåíà ïîñëåäíÿÿ èç øåñòè îñíîâíûõ NP -ïîëíûõ çàäà÷ � çàäà÷à �ÀÇÁÈÅÍÈÅ. Ýòî çàäà÷à îñîáåííî ïîëåçíà ïðè äî-êàçàòåëüñòâåNP -ïîëíîòû çàäà÷, óñëîâèå êîòîðûõ ñîäåðæèò òàêèå ÷èñëîâûåïàðàìåòðû, êàê äëèíû, âåñà, ñòîèìîñòè, ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè è ò.ä.Òåîðåìà 3.5. Çàäà÷à �ÀÇÁÈÅÍÈÅ ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé.Äîêàçàòåëüñòâî 5. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî �ÀÇÁÈÅÍÈÅ 2 NP . Â ñàìîì äåëå,íåäåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì äîëæåí óãàäàòü òîëüêî ïîäìíîæåñòâî A0ìíîæåñòâà A è çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ñóììà ðàçìåðîâýëåìåíòîâ èç A0 òàêàÿ æå, êàê ñóììà ðàçìåðîâ ýëåìåíòîâ èç A nA0.Ñâåä¼ì çàäà÷ó 3-Ñ ê çàäà÷å �ÀÇÁÈÅÍÈÅ. Ïóñòü ìíîæåñòâà W; X; Yïðè jW j = jX j = jY j = q è ïîäìíîæåñòâî M � W � X � Y îáðàçóþòïðîèçâîëüíóþ èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó èç 3-Ñ. Îáîçíà÷èì ýëåìåíòû ýòèõìíîæåñòâ ñëåäóþùèì îáðàçîì:W = fw1; w2; :::; wqg,X = fx1; x2; :::; xqg,Y = fy1; y2; :::; yqg,è



74 �ëàâà 3. Äîêàçàòåëüñòâî ðåçóëüòàòîâ îá NP - ïîëíîòåM = fm1; m2; :::; mqg, ãäå k = jM j.Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî A è ðàçìåðû s(a) 2 Z+ âñåõ ýëåìåíòîâa 2 A òàê, ÷òîáû A ñîäåðæàëî ïîäìíîæåñòâî A0, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâîXa2A0 s(a) = Xa2AnA0 s(a)â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè M ñîäåðæèò òð¼õìåðíîå ñî÷åòàíèå.Ìíîæåñòâî A áóäåò ñîäåðæàòü k + 2 ýëåìåíòà è ñòðîèòüñÿ â äâà øàãà.Ïåðâûìè k ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà A áóäóò fai : 1 6 i 6 kg, ãäå ai àñ-ñîöèèðóåòñÿ ñ òðîéêîé mi 2 M . �àçìåð s(ai) ýëåìåíòà ai îïðåäåëÿåòñÿ ñïîìîùüþ äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëà s(ai). Ñëîâî èç íóëåé è åäèíèö,ñîîòâåòñòâóþùåå s(ai), ðàçáèâàåòñÿ íà 3q ¾çîí¿ ïî p = dlog 2(k + 1)e áèò âêàæäîé. Êàæäàÿ èç ýòèõ çîí ïîìå÷àåòñÿ íåêîòîðûì ýëåìåíòîì èçW [X[Yòàê, êàê óêàçàíî íà ðèñ. 3.7.Äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà s(ai) çàâèñèò îò ñîîòâåòñòâóþùåé òðîé-êè mi = (wf(i); xg(i); yh(i)) 2 M (ãäå f; g è h � �óíêöèè, çàäàþùèå èí-äåêñû ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé êîìïîíåíò êàæäîé òðîéêè mi). Â ÷èñ-ëå s(ai) ïðàâûå êîíöû çîí, ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëà wf(i); xg(i); yh(i), ïîìå-÷åíû 1, îñòàëüíûå çíàêè ÷èñëà s(ai) � íóëè. Äðóãèìè ñëîâàìè, s(ai) =2p(3q�f(i)) + 22q�g(i)) + 2p(q�h(i)):Òàê êàê äâîè÷íàÿ çàïèñü êàæäîãî èç ÷èñåë s(ai) èìååò äëèíó íå áîëåå3pq, òî ÿñíî, ÷òî s(ai) ìîæíî ïîñòðîèòü ïî çàäàííîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷åèç 3-Ñ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.Íà äàííîé ñòàäèè êîíñòðóêöèè âàæíî îòìåòèòü, ÷òî åñëè ïðîñóììèðî-âàòü ñîäåðæèìîå îäíîé çîíû âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà fai : 1 6 i 6 kg,òî ðåçóëüòàò âñåãäà íå áóäåò ïðåâîñõîäèòü 2p � 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ñóì-ìèðîâàíèè Pa2A0 s(a) ïî íåêîòîðîìó ïîäìíîæåñòâó A0 � fai : 1 6 i 6 kgíèêîãäà íå ïðèä¼òñÿ ïåðåíîñèòü åäèíèöû èç îäíîé çîíû â ñîñåäíþþ.
�èñ. 3..7: Äâîè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà s(a) ñ ïîìå÷åííûìè 3q çîíàìè ñ p =dlog 2(k + 1)e äâîè÷íûìè çíàêàìè â êàæäîé, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ â ñâå-äåíèè 3-Ñ ê �ÀÇÁÈÅÍÈÅ.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïîëîæèòüB = 3q�1Xj=0 2pj



3.2. Ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà NP -ïîëíîòû 75(B � ÷èñëî, â äâîè÷íîé çàïèñè êîòîðîãî â ïðàâîì êîíöå êàæäîé çîíû ñòîèò1), òî äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà A0 � fai : 1 6 i 6 kg ñîîòíîøåíèåXa2A0 s(a) = Bâûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M 0 = fmi : ai 2 A0g � òð¼õìåðíîåñî÷åòàíèå äëÿ M .Íà ïîñëåäíåé ñòàäèè êîíñòðóêöèè ñòðîÿòñÿ îñòàâøèåñÿ äâà ýëåìåíòà èçA. Îíè îïðåäåëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè b1 è b2, èìåþùèìè ñëåäóþùèå ðàçìåðû:s(b1) = 2� kXi=1 s(ai)��B;s(b2) = 2� kXi=1 s(ai)�+B1Äâîè÷íûå çàïèñè ýòèõ âåëè÷èí èìåþò äëèíó íå áîëåå 3pq + 1 è ìîãóòáûòü ïîñòðîåíû çà âðåìÿ, çàâèñÿùåå ïîëèíîìèàëüíûì îáðàçîì îò ðàçìåðàèíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è èç 3-Ñ.Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ ïîäìíîæåñòâî A0 � A, òàêîå, ÷òîXa2A0 s(a) = Xa2AnA0 s(a):Òîãäà êàæäàÿ èç ýòèõ ñóìì äîëæíà áûòü ðàâíà 2�Pki=1 s(ai)�, ïðè÷¼ìîäíî èç ìíîæåñòâ A0 èëè A n A0 ñîäåðæèò b1 è íå ñîäåðæèò b2. Îòñþäàñëåäóåò, ÷òî îñòàëüíûå ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâófai : 1 6 i 6 kg, ñóììà èõ ðàçìåðîâ ðàâíà B è, â ñèëó ñäåëàííîãî çàìå÷àíèÿ,îíè îáðàçóþò ïîäìíîæåñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå íåêîòîðîìó òð¼õìåðíîìó 
î-÷åòàíèþ M 0 â M . Îáðàòíî, åñëè çàäàíî òð¼õìåðíîå ñî÷åòàíèå M 0 � M , òîìíîæåñòâî fb1g[ fai : mi 2M 0g îáðàçóåò èñêîìîå ìíîæåñòâî A0 äëÿ çàäàí-íîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è èç ÏÀ�ÎÑÎ×ÅÒÀÍÈÅ. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à3-Ñ _ �ÀÇÁÈÅÍÈÅ, è òåîðåìà äîêàçàíà.3.2. Íåêîòîðûå ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà NP -ïîë-íîòûÌåòîäû, èñïîëüçóåìûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå ðåçóëüòàòîâ îá NP -ïîëíîòå, ìå-íÿþòñÿ ïî÷òè â ñòîëü æå øèðîêèõ ïðåäåëàõ, êàê è ñàìè NP -ïîëíûå çàäà÷è,1Åñëè â ìíîæåñòâåM íåò òð¼õìåðíîãî ñî÷åòàíèÿ, òî, âîîáùå ãîâîðÿ, s(b1) ìîæåò áûòüîòðèöàòåëüíî, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ s(ai) 2 Z+. Â ýòîì ñëó÷àå, äëÿ ñïðàâåäëè-âîñòè òåêñòà äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò ïîëîæèòü s(b1) = 0; s(b2) = 3�Pki=1 s(ai)�.� Ïðèì.ðåä.



76 �ëàâà 3. Äîêàçàòåëüñòâî ðåçóëüòàòîâ îá NP - ïîëíîòåïîýòîìó çäåñü ó íàñ íåò âîçìîæíîñòè ïðîèëëþñòðèðîâàòü èõ âñå. Îäíàêîèìååòñÿ íåñêîëüêî îáùèõ ïðè¼ìîâ äîêàçàòåëüñòâà, êîòîðûå ÷àñòî âñòðå÷à-þòñÿ è ìîãóò ïîäñêàçàòü ïóòü ê äîêàçàòåëüñòâó NP -ïîëíîòû íîâîé çàäà÷è.Îíè íàçûâàþòñÿ: (à) ñóæåíèå çàäà÷è, (á) ëîêàëüíàÿ çàìåíà è (â) ïîñòðîåíèåêîìïîíåíòû.Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå, â îñíîâíîì íà ïðèìåðàõ, ìû îáúÿñíèì, ÷òî ïîíè-ìàåòñÿ ïîä êàæäûì èç ýòèõ ïðè¼ìîâ äîêàçàòåëüñòâà. Áûëî áû îøèáêîéïûòàòüñÿ äàòü èõ ÿâíîå îïðåäåëåíèå. Ìíîãèå äîêàçàòåëüñòâà äîïóñêàþòèíòåðïðåòàöèè, ïîçâîëÿþùèå ïðè÷èñëèòü èõ ê ëþáîé èç ýòèõ òð¼õ êàòå-ãîðèé. Íåêîòîðûå äîêàçàòåëüñòâà òàê ñèëüíî çàâèñÿò îò ñïåöè�èêè îïè-ñàíèÿ çàäà÷è, ÷òî èõ íå óäà¼òñÿ êëàññè�èöèðîâàòü åñòåñòâåííûì îáðàçîìâ ñòîëü îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå êàòåãîðèé. Òàê ÷òî ÷èòàòåëþ íå ñëåäóåòðàññìàòðèâàòü íèæåèçëîæåííîå êàê ïîïûòêó êëàññè�èêàöèè âñåõ äîêàçà-òåëüñòâ NP -ïîëíîòû. Íàøà åäèíñòâåííàÿ öåëü � ïðîèëëþñòðèðîâàòü íåêî-òîðûå ïîäõîäû ê äîêàçàòåëüñòâó NP -ïîëíîòû, êîòîðûå ìû (à òàêæå äðóãèåàâòîðû) ñ èíòóèòèâíîé òî÷êè çðåíèÿ íàøëè êîíñòðóêòèâíûìè è ïðèâëåêà-òåëüíûìè.Äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì â äàëüíåéøåì îïóñêàòü âî âñåõ äîêàçàòåëü-ñòâàõ ïðîâåðêó òîãî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ïðèíàäëåæèò NP . Îòíî-ñèòåëüíî êàæäîé èç ðàññìàòðèâàåìûõ íèæå çàäà÷ ëåãêî óñòàíîâèòü ðàçðå-øèìîñòü çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ íåäåòåðìèíèðîâàííûì àëãîðèòìîì, è ó÷èòàòåëÿ íå äîëæíî âîçíèêíóòü çàòðóäíåíèé, åñëè ïîòðåáóåòñÿ ïîñòðîèòüòàêîé àëãîðèòì.3.2.1. Ñóæåíèå çàäà÷èÈç òð¼õ ðàññìàòðèâàåìûõ ïðè¼ìîâ äîêàçàòåëüñòâà ìåòîä ñóæåíèÿ � ñàìûéïðîñòîé è, âåðîÿòíî, íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ.Äîêàçàòåëüñòâî ìåòîäîì ñóæåíèÿ NP -ïîëíîòû �èêñèðîâàííîé çàäà÷è� 2 NP çàêëþ÷àåòñÿ ïðîñòî-íàïðîñòî â óñòàíîâëåíèè òîãî, ÷òî çàäà÷à �âêëþ÷àåò â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ èçâåñòíóþNP -ïîëíóþ çàäà÷ó�0. Ñóòüñîñòîèò â òîì, ÷òîáû óêàçàòü äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðûå òðå-áóåòñÿ íàëîæèòü íà èíäèâèäóàëüíûå çàäà÷è èç �, ÷òîáû ïîëó÷èâøàÿñÿ âðåçóëüòàòå ñóæåíèÿ çàäà÷à áûëà áû ýêâèâàëåíòíà �0. Ïðè ýòîì íå òðåáó-åòñÿ, ÷òîáû âîçíèêàþùàÿ â ðåçóëüòàòå çàäà÷à áûëà òî÷íîé êîïèåé èçâåñò-íîé NP -ïîëíîé çàäà÷è, íåîáõîäèìî òîëüêî, ÷òîáû ìåæäó çàäà÷àìè èìåëîñü¾î÷åâèäíîå¿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, ñîõðàíÿþùåå îòâåòû ¾äà¿èëè ¾íåò¿. Âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, êîòîðîå äà¼ò ââåäåíèå �0 ê�, îáû÷íî íàñòîëüêî î÷åâèäíî, ÷òî åãî äàæå íå òðåáóåòñÿ óêàçûâàòü ÿâíî.Íåñêîëüêî ïðèìåðîâ äîêàçàòåëüñòâ ýòîãî òèïà óæå âñòðå÷àëîñü â ðàçä.3.1.2. NP -ïîëíîòà çàäà÷è ÒÎ×ÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ 3-ÌÍÎÆÅÑÒÂÀÌÈ áû-ëà äîêàçàíà ïóò¼ì ðàññìîòðåíèÿ ñðåäè å¼ èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ òîëüêîòåõ, â êîòîðûõ òð¼õýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà ñîäåðæàò ïî îäíîìó ýëåìåíòó èçìíîæåñòâW; X è Y (ãäåW; X è Y � ðàâíîìîùíûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæå-ñòâà). Òàêèå çàäà÷è èäåíòè÷íû çàäà÷å 3-Ñ. Â ðàçä. 3.1.4 NP -ïîëíîòà çàäà÷èÎ�ÈÅÍÒÈ�ÎÂÀÍÍÛÉ �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÖÈÊË áûëà äîêàçàíà áëàãîäà-



3.2. Ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà NP -ïîëíîòû 77ðÿ òîìó, ÷òî ñðåäè å¼ èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ ìû ðàññìàòðèâàëè òîëüêî òå,â êîòîðûõ îðèåíòèðîâàííûõ ãðà� âìåñòå ñ êàæäîé äóãîé (u; v) ñîäåðæèòïðîòèâîïîëîæíî îðèåíòèðîâàííóþ äóãó (v; u), ò.å. èíäèâèäóàëüíûå çàäà÷è,â ñîâîêóïíîñòè îáðàçóþùèå çàäà÷ó, èäåíòè÷íóþ çàäà÷å �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÖÈÊË.Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä ñóæåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñêîðåå êàê èíîéâçãëÿä íà çàäà÷ó, à íå êàê ñòàíäàðòíûé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà NP -ïîëíîòû.Âìåñòî òîãî ÷òîáû ïûòàòüñÿ ñâåñòè îäíó èç èçâåñòíûõ NP -ïîëíûõ çàäà÷ êçàäàííîé, ìû êîíöåíòðèðóåì âíèìàíèå íà ïîñëåäíåé è ïûòàåìñÿ îòáðîñèòü¾íåñóùåñòâåííûå¿ å¼ äåòàëè ñ òåì, ÷òîáû ïîëó÷èëàñü èçâåñòíàÿ NP -ïîëíàÿçàäà÷à.Íèæå ïðèâåäåíî åù¼ íåñêîëüêî ïðèìåðîâ çàäà÷, NP -ïîëíîòà êîòîðûõäîêàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ñóæåíèÿ; ïðè ýòîì äîêàçàòåëüñòâà �îðìóëèðóþòñÿíàñòîëüêî êðàòêî, íàñêîëüêî ýòî âîçìîæíî.1. ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíî ñåìåéñòâî C ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà S ïîëîæèòåëü-íîå öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñîäåðæèò ëè C ïîêðûòèå ìíîæåñòâà S ðàçìåðà íå áîëåå K,ò.å. íàéä¼òñÿ ëè ïîäìíîæåñòâî C 0 � C, òàêîå, ÷òî jC 0j 6 K è S
2C 
 = S?Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäà÷à ïðåâðàùàåòñÿ â ÒÏ-3, åñëè îãðàíè÷èòüñÿ òîëü-êî òåìè èíäèâèäóàëüíûìè çàäà÷àìè, ó êîòîðûõ jCj = 3 äëÿ âñåõ ìíîæåñòâC 2 C è K = jSj=3.2. ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ Ï�ÅÄÑÒÀÂÈÒÅËÅÉÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíî ñåìåéñòâî C ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà S è ïîëîæè-òåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñîäåðæèò ëè S ìíîæåñòâî ïðåäñòàâèòåëåé äëÿ C ìîùíîñòè,íå ïðåâîñõîäÿùåé K; ò.å. ñóùåñòâóåò ëè ïîäìíîæåñòâî S0 � S, òàêîå, ÷òîjS0j 6 K è S0 ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ýëåìåíò èç êàæäîãî ìíîæåñòâàñåìåéñòâà C?Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäà÷à ïðåâðàùàåòñÿ â çàäà÷ó ÂÏ, åñëè ðàññìîòðåòüòîëüêî òå èíäèâèäóàëüíûå çàäà÷è, ó êîòîðûõ j
j = 2 äëÿ âñåõ 
 2 C.3. ÈÇÎÌÎ�ÔÈÇÌ ÏÎÄ��ÀÔÓÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû äâà ãðà�à G = (V1; E1) è H = (V2; E2).ÂÎÏ�ÎÑ. Ñîäåðæèò ëè ãðà� G ïîäãðà�, èçîìîð�íûé H? Äðóãèìè ñëî-âàìè, ñóùåñòâóþò ëè òàêèå ïîäìíîæåñòâà V � V1, E � E1 è âçàèìíî-îäíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ f : V2 ! V , ÷òî jV j = jV2j, jEj = jE2j òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà ff(u); f(v)g 2 E?Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäà÷à ïðåâðàùàåòñÿ â çàäà÷ó ÊËÈÊÀ, åñëè ðàññìàò-ðèâàòü òîëüêî òå èíäèâèäóàëüíûå çàäà÷è, äëÿ êîòîðûõ H� ïîëíûé ãðà�,ò.å. èíäèâèäóàëüíûå çàäà÷è, â êîòîðûõ E2 ñîäåðæèò âñå âîçìîæíûå ð¼áðà,ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû èç V2.4. Îñòîâíîå äåðåâî îãðàíè÷åííîé ñòåïåíèÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K,K 6 jV j � 1.



78 �ëàâà 3. Äîêàçàòåëüñòâî ðåçóëüòàòîâ îá NP - ïîëíîòåÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè â G îñòîâíîå äåðåâî, â êîòîðîì âñå âåðøèíûèìåþò ñòåïåíü íå áîëååK, ò.å. òàêîå ïîäìíîæåñòâîE0 � E, ÷òî jE0j = jV j�1,ãðà� G0 = (V; E0) ñâÿçåí è íè îäíà âåðøèíà â V íå ïðèíàäëåæèò áîëåå ÷åìK ð¼áðàì èç E0?Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ðàññìîòðåòü òîëüêî òå èíäèâèäóàëüíûå çàäà÷è, âêîòîðûõ K = 2, òî çàäà÷à ïðåâðàùàåòñÿ â çàäà÷ó �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÏÓÒÜ.5. ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÉÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÛÉÎ�ÈÅÍÒÈ�ÎÂÀÍ-ÍÛÉ ��ÀÔÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû îðèåíòèðîâàííûé ãðà�G = (V; A) è ïîëîæèòåëüíîåöåëîå ÷èñëî K, K 6 jAj.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè îðèåíòèðîâàííûé ãðà� G0 = (V; A0), òàêîé÷òî A0 � A, jA0j 6 K è äëÿ êàæäîé ïàðû âåðøèí u è v èç V â G0 èìååòñÿîðèåíòèðîâàííûé ïóòü îò u ê v òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â G èìååòñÿîðèåíòèðîâàííûé ïóòü èç u ê v.Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ðàññìàòðèâàòü òîëüêî èíäèâèäóàëüíûå çàäà÷è,äëÿ êîòîðûõ ãðà� G ñèëüíî ñâÿçåí, ò.å. ñîäåðæèò îðèåíòèðîâàííûé ïóòü îòëþáîé âåðøèíû ê ëþáîé äðóãîé âåðøèíå v è jKj = jV j, òî çàäà÷à ïðåâðàùà-åòñÿ â çàäà÷ó Î�ÈÅÍÒÈ�ÎÂÀÍÍÛÉ �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÖÈÊË Â ÑÈËÜ-ÍÎ ÑÂßÇÍÎÌ Î�ÈÅÍÒÈ�ÎÂÀÍÍÎÌ ��ÀÔÅ, îäíàêî NP -ïîëíîòà ýòîéçàäà÷è íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ïðèâåä¼ííûõ âûøå êîíñòðóêöèé äëÿ çàäà÷�Ö è Î�ÈÅÍÒÈ�ÎÂÀÍÍÛÉ �Ö.6. �ÞÊÇÀÊÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî U , ¾ðàçìåðû¿ s(u) 2 Z+, ¾ñòî-èìîñòè¿ v(u) 2 Z+ äëÿ âñåõ u 2 U , îáùåå îãðàíè÷åíèå B íà ðàçìåðû,B 2 Z+, è çíà÷åíèå ñòîèìîñòè K 2 Z+.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ïîäìíîæåñòâî U 0 � U , òàêîå, ÷òîXu2U 0 s(u) 6 B è Xu2U 0 v(u) > K?Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî òàêèõ èí-äèâèäóàëüíûõ çàäà÷, â êîòîðûõ äëÿ âñåõ u 2 U , s(u) = v(u) è B = K =12 Pu2U 0 s(u), òî çàäà÷à ïðåâðàùàåòñÿ â �ÀÇÁÈÅÍÈÅ.7. �ÀÑÏÈÑÀÍÈÅÄËßÌÓËÜÒÈÏ�ÎÖÅÑÑÎ�ÍÎÉÑÈÑÒÅ-ÌÛÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî A ¾çàäàíèé¿, ¾äëèòåëüíîñòè¿l(a) 2 Z+ äëÿ âñåõ a 2 A, ÷èñëî m 2 Z+ ¾ïðîöåññîðîâ¿ è ¾äèðåêòèâíûéñðîê¿ D 2 Z+.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ðàçáèåíèå A = A1 [ A2 [ ::: Am ìíîæåñòâà Aíà m íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ, òàêîå, ÷òîmax(Xa2al l(a) : 1 6 i 6 m) 6 D?



3.2. Ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà NP -ïîëíîòû 79Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òå èíäèâèäóàëüíûå çàäà-÷è, äëÿ êîòîðûõ m = 2 è D = 12 Pa2A l(a), òî çàäà÷à ïðåâðàùàåòñÿ â �ÀÇ-ÁÈÅÍÈÅ.Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî èç òð¼õ îáñóæäàåìûõ ïîäõîäîâ ê óñòàíîâ-ëåíèþ NP -ïîëíîòû ìåòîä ñóæåíèÿ â íàèáîëüøåé ñòåïåíè âûèãðûâàåò îòíàëè÷èÿ îáøèðíîãî ñïèñêà NP -ïîëíûõ çàäà÷, ñâåðõ îñíîâíûõ øåñòè çàäà÷è èõ âàðèàíòîâ. Ìíîãèå âîçíèêàþùèå íà ïðàêòèêå çàäà÷è ïðåäñòàâëÿþòñîáîé ïðîñòî áîëåå ñëîæíûå âåðñèè çàäà÷ èç ñïèñêà NP -ïîëíûõ çàäà÷ âïðèëîæåíèè, è ñïîñîáíîñòü óñìîòðåòü ýòîò �àêò âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïîçâî-ëÿåò áûñòðî äîêàçàòü NP -ïîëíîòó ìåòîäîì ñóæåíèÿ.3.2.2. Ëîêàëüíàÿ çàìåíàÑâîäèìîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè äîêàçàòåëüñòâå ìåòîäîì ëîêàëüíîé çàìåíû,äîñòàòî÷íî íåòðèâèàëüíû, ÷òîáû èõ âñåãäà ìîæíî áûëî ñ ãàðàíòèåé ïðåä-ñòàâèòü â ñòàíäàðòíîì âèäå, îäíàêî îíè îñòàþòñÿ îòíîñèòåëüíî íåñëîæ-íûìè. Ýòîò ìåòîä ñîñòîèò â òîì, ÷òî âûáèðàåòñÿ íåêîòîðîå õàðàêòåðíîåñâîéñòâî èçâåñòíîé NP -ïîëíîé çàäà÷è, ñ ïîìîùüþ íåãî îáðàçóåòñÿ ñåìåé-ñòâî îñíîâíûõ ìîäóëåé, à ñîîòâåòñòâóþùèå èíäèâèäóàëüíûå çàäà÷è çàäàí-íîé çàäà÷è ïîëó÷àþòñÿ ïóò¼ì åäèíîîáðàçíîé çàìåíû êàæäîãî îñíîâíîãîìîäóëÿ íåêîòîðîé äðóãîé ñòðóêòóðîé. Ñâîäèìîñòü çàäà÷è ÂÛÏ ê çàäà÷å3-ÂÛÏ èç ðàçä. 3.1.1 îòíîñèòñÿ ê ýòîìó òèïó. Â íåé îñíîâíûìè ìîäóëÿìèçàäà÷è ÂÛÏ áûëè äèçúþíêöèè, è êàæäàÿ äèçúþíêöèÿ çàìåíÿëàñü íàáî-ðîì äèçúþíêöèé ñîãëàñíî íåêîòîðîìó îáùåìó ïðàâèëó. Âàæíûì ìîìåíòîìçäåñü ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî êàæäàÿ çàìåíà ïðèâîäèëà òîëüêî ê ëîêàëüíîìó èç-ìåíåíèþ ñòðóêòóðû. Ýòè çàìåíû, ïî ñóùåñòâó, íå çàâèñåëè îäíà îò äðóãîé,çà èñêëþ÷åíèåì òåõ ñëó÷àåâ, êîãäà îíè îòðàæàëè íå ïîäâåðãàâøèåñÿ èçìå-íåíèþ ÷àñòè èñõîäíîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è.Êîíêðåòèçèðóåì ýòè îáùèå ðàññóæäåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïðèìåðîâ. �àññìîò-ðèì ñíà÷àëà çàäà÷ó ðàñïîçíàâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷å ìèíèìèçàöèè÷èñëà óìíîæåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ çàäàííîãî íàáîðà ïðîèçâå-äåíèé ýëåìåíòàðíûõ òåðìîâ; ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îïåðàöèé óìíî-æåíèÿ àññîöèàòèâíà è êîììóòàòèâíà.ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÑÅÌÅÉÑÒÂÀÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíî ñåìåéñòâî C ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A èïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî J .ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü< z1 = x1 [ y1; z2 = x2 [ y2; ::: ; zj = xj [ yj >;ñîäåðæàùàÿ íå áîëåå ÷åì J îïåðàöèé òèïà îáúåäèíåíèå, ÷òî äëÿ êàæäîãîïîäìíîæåñòâà 
 2 C íàéä¼òñÿ íîìåð i, 1 6 i 6 j, òàêîé, ÷òî zi ñîâïàäàåòñ 
? (Çäåñü xi è yi � ýòî ìíîæåñòâà âèäà fag äëÿ íåêîòîðîãî a 2 A, ëèáîýòî ìíîæåñòâî âèäà zk äëÿ íåêîòîðîãî k < i, ïðè÷¼ì xi è yi, 1 6 i 6 j, íåïåðåñåêàþòñÿ).Òåîðåìà 3.6. Çàäà÷à ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÑÅÌÅÉÑÒÂÀ NP -ïîëíà.



80 �ëàâà 3. Äîêàçàòåëüñòâî ðåçóëüòàòîâ îá NP - ïîëíîòåÄîêàçàòåëüñòâî 1.Ñâåä¼ì çàäà÷ó ÂÅ�ØÈÍÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ ê çàäà÷å ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅÑÅÌÅÉÑÒÂÀ. Ïóñòü ãðà�G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëîK; K 6jV j, îïðåäåëÿþò óñëîâèå ïðîèçâîëüíîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è èç ÂÏ.Â êà÷åñòâå îñíîâíûõ ìîäóëåé ÂÏ âîçüì¼ì ð¼áðà ãðà�à G. Ïóñòü a0 �íåêîòîðûé íîâûé ýëåìåíò, íå ïðèíàäëåæàùèé V . Îïåðàöèÿ ëîêàëüíîé çà-ìåíû çàìåùàåò êàæäîå ðåáðî fu; vg 2 E ïîäìíîæåñòâîì fa0; u; vg 2 C.Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à èç çàäà÷è ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅÑÅÌÅÉÑÒÂÀ, óñëîâèå êîòîðîé ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè äàí-íûìè:A = V [ fa0g;C = ffa0; u; vg : fu; vg 2 Eg;J = K + jEj;Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòó èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó ìîæíî ïîñòðîèòü çà ïîëèíî-ìèàëüíîå âðåìÿ. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî â G åñòü âåðøèííîå ïîêðûòèå íå áîëåå÷åì èç K ýëåìåíòîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ñåìåéñòâà C ñóùå-ñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû íå áîëåå J , îáëàäàþùàÿ íåîáõîäèìûìèñâîéñòâàìè.Âíà÷àëå ïðåäïîëîæèì, ÷òî V 0 � âåðøèííîå ïîêðûòèå â G, ñîäåðæàùååíå áîëåå K âåðøèí. Åñëè ê ïîêðûòèþ V 0 äîáàâèòü íîâûå âåðøèíû, òî îíîïî-ïðåæíåìó áóäåò îñòàâàòüñÿ ïîêðûòèåì, ïîýòîìó áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíî-ñòè ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî jV j = K. Îáîçíà÷èì âåðøèíû ïîêðûòèÿ V 0 ÷åðåçe1; e2; ::: ; em, ãäå m = jEj. Ïîñêîëüêó V 0 � âåðøèííîå ïîêðûòèå, òî êàæ-äîå ðåáðî ej èíöèäåíòíî ïî êðàéíåé ìåðå îäíîé âåðøèíå èç V 0. Ïîýòîìóêàæäîå ðåáðî ej ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ej = fuj ; vr[j℄g, ãäå r[j℄�öåëîå ÷èñëî, çàêëþ÷¼ííîå ìåæäó 1 è K. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðèâåä¼ííàÿíèæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùàÿ èç K+ jEj = J îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ,îáëàäàåò âñåìè íåîáõîäèìûìè ñâîéñòâàìè:< z1 = fa0g [ fv1g; z2 = fa0g [ fv2g; ::: ; zK = fa0g [ fvKg;zK+1 = fu1g [ fzr[1℄g; zK+2 = fu2g [ fzr[2℄g; ::: ; zj = fumg [ fzr[m℄g > :Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî S =< z1 = x1 [ y1; ::: ; zj = xj [ yj > � èñ-êîìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è èç ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅÑÅÌÅÉÑÒÂÀ, ñîäåðæàùàÿ íå áîëåå J îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ. Ïðåäïîëî-æèì äàëåå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü S�êðàò÷àéøàÿ èç âñåõ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòåé äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è è ÷òî ñðåäè âñåõ òàêèõêðàò÷àéøèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé S ñîäåðæèò ìèíèìàëüíîå ÷èñëî îïåðàöèéâèäà zi = fug[fvg; u; v 2 V . Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî â S âî-îáùå íåò îïåðàöèé ýòîãî âèäà. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïåðàöèÿzi = fug [ fvg; u; v 2 V , ñîäåðæèòñÿ â S. Ïîñêîëüêó fu; vg íå ïðèíàäëåæèòC, à S èìååò ìèíèìàëüíóþ âîçìîæíóþ äëèíó, òî ñ íåîáõîäèìîñòüþ èìååìfu; vg 2 E è îïåðàöèÿ fa0; u; vg = fa0g [ zi (èëè zi [ fa0g) äîëæíà ñîäåð-æàòüñÿ â S. Íî ïîñêîëüêó fu; vg�ïîäìíîæåñòâî òîëüêî îäíîãî ýëåìåíòà èç



3.2. Ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà NP -ïîëíîòû 81C, òî zi íå ìîæåò ó÷àñòâîâàòü íè â îäíîé äðóãîé îïåðàöèè ðàññìàòðèâàåìîéïîñëåäîâàòåëüíîñòè S. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïàðà îïåðàöèézi = fug [ fvgèfa0; u; vg = fa0g [ ziìîæåò áûòü çàìåíåíà äðóãîé ïàðîézi = fa0g [ fugèfa0; u; vg = fvg [ zi;ïðè ýòîì äëèíà âñåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè S íå óâåëè÷èòñÿ, à îáùåå ÷èñëîîïåðàöèé âèäà fu; vgu; v 2 V óìåíüøèòñÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó S. Ñëå-äîâàòåëüíî, S ñîñòîèò òîëüêî èç îïåðàöèé, èìåþùèõ âèä zi = fa0g[fug; u 2V èëè fa0; u; vg = fa0g[zi; fu; vg 2 E (ìû ïðåíåáðåãàåì ïîðÿäêîì ýòèõ îïå-ðàíäîâ). Òàê êàê jCj = E è ëþáîé ýëåìåíò èç C ñîäåðæèò òðè ýëåìåíòà, òîS äîëæíî ñîäåðæàòü â òî÷íîñòè jEj îïåðàöèé âòîðîãî âèäà è â òî÷íîñòèj � jEj 6 J � jEj = K îïåðàöèé ïåðâîãî âèäà. Ïîýòîìó ìíîæåñòâîV 0 = fu 2 V : zi = fa0g [ fug åñòü îïåðàöèÿ èç Sgñîäåðæèò ñàìîå áîëüøîå K âåðøèí èç V . Èñõîäÿ èç ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ C,íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî V 0 äîëæíî áûòü âåðøèííûì ïîêðûòèåì â G.Íèæå ïðèâåä¼í äðóãîé ïðèìåð ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè, êîòîðàÿ ïî-ëó÷àåòñÿ èç çàäà÷è ÒÎ×ÍÎÅÏÎÊ�ÛÒÈÅ Ò��ÕÝËÅÌÅÍÒÍÛÌÈÌÍÎ-ÆÅÑÒÂÀÌÈ ìåòîäîì ëîêàëüíîé çàìåíû.�ÀÇÁÈÅÍÈÅ ÍÀ Ò�ÅÓ�ÎËÜÍÈÊÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàí ãðà� G = (V; E), ÷èñëî âåðøèí êîòîðîãî jV j äåëèòñÿíà òðè, ò.å. jV j = 3q äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî ÷èñëà q.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ðàçáèåíèå V íà q íåïåðåñåêàþùèõñÿïîäìíîæåñòâ V1; V2; ::: ; Vq (ñîäåðæàùèõ ïî 3 ýëåìåíòà), ÷òî äëÿ êàæäîãîVi = fvi[1℄; vi[2℄; vi[3℄g òðè ðåáðà fvi[1℄; vi[2℄g, fvi[1℄; vi[3℄g è fvi[2℄; vi[3℄g ïðè-íàäëåæàò E?Òåîðåìà 3.7. Çàäà÷à �ÀÇÁÈÅÍÈÅ ÍÀ Ò�ÅÓ�ÎËÜÍÈÊÈ NP -ïîëíà.Äîêàçàòåëüñòâî 2. Ñâåä¼ì çàäà÷ó ÒÎ×ÍÎÅÏÎÊ�ÛÒÈÅ Ò��ÕÝËÅÌÅÍÒ-ÍÛÌÈ ìíîæåñòâàìè ê çàäà÷å �ÀÇÁÈÅÍÈÅ ÍÀ Ò�ÅÓ�ÎËÜÍÈÊÈ. Ïóñòüìíîæåñòâî X(jX j = 3q) è ñåìåéñòâî C åãî òð¼õýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ îá-ðàçóþò óñëîâèå ïðîèçâîëüíîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è èç ÒÏ-3. Ïîñòðîèìãðà� G = (V; E), òàêîé, ÷òî jV j = 3q0 è äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò èñêîìîå ðàçáè-åíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà C ñîäåðæèò òî÷íîå ïîêðûòèå.Îñíîâíûìè ìîäóëÿìè ðàññìàòðèâàåìîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è èç ÒÏ-3 áóäóò òð¼õýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà èç C. Îïåðàöèÿ ëîêàëüíîé çàìåíû¾ïðåâðàùàåò¿ êàæäîå òàêîå ïîäìíîæåñòâî Ci = fxi; yi; zig 2 C â íàáîð
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�èñ. 3..8: Ýëåìåíò, èñïîëüçóåìûé äëÿ ìåñòíîé çàìåíû ïîäìíîæåñòâà
i = (xi; yi; zi) 2 C ïðè ïîñòðîåíèè ñâåäåíèÿ çàäà÷è ÒÏ-3 ê çàäà÷å �ÀÇÁÈ-ÅÍÈÅ ÍÀ Ò�ÅÓ�ÎËÜÍÈÊÈ.Ei, ñîñòîÿùèé èç 18 ð¼áåð, êîòîðûé èçîáðàæ¼í íà ðèñ. 3.8. Òàêèì îáðàçîì,G = (V; E) îïðåäåëÿåòñÿ òàê:V = X jCj[i=1fai[j℄ : 1 6 j 6 9g;E = jCj[i=1Ei:Çàìåòèì, ÷òî òîëüêî âåðøèíû èç ìíîæåñòâà X ìîãóò áûòü èíöèäåíòíûáîëåå ÷åì îäíîìó ìíîæåñòâó Ei. Îòìåòèì òàêæå, ÷òîjV j = jX j+ 9jCj = 3q + 9jCj;òàê ÷òî q0 = q + 3jCj. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòó èíäèâèäóàëüíóþ çàäà-÷ó �ÀÇÁÈÅÍÈÅ ÍÀ Ò�ÅÓ�ÎËÜÍÈÊÈ ìîæíî ïîñòðîèòü, îòïðàâëÿÿñü îòðàññìàòðèâàåìîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è èç ÒÏ-3, çà ïîëèíîìèàëüíîå âðå-ìÿ.Åñëè 
1; 
2; ::: ; 
q � òð¼õýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà èç C, êîòîðûå îáðàçó-þò òî÷íîå ïîêðûòèå X , òî ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçáèåíèå V = V1[V2 [ :::[Vq0ìíîæåñòâà V îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè 
i = fxi; yi; zig åñòüýëåìåíò òî÷íîãî ïîêðûòèÿ, òî èç ìíîæåñòâà Ei âûáèðàþòñÿ ñëåäóþùèå ïîä-ìíîæåñòâà:fai[1℄; ai[2℄; xig; fai[4℄; ai[5℄; yig; fai[6℄; ai[6℄; zig; fai[3℄; ai[6℄; ai[9℄g;
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i íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì òî÷íîãî ïîêðûòèÿ, òî èç Ei âûáèðàþòñÿïîäìíîæåñòâàfai[1℄; ai[2℄; ai[3℄g; fai[4℄; ai[5℄; ai[6℄g; fai[7℄; ai[8℄; ai[9℄g:Òàêîé âûáîð ïîäìíîæåñòâ îáåñïå÷èâàåò, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò èç X ñîäåð-æèòñÿ ðîâíî â îäíîì òð¼õâåðøèííîì ïîäìíîæåñòâå ðàññìàòðèâàåìîãî ðàç-áèåíèÿ.Îáðàòíî, åñëè V = V1 [ V2 [ ::: [ Vq0 � ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå ãðà�àG íà òðåóãîëüíèêè, òî ñîîòâåòñòâóþùåå òî÷íîå ïîêðûòèå ïîëó÷àåòñÿ, åñ-ëè âûáèðàòü òå 
i 2 C, äëÿ êîòîðûõ fai[3℄; ai[6℄; ai[9℄g = Vj ïðè íåêîòîðîìj; 1 6 j 6 q0. Íåïîñðåäñòâåííóþ ïðîâåðêó òîãî, ÷òî äâà ïîñòðîåííûõ ðàçáè-åíèÿ îáëàäàþò âñåìè íóæíûìè ñâîéñòâàìè, ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ.Îáà òîëüêî ÷òî ïðèâåä¼ííûõ ïðèìåðà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äîêàçàòåëü-ñòâî ìåòîäîì ëîêàëüíîé çàìåíû ¾â ÷èñòîì âèäå¿. Ñòðóêòóðà ðàññìàòðèâàå-ìîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿëàñü ñòðóêòóðîé èñõîäíîéçàäà÷è (NP -ïîëíîòà êîòîðîé óñòàíîâëåíà) è îïåðàöèåé ëîêàëüíîé çàìåíû.×àñòî îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì äîïîëíèòü ðàññìàòðèâàåìóþ èíäèâèäóàëüíóþçàäà÷ó âñïîìîãàòåëüíûìè ýëåìåíòàì, êîòîðûå èãðàþò ðîëü ¾îãðàíè÷èòå-ëÿ¿2, íàëàãàþùåãî äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ñïîñîáû ïîëó÷åíèÿ îò-âåòà ¾äà¿.Åñëè ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à èìååò âèä ¾Çàäàíà èíäèâèäóàëüíàÿ çà-äà÷à I ; âåðíî ëè, ÷òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé îáúåêò XI ñ òðåáóåìûì ñâîé-ñòâîì?¿, òî ðîëü îãðàíè÷èòåëÿ â çàäà÷å I � ñóçèòü ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõîáúåêòîâ XI òàê, ÷òîáû îíè îòðàæàëè âñå âàðèàíòû, âîçìîæíûå â èñõîä-íîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷å. Â òî æå âðåìÿ ÷àñòü èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è I ,ïîëó÷àþùàÿñÿ îïåðàöèåé ëîêàëüíîé çàìåíû èç èñõîäíîé çàäà÷è, äà¼ò ðàç-ëè÷íûå âàðèàíòû ýòèõ îòâåòîâ è îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå óñëîâèé, òðåáó-þùèõñÿ îò ýòèõ îòâåòîâ. Ýëåìåíòû b1 è b2 èç äîêàçàòåëüñòâà NP -ïîëíîòûçàäà÷è �ÀÇÁÈÅÍÈÅ êàê ðàç è èãðàþò ðîëü ïîäîáíîãî îãðàíè÷èòåëÿ. Ïðè-âåä¼ì åù¼ äâà ïðèìåðà íà äîêàçàòåëüñòâî ìåòîäîì ëîêàëüíîé çàìåíû ñ èñ-ïîëüçîâàíèåì îãðàíè÷èòåëåé. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó î ñî-ñòàâëåíèè ðàñïèñàíèÿ.ÓÏÎ�ßÄÎ×ÅÍÈÅ ÂÍÓÒ�È ÈÍÒÅ�ÂÀËÎÂÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ¾çàäàíèé¿ T è äëÿ êàæäîãî t 2T öåëîå ÷èñëî r(t) > 0 � âðåìÿ ãîòîâíîñòè, ¾äèðåêòèâíûé ñðîê¿ d(t) 2 Z+è ¾äëèòåëüíîñòü¿ l(t) 2 X+.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè äëÿ T äîïóñòèìîå ðàñïèñàíèå, ò.å. òàêàÿ �óíê-öèÿ � : T ! Z+, ÷òî äëÿ âñåõ t 2 T èìååò ìåñòî: (1) �(t) > r(t), (2)�(t) + l(t) 6 d(t), è (3) åñëè t0 2 T n ftg, òî ëèáî �(t0) + l(t0) 6 �(t), ëèáî�(t0) > �(t) + l(t)? (Äðóãèìè ñëîâàìè, çàäàíèå t ¾âûïîëíÿåòñÿ¿ ñ ìîìåíòàâðåìåíè �(t) äî ìîìåíòà �(t) + l(t), îíî íå ìîæåò áûòü íà÷àòî ðàíåå ìî-ìåíòà r(t), äîëæíî áûòü çàêîí÷åíî íå ïîçäíåå d(t), è âðåìåííîé èíòåðâàë2îáðàçíûé òåðìèí (enfor
er), ïðåäëîæåííûé Çûìàíñêèì [511℄.



84 �ëàâà 3. Äîêàçàòåëüñòâî ðåçóëüòàòîâ îá NP - ïîëíîòåâûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ t íå ìîæåò ïåðåêðûâàòüñÿ ñ èíòåðâàëîì âûïîëíåíèÿäðóãîãî çàäàíèÿ t0.)Òåîðåìà 3.8. Çàäà÷à ÓÏÎ�ßÄÎ×ÅÍÈÅ ÂÍÓÒ�È ÈÍÒÅ�ÂÀËÎÂ NP -ïîëíà.Äîêàçàòåëüñòâî 3.Ñâåä¼ì ê ýòîé çàäà÷å çàäà÷ó �ÀÇÁÈÅÍÈÅ. Ïóñòü êîíå÷íîå ìíîæåñòâîA è ðàçìåðû s(a) âñåõ ýëåìåíòîâ èç A ñîñòàâëÿþò óñëîâèå èíäèâèäóàëüíîéçàäà÷è �ÀÇÁÈÅÍÈÅ; ïóñòü òàêæå B =Pa2A s(a).Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ìîäóëåé èñõîäíîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà-÷è �ÀÇÁÈÅÍÈÅ îòäåëüíûå ýëåìåíòû a 2 A. Îïåðàöèÿ ëîêàëüíîé çàìåíûïðåâðàùàåò a â çàäàíèå ta, òàêîå, ÷òî r(ta) = 0, d(ta) = B +1 è l(ta) = s(a).Â êà÷åñòâå ¾îãðàíè÷èòåëÿ¿ âîçüì¼ì åù¼ îäíî çàäàíèå �t, òàêîå, ÷òî r(�t) =dB=2e; d(�t) = d(B + 1)=2e è l(�t) = 1. ßñíî, ÷òî ýòà èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷àìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ïî èñõîäíîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷å �ÀÇÁÈÅÍÈÅçà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.Îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðûå íàëàãàåò îãðàíè÷èòåëü íà äîïóñòèìûå ðàñïèñà-íèÿ, èìåþò äâîÿêèé õàðàêòåð. Âî-ïåðâûõ, îãðàíè÷èòåëü íå ïîçâîëÿåò ïî-ñòðîèòü äîïóñòèìîå ðàñïèñàíèå, åñëè B íå÷¼òíî (â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ðàññìàò-ðèâàåìîé çàäà÷è �ÀÇÁÈÅÍÈÅ èñêîìîå ðàçáèåíèå íà äâà ïîäìíîæåñòâà íåñóùåñòâóåò), ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî åñëè B íå÷¼òíî, òî r(�t) = d(�t) è �t âîîáùåíå ìîæåò áûòü âêëþ÷åíî â ðàñïèñàíèå. Ïîýòîìó ñ íàñòîÿùåãî ìîìåíòà áó-äåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî B ÷¼òíî. Â ýòîì ñëó÷àå íà ïåðåäíèé ïëàí âûñòóïàåòâòîðîå îãðàíè÷åíèå. Òàê êàê B ÷¼òíî, òî r(�t) = B=2 è d(�t) = r(�t) + 1 ïîýòî-ìó â ëþáîì äîïóñòèìîì ðàñïèñàíèè �(�t) äîëæíî áûòü ðàâíî B=2. Îòñþäàâðåìÿ, êîòîðîå äîñòóïíî äëÿ âûïîëíåíèÿ îñòàëüíûõ çàäàíèé, äåëèòñÿ íàäâà îòäåëüíûõ áëîêà, êàæäûé èç êîòîðûõ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.9, èìååò

�èñ. 3..9: �àñïèñàíèå, ïîëó÷àåìîå ñ ïîìîùüþ ¾îãðàíè÷èòåëÿ¿ ïðè ñâåäå-íèè çàäà÷è �ÀÇÁÈÅÍÈÅ ê çàäà÷å ÓÏÎ�ßÄÎ×ÅÍÈÅ ÂÍÓÒ�È ÈÍÒÅ�-ÂÀËÎÂ.äëèíó B=2. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèÿ ïðåâðàùàåòñÿâ çàäà÷ó âûáîðà ïîäìíîæåñòâà çàäàíèé, êîòîðûå áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ðàíü-øå çàäàíèÿ �t, è ïîäìíîæåñòâà çàäàíèé, êîòîðûå áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ïîñëå



3.2. Ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà NP -ïîëíîòû 85�t. Ïîñêîëüêó îáùåå âðåìÿ, èìåþùååñÿ â îáîèõ áëîêàõ, ðàâíî îáùåé äëè-òåëüíîñòè B îñòàâøèõñÿ çàäàíèé, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé èç ýòèõáëîêîâ äîëæåí áûòü ïîëíîñòüþ çàïîëíåí. Ýòî âîçìîæíî òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî A0 � A, òàêîå, ÷òîXa2A0 s(a) = B=2 = Xa2AnA0 s(a):Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è �ÀÇÁÈ-ÅÍÈÅ èñêîìîå ïîäìíîæåñòâîA0 ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿñîîòâåòñòâóþùåé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è ÓÏÎ�ßÄÎ×ÅÍÈÅÂÍÓÒ�È ÈÍ-ÒÅ�ÂÀËÎÂ ñóùåñòâóåò äîïóñòèìîå ðàñïèñàíèå.Â êà÷åñòâå çàêëþ÷èòåëüíîãî ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿ îãðàíè÷èòåëÿ â ìå-òîäå ëîêàëüíîé çàìåíû ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó, âîçíèêàþùóþ âäèàãíîñòè÷åñêîì òåñòèðîâàíèè.ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÉ ÍÀÁÎ� ÒÅÑÒÎÂÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî A ¾âîçìîæíûõ äèàãíîçîâ¿, íà-áîð C ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A ïðåäñòàâëÿþùèé áèíàðíûå ¾òåñòû¿, èïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî J 6 jCj.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ïîäíàáîð C 0 � C; jC 0j 6 J , òàêîé, ÷òî äëÿëþáîé ïàðû ai; aj âîçìîæíûõ äèàãíîçîâ èç A èìååòñÿ íåêîòîðûõ òåêñò 
 2C 0 äëÿ êîòîðîãî jfai; ajg \ 
j = 1 (ò.å. òåñò 
, ¾ðàçëè÷àþùèé¿ ai è aj)?Òåîðåìà 3.9. Çàäà÷à ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÉ ÍÀÁÎ� ÒÅÑÒÎÂ NP -ïîëíà.Äîêàçàòåëüñòâî 4. Ñâåä¼ì ê ýòîé çàäà÷å çàäà÷ó 3-Ñ. Ïóñòü W; X; Y òàêèå,÷òî jW j = jX j = jY j = q, è ïîäìíîæåñòâî M � W � X � Y ñîñòàâëÿåòóñëîâèå èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è èç 3-Ñ.Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ìîäóëÿ çàäà÷è 3-Ñ âîçüì¼ì óïîðÿäî÷åííûå òðîéêèèç ìíîæåñòâà M . Îïåðàöèÿ ëîêàëüíîé çàìåíû âìåñòî êàæäîé òðîéêè m =(w; x; y) 2M îáðàçóåò ïîäìíîæåñòâîm = (w; x; y) 2 C. �îëü îãðàíè÷èòåëåéèãðàþò òðè äîïîëíèòåëüíûõ ýëåìåíòà w0; x0 è y0, íå ïðèíàäëåæàùèå W [X [ Y , è äâà äîïîëíèòåëüíûõ òåñòà W [ fw0g è X [ fx0g. Îêîí÷àòåëüíîèíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à ÌÍÈÌÀËÜÍÛÉ ÍÀÁÎ� ÒÅÑÒÎÂ îïðåäåëÿåòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì: A =W [X [ Y [ fw0; x0; y0g;C = ffw; x; yg : (w; x; y) 2Mg [ fW [ fw0g; X [ fx0gg;J = q + 2:Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòà èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ïîèñõîäíîé çàäà÷å 3-Ñ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.



86 �ëàâà 3. Äîêàçàòåëüñòâî ðåçóëüòàòîâ îá NP - ïîëíîòåÎïÿòü-òàêè îãðàíè÷èòåëü íàëàãàåò îïðåäåë¼ííûå îãðàíè÷åíèÿ íà âèäâîçìîæíûõ êîìïîíåíò (â äàííîì ñëó÷àå íà íàáîð òåñòîâ C 0). Âî-ïåðâûõ,íàáîð C 0 äîëæåí ñîäåðæàòü êàê W [ fw0g, òàê è X [ fx0g ïî òîé ïðè-÷èíå, ÷òî òîëüêî ýòè òåñòû îòëè÷àþò y0 îò w0 è x0. Äàëåå, ïîñêîëüêów0; x0; y0 íå ïðèíàäëåæàò áîëüøå íè îäíîìó òåñòó èç C òî êàæäûé ýëå-ìåíò ìíîæåñòâà W [ X [ Y äîëæåí îòëè÷àòüñÿ îò îäíîãî ýëåìåíòà w0; x0èëè y0 ââèäó òîãî, ÷òî îí âõîäèò â íåêîòîðûé äîïîëíèòåëüíûé òåñò 
 2C 0 n fW [ fw0g; X [ fx0gg. Ïðè ýòîì ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ñàìîå áîëü-øåå J � 2 = q äîïîëíèòåëüíûõ òåñòîâ. Ïîñêîëüêó êàæäûé èç îñòàâøèõñÿòåñòîâ ñîäåðæèò ðîâíî ïî îäíîìó ýëåìåíòó èç ìíîæåñòâàW; X è Y , è, êðî-ìå òîãî, ìíîæåñòâà W; X è Y ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, è êàæäîå èç íèõñîäåðæèò ðîâíî q ýëåìåíòîâ, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëþáûå q äîïîëíèòåëü-íûõ òåñòîâ èç C 0 äîëæíû ñîîòâåòñòâîâàòü q òðîéêàì èç M , îáðàçóþùèìòð¼õìåðíîå ñî÷åòàíèå. Îáðàòíî, åñëè çàäàíî ëþáîå òð¼õìåðíîå ñî÷åòàíèåèç M , òî ñîîòâåòñòâóþùèå q òåñòîâ èç C ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ çàâåðøå-íèÿ ïîñòðîåíèÿ îñòàâøèõñÿ òåñòîâ â íóæíîì êîëè÷åñòâå. Òàêèì îáðàçîì,M ñîäåðæèò òð¼õìåðíîå ñî÷åòàíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ìíîæåñòâåC ñóùåñòâóåò èñêîìûé íàáîð òåñòîâ.Õîòÿ â îáîèõ ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðàõ îãðàíè÷èòåëè î÷åíü ïðîñòû, ÷è-òàòåëü äîëæåí îòäàâàòü ñåáå îò÷¼ò â òîì, ÷òî ýòî íå âñåãäà òàê. Îãðà-íè÷èòåëü îñîáî ñëîæíîé êîíñòðóêöèè èñïîëüçóåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå NP -ïîëíîòû çàäà÷è Î�ÈÅÍÒÈ�ÎÂÀÍÍÛÉ�ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÏÓÒÜ Â ÏËÎÑ-ÊÎÌ ��ÀÔÅ [157℄. Äðóãèå äîâîëüíî ñëîæíûå îãðàíè÷èòåëè ìîæíî íàéòèâ ðàáîòàõ [143, 155, 357℄.3.2.3. Ïîñòðîåíèå êîìïîíåíòÏîñëåäíèé è íàèáîëåå ñëîæíûé èç ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè ìåòîäîâ äîêà-çàòåëüñòâ NP -ïîëíîòû � ýòî ïîñòðîåíèå êîìïîíåíò. Äîêàçàòåëüñòâà NP -ïîëíîòû çàäà÷ Ò��ÕÌÅ�ÍÎÅ ÑÎ×ÅÒÀÍÈÅ, ÂÅ�ØÈÍÍÎÅ ÏÎÊ�Û-ÒÈÅ è �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÖÈÊË, ïðèâåä¼ííûå â ðàçä. 3.1., ïðåäñòàâëÿþòñîáîé òèïè÷íûå ïðèìåðû äîêàçàòåëüñòâ ýòîãî òèïà.Îñíîâíàÿ èäåÿ òàêèõ äîêàçàòåëüñòâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ñ ïîìî-ùüþ ñîñòàâíûõ ÷àñòåé ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ñêîíñòðóèðîâàòü íåêîòî-ðûå ¾êîìïîíåíòû¿, ñîåäèíÿÿ êîòîðûå ìîæíî ¾ðåàëèçîâàòü¿ èíäèâèäóàëü-íûå çàäà÷è èçâåñòíîé NP -ïîëíîé çàäà÷è. Â òð¼õ ïåðå÷èñëåííûõ ïðèìåðàõèìåþòñÿ êîìïîíåíòû äâóõ îñíîâíûõ òèïîâ. Îäíó èç íèõ ìîæíî ðàññìàòðè-âàòü êàê êîìïîíåíòó, ¾äåëàþùóþ âûáîð¿ (íàïðèìåð, âûáèðàþùóþ âåðøè-íû, âûáèðàþùóþ çíà÷åíèå èñòèííîñòè ïåðåìåííûõ), à äðóãóþ � êàê êîì-ïîíåíòó, ¾ïðîâåðÿþùóþ ñâîéñòâà¿ (íàïðèìåð, ïðîâåðÿþùóþ, ÷òî êàæäîåðåáðî ïîêðûòî èëè ÷òî êàæäàÿ äèçúþíêöèÿ âûïîëíåíà).Â ðàññìàòðèâàåìîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷å ýòè êîìïîíåíòû ñâÿçàíûòàê, ÷òî âûáðàííûå çíà÷åíèÿ ïåðåäàþòñÿ êîìïîíåíòàì, ïðîâåðÿþùèì óñëî-âèÿ, è ïîñëåäíèå ïðîâåðÿþò, óäîâëåòâîðÿþò ëè ñäåëàííûå âûáîðû çíà÷åíèé



3.2. Ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà NP -ïîëíîòû 87íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì. Âçàèìîäåéñòâèå êîìïîíåíò îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìî-ùüþ ïðÿìûõ ñâÿçåé (òàêèõ, íàïðèìåð, êàê ð¼áðà, ñîåäèíÿþùèå êîìïîíåíòûíàáîðà çíà÷åíèé èñòèííîñòè ñ êîìïîíåíòàìè ïðîâåðêè âûïîëíåíèÿ óñëîâèéâ ñâîäèìîñòè çàäà÷è 3-ÂÛÏ ê çàäà÷å ÂÏ), à òàêæå ñ ïîìîùüþ ãëîáàëüíûõîãðàíè÷åíèé (òàêèõ, íàïðèìåð, êàê îáùàÿ ãðàíèöà K â ñâîäèìîñòè çàäà-÷è 3-ÂÛÏ ê çàäà÷å ÂÏ, êîòîðàÿ íàðÿäó ñî ñòðóêòóðîé êîìïîíåíò îáåñïå-÷èâàåò, ÷òîáû êàæäàÿ êîìïîíåíòà íàáîðîâ çíà÷åíèé èñòèííîñòè ñîäåðæà-ëà â òî÷íîñòè îäíó âåðøèíó èç ïîêðûòèÿ è êàæäàÿ êîìïîíåíòà ïðîâåðêèñâîéñòâ ñîäåðæàëà ðîâíî äâå âåðøèíû ýòîãî ïîêðûòèÿ).Âîîáùå ãîâîðÿ, ëþáîå äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî ñ÷èòàòü îñíîâàííûì íàìåòîäå ïîñòðîåíèÿ êîìïîíåíò, åñëè êîíñòðóèðóåìàÿ â í¼ì èíäèâèäóàëüíàÿçàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð êîìïîíåíò, êàæäàÿ èç êîòîðûõ âûïîëíÿ-åò îïðåäåë¼ííûå �óíêöèè, �îðìóëèðóåìûå â òåðìèíàõ èñõîäíîé çàäà÷è.Îáùàÿ ñâîäèìîñòü, ïðèìåí¼ííàÿ â ãë. 2 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Êóêà,ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì ïðèìåðîì äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî òèïà; ïðè ýòîì êàæäàÿèç øåñòè ãðóïï äèçúþíêöèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäèí èç òèïîâ êîìïîíåíò.Ïîñêîëüêó äîêàçàòåëüñòâà ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ êîìïîíåíò ÷àñòî îêà-çûâàþòñÿ äîâîëüíî äëèííûìè è íåñêîëüêî ïðèìåðîâ òàêèõ äîêàçàòåëüñòâóæå áûëî ðàññìîòðåíî, òî â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ïðèâåä¼ì åù¼ òîëü-êî îäèí ïðèìåð. (Äðóãèå ïðèìåðû ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [114, 158, 477,496℄.) Ýòîò çàêëþ÷èòåëüíûé ïðèìåð, ñèëüíî îòëè÷àþùèéñÿ îò ñòàíäàðò-íûõ, èëëþñòðèðóåò ïîäõîä, êîòîðûé îêàçàëñÿ ïîëåçíûì äëÿ ñâåäåíèÿ çà-äà÷è ÊËÈÊÀ ê äðóãèì çàäà÷àì. Çäåñü äîêàçûâàåòñÿ NP -ïîëíîòà çàäà÷èòåîðèè ðàñïèñàíèé, áëèçêîé ïî �îðìóëèðîâêå ê çàäà÷å ÓÏÎ�ßÄÎ×ÈÂÀ-ÍÈÅ ÂÍÓÒ�È ÈÍÒÅ�ÂÀËÎÂ, ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåì ïîäðàçäåëå.ÓÏÎ�ßÄÎ×ÅÍÈÅ Ñ ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÌ ÇÀÏÀÇÄÛÂÀÍÈÅÌÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî T ¾çàäàíèé¿, êàæäîå èç êîòîðûõ èìååòäëèòåëüíîñòü 1 è ¾äèðåêòèâíûé¿ ñðîê d(t) 2 Z+; ÷àñòè÷íîå óïîðÿäî÷åíèål íà T è íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K 6 jT j.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ¾ðàñïèñàíèå¿ � : T ! f0; 1; ::: ; jT j�1g, òàêîå,÷òî (1) �(t) 6= �(�t) ïðè t 6= t0; (2) �(t) < �(t0) ïðè tlt è (3) jft 2 T : �(t)+1 >d(t)gj 6 K?Òåîðåìà 3.10. Çàäà÷à ÓÏÎ�ßÄÎ×ÅÍÈÅ Ñ ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÌ ÇÀÏÀ-ÇÄÛÂÀÍÈÅÌ NP -ïîëíà.Äîêàçàòåëüñòâî 5. Ïóñòü ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñ-ëî J; J 6 jV j, îáðàçóþò ïðîèçâîëüíóþ èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó ÊËÈÊÀ.Ñîîòâåòñòâóþùàÿ èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à èç çàäà÷è ÓÏÎ�ßÄÎ×ÅÍÈÅ ÑÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÌ ÇÀÏÀÇÄÛÂÀÍÈÅÌ èìååò ìíîæåñòâî çàäàíèé T =V [E; K = jEj�J(J � 1)=2; ÷àñòè÷íîå óïîðÿäî÷åíèå çàäàíèé îïðåäåëÿåòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì:tl t0 , t 2 V; t0 2 E è âåðøèíà t èíöèäåíòíà ðåáðó t0;d(t) = ( J(J + 1)=2; åñëè t 2 E;jV j+ jEj; åñëè t 2 V:



88 �ëàâà 3. Äîêàçàòåëüñòâî ðåçóëüòàòîâ îá NP - ïîëíîòåÒàêèì îáðàçîì, ¾êîìïîíåíòà¿, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êàæäîé âåðøèíå, ñîñòîèòèç åäèíñòâåííîãî çàäàíèÿ ñ äèðåêòèâíûì ñðîêîì jV j + jEj, à ¾êîìïîíåí-òà¿, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êàæäîìó ðåáðó, ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî çàäàíèÿ ñäèðåêòèâíûì ñðîêîì J(J + 1)=2. Áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêàíà ìíîæåñòâå T â èñêîìîì ðàñïèñàíèè çàäàíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ðåáðó,ñëåäóåò çà çàäàíèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè åãî êîíöàì, è ïîýòîìó çàäàíèÿ,äëÿ êîòîðûõ èìååòñÿ îïàñíîñòü çàïàçäûâàíèÿ (ò.å. çàâåðøåíèÿ óæå ïîñëåäèðåêòèâíîãî ñðîêà), îáÿçàòåëüíî ñîîòâåòñòâóþò ð¼áðàì.Èñêîìîå ðàñïèñàíèå óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå ñõåìàòè÷åñêè, êàê ïîêà-çàíî íà ðèñ. 3.10.Âåðøèíû �¼áðàêëèêè êëèêèz}|{J z }| {J(J � 1)=2 jV j � J jEj � J(J � 1)=2Çàäàíèÿ, ñî- Çàäàíèÿ, ñî- Çàäàíèÿ, ñî- Çàäàíèÿ, ñî-îòâåòñòâóþ- îòâåòñòâóþ- îòâåòñòâóþ- îòâåòñòâóþ-ùèå âåðøèíàì ùèå ð¼áðàì ùèå âåðøèíàì ùèå ð¼áðàì0 J(J+1)2 jV j+ jEjÂðåìÿ �!�èñ. 3.10. Äèàãðàììà èñêîìîãî ðàñïèñàíèÿ äëÿ èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷èÓÏÎ�ßÄÎ×ÅÍÈÅ Ñ ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÌ ÇÀÏÀÇÄÛÂÀÍÈÅÌ, ñîîòâåò-ñòâóþùåé ÊËÈÊÅ ðàçìåðà J .×àñòü ðàñïèñàíèÿ äî äèðåêòèâíîãî ñðîêà çàäàíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ð¼-áðàì, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ¾êîìïîíåíòó âûáîðà êëèêè¿. Äî ýòîãî ñðî-êà ìîæåò áûòü âûïîëíåíî íå áîëåå J(J+1)=2 çàäàíèé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷èñ-ëî çàïîçäàâøèõ çàäàíèé íå ïðåâîñõîäèëî çàäàííîé âåëè÷èíû K, ïî êðàé-íåé ìåðå J(J � 1)=2 èç ¾ðàííèõ¿ çàäàíèé äîëæíû ñîîòâåòñòâîâàòü ð¼áðàì.Îäíàêî åñëè çàäàíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ðåáðó, âûïîëíÿåòñÿ ðàíåå ñâîåãî äè-ðåêòèâíîãî ñðîêà, òî è çàäàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå åãî êîíöåâûì âåðøèíàì,òàêæå äîëæíû áûòü çàâåðøåíû ðàíüøå ýòîãî ñðîêà. Ìèíèìàëüíî âîçìîæ-íîå ÷èñëî âåðøèí, êîòîðûå ìîãóò áûòü èíöèäåíòíû J(J � 1)=2 ðàçëè÷íûìð¼áðàì, ðàâíî J (ïðè÷¼ì ýòî ìîæåò áûòü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòè ð¼-áðà îáðàçóþò ïîëíûé ãðà� íà ýòèõ J âåðøèíàõ). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñðåäè¾ðàííèõ¿ çàäàíèé äîëæíî èìåòüñÿ ïî êðàéíåé ìåðå J çàäàíèé, ñîîòâåòñòâó-þùèõ âåðøèíàì. Îäíàêî äî äèðåêòèâíîãî ñðîêà çàäàíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõð¼áðàì, ìîæåò áûòü âûïîëíåíî íå áîëååJ(J + 1)=2� J(J � 1)=2 = Jçàäàíèé, îòâå÷àþùèõ âåðøèíàì. Ñëåäîâàòåëüíî, â ëþáîì òàêîì ðàñïèñàíèèäî äèðåêòèâíîãî ñðîêà çàäàíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ð¼áðàì, äîëæíî çàêîí-÷èòüñÿ ðîâíî J çàäàíèé, îòâå÷àþùèõ âåðøèíàì è ðîâíî J(J�1)=2 çàäàíèé,ñîîòâåòñòâóþùèõ ð¼áðàì, êîòîðûå â ñîâîêóïíîñòè ñîîòâåòñòâóþò êëèêå íà



3.3. Óïðàæíåíèÿ 89J âåðøèíàõ â ãðà�å G. Îáðàòíî, åñëè ãðà� G ñîäåðæèò ïîëíûé ïîäãðà� íàJ âåðøèíàõ, òî èñêîìîå ðàñïèñàíèå ìîæíî ïîñòðîèòü ñïîñîáîì, óêàçàííûìíà ðèñ. 3.10.3.3. ÓïðàæíåíèÿÂ íàñòîÿùåì ðàçäåëå ñ�îðìóëèðîâàíû äâåíàäöàòü NP -ïîëíûõ çàäà÷, äî-êàçàòåëüñòâà NP -ïîëíîòû êîòîðûõ ïðåäîñòàâëÿþòñÿ ÷èòàòåëþ. Íè îäíà èçýòèõ çàäà÷ íå òðåáóåò ñëîæíîãî äîêàçàòåëüñòâà, ïîýòîìó ìû ñîâåòóåì ïîïû-òàòüñÿ íàéòè èõ âñå. Â ýòèõ äîêàçàòåëüñòâàõ â êà÷åñòâå ¾èçâåñòíûõ¿ NP -ïîëíûõ çàäà÷ äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü òîëüêî çàäà÷è, óïîìèíàâøèåñÿ âðàçä. 3.1. Äëÿ îáëåã÷åíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñãðóïïèðîâàíû ïî ìåòîäàì äî-êàçàòåëüñòâà, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ àâòîðàì íàèëó÷øèìè. Îäíàêî ÷è-òàòåëü ìîæåò íå îáðàùàòü âíèìàíèÿ íà ýòè óêàçàíèÿ, åñëè äðóãîé ïóòüäîêàçàòåëüñòâà ïîêàæåòñÿ åìó áîëåå ïåðñïåêòèâíûì. Æåëàþùèå âûáðàòüäîïîëíèòåëüíûå (èëè áîëåå òðóäíûå çàäà÷è) ìîãóò îáðàòèòüñÿ ê ñïèñêó èçïðèëîæåíèÿ, ïðè ýòîì, îäíàêî, ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî â ñïèñêå åñòü çà-äà÷è, äëÿ êîòîðûõ èçâåñòíûå äîêàçàòåëüñòâà NP -ïîëíîòû âåñüìà ñëîæíû.Ìåòîä ñóæåíèÿ1. Ñàìûé äëèííûé ïóòüÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K 6jV j.ÂÎÏ�ÎÑ. Èìååòñÿ ëè â G ïðîñòîé ïóòü (ò.å. ïóòü, íå ïðîõîäÿùèé äâà-æäû íè ÷åðåç îäíó âåðøèíó), ñîñòîÿùèé íå ìåíåå ÷åì èç K ð¼áåð?2. Óïàêîâêà ìíîæåñòâÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ñåìåéñòâî C êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ è ïîëîæèòåëüíîåöåëîå ÷èñëî K; K 6 jCj.ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî â C èìååòñÿ K íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ?3. �àçáèåíèå íà ãàìèëüòîíîâû ïîäãðà�ûÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K 6jV j.ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè ìíîæåñòâî âåðøèí ãðà�à G ðàçáèòü íà k 6 Kíåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ V1; V2; ::: ; VK òàê, ÷òîáû äëÿ âñåõ i(1 6i 6 k) êàæäûé ïîäãðà�, èíäóöèðîâàííûé ïîä ìíîæåñòâîì Vi, ñîäåðæàëãàìèëüòîíîâ öèêë?4. �àçáèåíèå íà ãàìèëüòîíîâû ïîäãðà�ûÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà�û G1 = (V1; E1), G2 = (V2; E2) è ïîëîæèòåëü-íîå öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå ïîäìíîæåñòâà E01 � E1 è F 02 � E2, ÷òîjE01j = jE02j > K, à ïîäãðà�û G01 = (V1; E01), G02 = (V2; E02) èçîìîð�íû?



90 �ëàâà 3. Äîêàçàòåëüñòâî ðåçóëüòàòîâ îá NP - ïîëíîòå5. Ìèíèìóì ñóììû êâàäðàòîâÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî A, ¾ðàçìåð¿ s(a) 2 Z+ äëÿêàæäîãî a 2 A è ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà K è J .ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîãóò ëè ýëåìåíòû èç A áûòü ðàçáèòû íà K íåïåðåñåêàþ-ùèõñÿ ìíîæåñòâ A1; A2; ::: ; AK òàê, ÷òî PKi=1 �Pa2Ai s(a)�2 6 J?Ìåòîä ëîêàëüíîé çàìåíû6. Ìíîæåñòâî âåðøèí, ðàçðåçàþùèõ êîíòóðûÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû îðèåíòèðîâàííûé ãðà�G = (V; A) è ïîëîæèòåëüíîåöåëîå ÷èñëî K; K 6 jV j.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ïîäìíîæåñòâî V 0 � V , ÷òî V 0 6 K èëþáîé îðèåíòèðîâàííûé öèêë â G ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåáðî èçV 0?7. Òî÷íîå ïîêðûòèå ÷åòûð¼õýëåìåíòíûìè ìíîæåñòâàìèÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî X; jX j = 4q, öåëîå ÷èñëî q èñåìåéñòâî C ÷åòûð¼õýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X .ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ïîäñåìåéñòâî C 0 � C òàêîå, ÷òî êàæäûé ýëå-ìåíò èç X ïðèíàäëåæèò â òî÷íîñòè îäíîìó ýëåìåíòó èç C 0?8. Äîìèíèðóþùåå ìíîæåñòâîÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è öåëîå ÷èñëî K; K 6 jV j.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ïîäìíîæåñòâî V 0 � V , ÷òî V 0 6 K èêàæäàÿ âåðøèíà v 2 V n V 0 ñîåäèíåíà ðåáðîì ïî êðàéíåé ìåðå ñ îäíîéâåðøèíîé èç V 0?9. Äåðåâî ØòåéíåðàÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E), ïîäìíîæåñòâî R � V è ïîëîæè-òåëüíîå öåëîå ÷èñëî K � jV j � 1.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ïîääåðåâî â G, ñîäåðæàùåå âñå âåðøèíû èç Rè èìåþùåå íå áîëåå K ð¼áåð?10. Íåýêâèâàëåíòíîñòü ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé, íå ñîäåðæà-ùèõ çâ¼çäî÷åêÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû äâà íå ñîäåðæàùèå çâ¼çäî÷åê ðåãóëÿðíûõ âûðàæå-íèÿ E1 è E2 â êîíå÷íîì àë�àâèòå �. Òàêîå âûðàæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäó-þùèì îáðàçîì: (1) ëþáîé ñèìâîë � àë�àâèòà � åñòü íå ñîäåðæàùåå çâ¼çäî-÷åê ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå, (2) åñëè e1 è e2 � äâà íå ñîäåðæàùèå çâ¼çäî÷åêðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèÿ, òî è ñëîâà e1e2 è (e1 _ e2) òàêæå íå ñîäåðæàùèåçâ¼çäî÷åê ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ.ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî E1 è E2 ïðåäñòàâëÿþò ðàçëè÷íûå ÿçûêè â àë-�àâèòå �? (ßçûê, ïðåäñòàâëÿåìûé ñèìâîëîì � 2 �, åñòü f�g, à åñëè e1 èe2 ïðåäñòàâëÿþò ñîîòâåòñòâåííî ÿçûêè L1 è L2, òî e1e2 ïðåäñòàâëÿåò ÿçûêfxy : x 2 L1; y 2 L2g, à (e1 _ e2) ïðåäñòàâëÿåò ÿçûê L1 [ L2.)



3.3. Óïðàæíåíèÿ 91Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êîìïîíåíò11. �àñùåïëåíèå ìíîæåñòâàÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ñåìåéñòâî C ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà S.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ðàçáèåíèå S íà äâå ÷àñòè S1 è S2, òàêîå, ÷òîíè îäíî ïîäìíîæåñòâî èç C íå ñîäåðæèòñÿ íè â S1 íè â S2?Óêàçàíèå. Èñïîëüçîâàòü 3-ÂÛÏ.12. �àçáèåíèå íà ïóòè äëèíû 2ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà�G = (V; E), ãäå jV j = 3q äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãîïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà q.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ðàçáèåíèå V íà q íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíî-æåñòâ V1; V2; ::: ; Vq , ïî òðè âåðøèíû â êàæäîì, òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ Vi =fvi[1℄; vi[2℄; vi[3℄g ïî êðàéíåé ìåðå äâà èç òð¼õ ð¼áåð fvi[1℄; vi[2℄g, fvi[1℄; vi[3℄g,fvi[2℄; vi[3℄g ïðèíàäëåæàò E?Óêàçàíèå. Èñïîëüçîâàòü 3-Ñ.13. Íóìåðàöèÿ ãðà�à ïî �ðóíäèÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàí îðèåíòèðîâàííûé ãðà� G = (V; A).ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ íóìåðàöèÿ L : V ! Z+ (ãäå êàæäîéâåðøèíå ìîæåò áûòü ïðèñâîåí òîëüêî îäèí íîìåð), ÷òî äëÿ âñåõ v 2 V L(v)åñòü íàèìåíüøåå íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, íå ïðèíàäëåæàùåå ìíîæå-ñòâó fL(u) : u 2 V; (v; u) 2 Ag?14. �àñêðàøèâàåìîñòü ãðà�à â 3 öâåòàÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàí îðèåíòèðîâàííûé ãðà� G = (V; E).ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè G ðàñêðàñèòü â 3 öâåòà?Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò ëè �óíêöèÿ f ; V ! f1; 2; 3g, òàêàÿ, ÷òîf(u) 6= f(v), åñëè fu; vg 2 E?Óêàçàíèå. Èñïîëüçîâàòü 3-ÂÛÏ.



�ëàâà 4.Ïðèìåíåíèå òåîðèèNP -ïîëíîòû äëÿ àíàëèçàçàäà÷Òåïåðü, êîãäà ìû îâëàäåëè îñíîâíûìè ýëåìåíòàìè òåîðèè NP -ïîëíîòû,ìîæíî ïåðåéòè ê èñïîëüçîâàíèþ ýòîé òåîðèè äëÿ àíàëèçà çàäà÷.Èç ðàññóæäåíèé, ïðèâåä¼ííûõ â ãë. 1, ñëåäóåò, ÷òî, âñòðåòèâøèñü ñ íî-âîé çàäà÷åé, åñòåñòâåííî ñíà÷àëà çàäàòü âîïðîñ: ¾Ìîæíî ëè ðàññìàòðèâà-åìóþ çàäà÷ó ðåøèòü ïîëèíîìèàëüíûì àëãîðèòìîì?¿ Åñëè îòâåò íà ýòîòâîïðîñ îêàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, òî ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè NP -ïîëíîòûíè÷åãî áîëüøåãî î çàäà÷å ñêàçàòü íåëüçÿ. Äàëüíåéøèå óñèëèÿ ìû ìîæåìñêîíöåíòðèðîâàòü íà ïîèñêå êàê ìîæíî áîëåå ý��åêòèâíûõ ïîëèíîìèàëü-íûõ àëãîðèòìîâ. Îäíàêî, åñëè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íå èçâåñòíî ïîëèíîìè-àëüíîãî àëãîðèòìà, åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âòîðîé âîïðîñ: ¾Âåðíî ëè, ÷òîðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à NP -ïîëíà?¿Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñòàâëåííûé âîïðîñ èìåë ñìûñë, ïðåäïîëîæèì, ÷òîðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ñ�îðìóëèðîâàíà êàê çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ è ÷òîîíà ïðèíàäëåæèò êëàññóNP . Çàìåòèì, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ëåãêî óñòà-íàâëèâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü èíòåðåñóþùåé íàñ çàäà÷è, âäðóãèõ æå îêàçûâàåòñÿ î÷åâèäíîé å¼ NP -ïîëíîòà. Åñëè çàäà÷à îêàçàëàñüNP -ïîëíîé, òî ýòî ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì àðãóìåíòîì â ïîëüçó òîãî, ÷òî å¼íåëüçÿ ðåøèòü çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ, îäíàêî, íàéòè îòâåò íà êàæäûé èç ïîñòàâëåííûõâîïðîñîâ äîâîëüíî òðóäíî. Îáû÷íî íå î÷åâèäíî, ÷òî çàäà÷à ðàçðåøèìà çàïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ èëè ÷òî îí NP -ïîëíà, à òðåáóåòñÿ íåêîòîðàÿ ðàáîòàäëÿ âûÿñíåíèÿ, êàêàÿ èç ýòèõ äâóõ âîçìîæíîñòåé â äåéñòâèòåëüíîñòè ðåàëè-çóåòñÿ (â òîì ñëó÷àå, åñëè ðåàëèçóåòñÿ õîòÿ áû îäíà èç íèõ; íàïîìíèì, ÷òîâ ðàçä. 2.5 ãîâîðèëîñü î òîì, ÷òî åñëè P 6= NP , òî â êëàññå NP ñóùåñòâóþòçàäà÷è êîòîðûå íåðàçðåøèìû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ è íå NP -ïîëíû).Êàê â ýòîì ñëó÷àå âûÿñíèòü ñëîæíîñòü ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è?



93P NP -ïîëíûåÊ�ÀÒ×ÀÉØÈÉ ÏÓÒÜ ìåæäó ÑÀÌÛÉ ÄËÈÍÍÛÉ ÏÓÒÜÄÂÓÌß ÂÅ�ØÈÍÀÌÈ ìåæäó ÄÂÓÌß ÂÅ�ØÈÍÀÌÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû: ãðà� ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû: ãðà�G = (V; E), äëèíû l(e) 2 Z+ äëÿ G = (V; E), äëèíû l(e) 2 Z+ äëÿâñåõ e 2 E, âûäåëåííûå âåðøèíû âñåõ e 2 E, âûäåëåííûå âåðøèíûa; b 2 V è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå a; b 2 V è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå÷èñëî B. ÷èñëî B.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè â G ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè â Gïðîñòîé ïóòü èç a â b, èìåþùèé ïðîñòîé ïóòü èç a â b, èìåþùèéäëèíó íå áîëåå B? äëèíó íå ìåíåå B?��ÁÅ�ÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ ÂÅ�ØÈÍÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû: ãðà� ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû: ãðà�G = (V; E), è ïîëîæèòåëüíîå G = (V; E), è ïîëîæèòåëüíîåöåëîå ÷èñëî K. öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ïîäìíî- ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ïîäìíî-æåñòâî E0 � E, òàêîå, ÷òî jE0j 6 K æåñòâî V 0 � V , òàêîå, ÷òîjV 0j 6 Kè äëÿ êàæäîé âåðøèíû v 2 V èìåå- è äëÿ ëþáîãî ðåáðà e 2 E èìååòñÿòñÿ òàêîå ðåáðî e 2 E0, ÷òî v 2 e? òàêàÿ âåðøèíà v 2 V 0, ÷òî v 2 e?Ò�ÀÍÇÈÒÈÂÍÀß �ÅÄÓÊÖÈß ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÉ ÝÊÂÈÂÀ-ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû: îðèåíòèðîâàí- ËÅÍÒÍÛÉ Î�ÈÅÍÒÈ�Î-íûé ãðà� G = (V; A), è ïîëîæè- ÂÀÍÍÛÉ ÏÎÄ��ÀÔòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K. ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû: îðèåíòèðîâàí-ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ïîäìíî- íûé ãðà� G = (V; A), è ïîëîæè-æåñòâî A0 � V � V , òàêîå, ÷òî òåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.jA0j 6 K è äëÿ âñåõ u; v 2 V ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ïîäìíî-ãðà� G0 = (V; A0) ñîäåðæèò ïóòü æåñòâî A0 � A, òàêîå, ÷òîèç u â v òîãäà è òîëüêî òîãäà, jA0j 6 K è äëÿ âñåõ u; v 2 Vêîãäà ãðà� G ñîäåðæèò òàêîé ïóòü? ãðà� G0 = (V; A0) ñîäåðæèò ïóòüèç u â v òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà ãðà� G ñîäåðæèò òàêîé ïóòü?�ÀÑÏÈÑÀÍÈÅ ÄËß Ï�ßÌÎ�Î �ÀÑÏÈÑÀÍÈÅ ÄËß ÎÁ�ÀÒ-ÄÅ�ÅÂÀ ÇÀÄÀÍÈÉ ÍÎ�Î ÄÅ�ÅÂÀ ÇÀÄÀÍÈÉÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû: ìíîæåñòâî T ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû: ìíîæåñòâî Tçàäàíèé ñ åäèíè÷íîé äëèòåëüíî- çàäàíèé ñ åäèíè÷íîé äëèòåëüíî-ñòüþ, äèðåêòèâíûé ñðîê d(t) 2 Z+ ñòüþ, äèðåêòèâíûé ñðîê d(t) 2 Z+äëÿ êàæäîãî t 2 T , ÷àñòè÷íûé ïî- äëÿ êàæäîãî t 2 T , ÷àñòè÷íûé ïî-ðÿäîê l íà ìíîæåñòâå T , îòíî- ðÿäîê l íà ìíîæåñòâå T , îòíî-ñèòåëüíî êîòîðîãî êàæäîå çàäàíèå ñèòåëüíî êîòîðîãî êàæäîå çàäàíèåèìååò íå áîëåå îäíîãî íåïîñðåä- èìååò íå áîëåå îäíîãî íåïîñðåä-ñòâåííî ñëåäóþùåãî çà íèì, ïîëî- ñòâåííîãî ïðåäøåñòâåííèêà, ïîëî-æèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî m. æèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî m.ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè ñîñòàâèòü ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè ñîñòàâèòüäëÿ ìíîæåñòâà T ðàñïèñàíèå íà m äëÿ ìíîæåñòâà T ðàñïèñàíèå íà mïðîöåññîðàõ, íà êàæäîì èç êîòî- ïðîöåññîðàõ, íà êàæäîì èç êîòî-ðûõ çàäàíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ñîãëàñíî ðûõ çàäàíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ñîãëàñíîçàäàííîìó ÷àñòè÷íîìó ïîðÿäêó, çàäàííîìó ÷àñòè÷íîìó ïîðÿäêó,òàê ÷òî âñå äèðåêòèâíûå ñðîêè òàê ÷òî âñå äèðåêòèâíûå ñðîêèîêàæóòñÿ âûïîëíåííûìè? îêàæóòñÿ âûïîëíåííûìè?4.1. Ïàðû áëèçêèõ çàäà÷, îäíà èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò êëàññó P ,à äðóãàÿ NP -ïîëíà.



94 �ëàâà 4. Ïðèìåíåíèå òåîðèè NP -ïîëíîòû äëÿ àíàëèçà çàäà÷Åñëè èíòóèòèâíî ìû ñêëîíÿåòñÿ â ïîëüçó îäíîé èç âîçìîæíîñòåé, òîî÷åíü ñîáëàçíèòåëüíî ñîñðåäîòî÷èòü óñèëèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè. Îäíàêîâ ïîäîáíûõ âîïðîñàõ èíòóèöèÿ îêàçûâàåòñÿ îñîáåííî îáìàí÷èâîé, èáî çà-÷àñòóþ çàäà÷è, ðàçðåøèìûå çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, î÷åíü íåçíà÷èòåëü-íî îòëè÷àþòñÿ îò NP -ïîëíûõ çàäà÷. Íàïðèìåð, ìû óæå âèäåëè, ÷òî çàäà-÷è 3-ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ (3-ÂÛÏ) è Ò��ÕÌÅ�ÍÎÅ ÑÎ×ÅÒÀÍÈÅ (3-Ñ)NP -ïîëíû, à áëèçêèå çàäà÷è 2-ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ è ÏÀ�ÎÑÎ×ÅÒÀÍÈÅðàçðåøèìû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Íà ðèñ. 4.1. óêàçàíî íåñêîëüêî äðó-ãèõ ïàð çàäà÷, îäíà èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò êëàññó P , à äðóãàÿ NP -ïîëíà.Íàøà èíòóèöèÿ, êàê ïðàâèëî, îñíîâàíà íà îïûòå ðàáîòû ñ áëèçêèìè çàäà-÷àìè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ìû ñåðü¼çíî ðèñêóåì ñáèòüñÿ ñ ïðàâèëüíîãî ïóòè,åñëè ïîçâîëèì ñåáå, äîâåðÿÿñü èíòóèöèè, ñîñðåäîòî÷èòüñÿ íà èññëåäîâàíèèòîëüêî îäíîé âîçìîæíîñòè.Òàêèì îáðàçîì, ïðè àíàëèçå çàäà÷ ëó÷øå ïîëüçîâàòüñÿ äâóñòîðîííèìïîäõîäîì. Ïûòàÿñü ñ îäíîé ñòîðîíû äîêàçàòü NP -ïîëíîòó çàäà÷è, îäíî-âðåìåííî öåëåñîîáðàçíî èñêàòü ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì å¼ ðåøåíèÿ. Êî-íå÷íî, â êàæäûé äàííûé ìîìåíò ìû âûáèðàåì íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèéèñõîäÿ èç òîãî, ÷òî ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàì ïåðñïåêòèâíåå, íî íóæíî áûòü ãî-òîâûì ñìåíèòü íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ïî ìåðå òî-ãî êàê ìû áóäåì ïåðåõîäèòü îò îäíîãî íàïðàâëåíèÿ ê äðóãîìó è îáðàòíî,îáà íàïðàâëåíèÿ, âçàèìîäåéñòâóÿ äðóã ñ äðóãîì, ñëèâàþòñÿ â åäèíîå öåëîå.Íåóäà÷è â äîêàçàòåëüñòâå NP -ïîëíîòû çàäà÷è ìîãóò ïîðîäèòü èäåþ àëãî-ðèòìà å¼ ðåøåíèÿ, à íåóäà÷è â ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà ìîãóò óêàçàòü ïóòüê äîêàçàòåëüñòâó NP -ïîëíîòû çàäà÷è. Ëþáûå ÷àñòè÷íûå ðåçóëüòàòû, ïî-ëó÷åííûå â ïðîöåññå ïîäîáíûõ èññëåäîâàíèé, îñîáåííî ðåçóëüòàòû î ¾íîð-ìàëüíîé �îðìå¿ ðåøåíèé, ìîãóò îêàçàòüñÿ â ðàâíîé ñòåïåíè ïîëåçíûìè êàêäëÿ äîêàçàòåëüñòâà NP -ïîëíîòû çàäà÷è, òàê è äëÿ ïîñòðîåíèÿ ý��åêòèâ-íîãî àëãîðèòìà å¼ ðåøåíèÿ.Ñàìî ñîáîé ðàçóìååòñÿ, ÷òî óñïåøíîå ïðèìåíåíèå íà ïðàêòèêå òàêîãîäâóñòîðîííåãî ïîäõîäà òðåáóåò îò èññëåäîâàòåëÿ ìàñòåðñòâà êàê â îòûñêà-íèè äîêàçàòåëüñòâ NP -ïîëíîòû, òàê è â ïîñòðîåíèè ïîëèíîìèàëüíûõ àëãî-ðèòìîâ. Î ìåòîäàõ äîêàçàòåëüñòâàNP -ïîëíîòû áûëî óæå äîñòàòî÷íî ìíîãîñêàçàíî â ãë. 3. Ñ ìåòîäàìè ïîñòðîåíèÿ ý��åêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ÷èòàòåëüìîæåò îçíàêîìèòüñÿ â ñòàíäàðòíûõ êíèãàõ ïî ïîñòðîåíèþ àëãîðèòìîâ, ñì.íàïðèìåð, [9, 445℄. Â íàñòîÿùåé ãëàâå ìû ñîñðåäîòî÷èì âíèìàíèå íà ñëå-äóþùåì âîïðîñå: åñëè äîêàçàíà NP -ïîëíîòà íåêîòîðîé çàäà÷è (÷òî áûâàåòî÷åíü ÷àñòî), êàê èñïîëüçîâàòü ðàññìîòðåííûé âûøå äâóñòîðîííèé ïîäõîääëÿ áîëåå ãëóáîêîãî àíàëèçà ýòîé çàäà÷è?Â ðàçä. 4.1 îáñóæäàåòñÿ âîïðîñ î òîì, êàêèì îáðàçîì ìîæíî ãëóáæåïðîçîíäèðîâàòü ñëîæíîñòü NP -ïîëíîé çàäà÷è, èçó÷àÿ å¼ ïîäçàäà÷è è ïû-òàÿñü ðàçãðàíè÷èòü ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûå è NP -ïîëíûå ïîäçàäà÷è.Â ðàçä. 4.2 ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîäçàäà÷è ñïåöèàëüíîãî âèäà, ÷àñòî çàñëóæè-âàþùèå âíèìàíèå â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà â èñõîäíîé çàäà÷å ñóùåñòâåííóþðîëü èãðàþò öåëûå ÷èñëà. Òàêîé ïîäõîä ïðèâîäèò ê ïîíÿòèÿì ¾àëãîðèòì ñïñåâäîïîëèíîìèàëüíûì âðåìåíåì ðàáîòû¿ è ¾ñèëüíàÿ NP -ïîëíîòà¿, à òàê-æå ê äîïîëíåíèþ ñïèñêà ¾îñíîâíûõ¿ NP -ïîëíûõ çàäà÷ ñåäüìîé çàäà÷åé.



4.1. Àíàëèç ïîäçàäà÷ 95Çàêàí÷èâàåò ãëàâó ðàçä. 4.3, â êîòîðîì êðàòêî îáñóæäàåòñÿ èñïîëüçîâàíèåïîäçàäà÷ ïðè èçó÷åíèè âëèÿíèÿ íà ñëîæíîñòü çàäà÷è å¼ èíäèâèäóàëüíûõïàðàìåòðîâ (à íå òîëüêî îáùåé ¾äëèíû âõîäà¿).4.1. Àíàëèç ïîäçàäà÷Ïðåäïîëîæèì, íàì òîëüêî ÷òî óäàëîñü äîêàçàòü, ÷òî èíòåðåñóþùàÿ íàñ çà-äà÷à NP -ïîëíà. Ïðè ýòîì ìû ïîëó÷àåì ïîëíûå îòâåòû íà îáà âîïðîñà, ñêîòîðûõ íà÷èíàëñÿ àíàëèç âîïðîñîâ. Îäíàêî ýòî ëèøü ïåðâûé øàã íà ïó-òè ðåøåíèÿ çàäà÷è. Çàäà÷à, êîòîðîé ìû çàíèìàåìñÿ, ÷àñòî ïîëó÷àåòñÿ êàêèäåàëèçàöèÿ ìåíåå ïðèâëåêàòåëüíîé ïðèêëàäíîé çàäà÷è, è íåêîòîðûå äå-òàëè, îïóùåííûå â ïðîöåññå èäåàëèçàöèè, ìîãóò èçìåíèòü çàäà÷ó â òàêîéñòåïåíè, ÷òî îíà ñòàíåò ðàçðåøèìîé çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Äàæå åñëèýòî íå òàê, ó çàäà÷è ìîãóò èìåòüñÿ íåêîòîðûå âàæíûå ÷àñòíûå ïîäçàäà÷è,êîòîðûå ìîãóò áûòü ðåøåíû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Âîçìîæíî òàêæå,÷òî èíäèâèäóàëüíûå çàäà÷è, ïëîõî ïîääàþùèåñÿ ðåøåíèþ, âñòðå÷àþòñÿ îò-íîñèòåëüíî ðåäêî è èìåþò ëåãêî âûÿâëÿåìûå îñîáåííîñòè, ïîçâîëÿþùèåçàáëàãîâðåìåííî îïîçíàòü òàêèå çàäà÷è. Ýòè âîçìîæíîñòè ìîãóò áûòü èçó-÷åíû ñ ïîìîùüþ àíàëèçà ïîäçàäà÷ èíòåðåñóþùåé íàñ çàäà÷è.Ñîãëàñíî ïðèíÿòîìó íàìè îïèñàíèþ ìàññîâûõ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ, êàæ-äàÿ èç íèõ ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: ìíîæåñòâà D âñåõ èíäèâèäóàëüíûõ çà-äà÷ è ìíîæåñòâà Y èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ èç D ñ îòâåòîì ¾äà¿. Ïîäçàäà-÷åé (èëè ¾÷àñòíûì ñëó÷àåì¿) çàäà÷è � = (D; Y ) íàçûâàåòñÿ òàêàÿ çàäà÷à�0 = (D0; Y 0), ÷òî D0 � D è Y 0 � Y \D0. Äðóãèìè ñëîâàìè, �0 åñòü ïîäçàäà-÷à çàäà÷è Ï, åñëè â íåé ñ�îðìóëèðîâàí òîò æå âîïðîñ, ÷òî è â Ï, íî òîëüêîíà íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå ìíîæåñòâà èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ èç Ï.Òàêèì îáðàçîì, ïîäçàäà÷è âîçíèêàþò âñÿêèé ðàç, êîãäà íà ìíîæåñòâîèíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ íàëàãàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ. Â çàäà-÷àõ èç òåîðèè ãðà�îâ, íàïðèìåð, ìîæíî îãðàíè÷èâàòüñÿ èíäèâèäóàëüíûìèçàäà÷àìè, â êîòîðûõ ãðà�û ïëàíàðíû, èëè äâóäîëüíû, èëè àöèêëè÷íû, èëèîáëàäàþò íåêîòîðûìè èç ýòèõ ñâîéñòâ îäíîâðåìåííî. Â çàäà÷àõ, ñîäåðæà-ùèõ ìíîæåñòâà, ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ èíäèâèäóàëüíûìè çàäà÷àìè, â êîòî-ðûõ ìîùíîñòü ìíîæåñòâ íå ïðåâîñõîäèò çàäàííîé âåëè÷èíû, èëè çàäà÷àìè,â êîòîðûõ âñå ýëåìåíòû ñîäåðæàòñÿ íå áîëåå ÷åì â îãðàíè÷åííîì ÷èñëå ìíî-æåñòâ. Ìîæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ëþáûå âåëè÷èíû, ñîïîñòàâëÿåìûå ýëå-ìåíòàì ìíîæåñòâà, ïðèíàäëåæàëè íåêîòîðîìó îãðàíè÷åííîìó ìíîæåñòâóäîïóñòèìûõ çíà÷åíèé. Èç âñåõ ýòèõ âîçìîæíûõ çàäà÷ äëÿ äåòàëüíîãî àíà-ëèçà îáû÷íî âûáèðàþòñÿ òå, êîòîðûå èìåþò èçâåñòíûå ïðèëîæåíèÿ èëè âêàêîì-òî ñìûñëå ÿâëÿþòñÿ ¾åñòåñòâåííûìè¿ ïîäçàäà÷àìè, âîçíèêíîâåíèåêîòîðûõ ìîæíî îæèäàòü â ïðèëîæåíèÿõ.Ñîâåðøåííî ÿñíî, ÷òî, åñëè äàæå çàäà÷à Ï ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé, å¼ ïîä-çàäà÷è ìîãóò áûòü êàê NP -ïîëíûìè, òàê è ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûìè.Êîíå÷íî, åñëè çàäà÷à Ï ïðèíàäëåæèò êëàññó P , òî ëþáàÿ å¼ ïîäçàäà÷à,èíäèâèäóàëüíûå çàäà÷è êîòîðîé ðàñïîçíàâàåìû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðå-ìÿ (à ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïîäçàäà÷è, îáëàäàþùèå ïîñëåäíèì



96 �ëàâà 4. Ïðèìåíåíèå òåîðèè NP -ïîëíîòû äëÿ àíàëèçà çàäà÷ñâîéñòâîì), òàêæå äîëæíà ëåæàòü â P . Ìû óæå îòìå÷àëè îòëè÷àþùèå-ñÿ â ýòîì îòíîøåíèè äâå ïîäçàäà÷è ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ � à èìåííî çàäà-÷è 3-ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ è 2-ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òîP 6= NP , ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîäçàäà÷è ëþáîé NP -ïîëíîé çàäà÷è ëåæàòïî ðàçíûå ñòîðîíû âîîáðàæàåìîé ¾ãðàíèöû¿, ðàçäåëÿþùåé ïîëèíîìèàëü-íî ðàçðåøèìûå è òðóäíîðåøàåìûå çàäà÷è. Ïðè àíàëèçå çàäà÷ íàøà öåëüñîñòîèò â âûÿñíåíèè, êàêèå ïîäçàäà÷è ïî êàêóþ ñòîðîíó ýòîé ãðàíèöû ëå-æàò.Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ïî-âèäèìîìó, ëó÷øå áóäåò â êàæäûé îòäåëüíûé ìî-ìåíò âðåìåíè ïðåäñòàâëÿòü ñåáå ¾ïîãðàíè÷íóþ çîíó¿ ìåæäó ïîäçàäà÷àìè,ðàçðåøèìîñòü êîòîðûõ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ óæå èçâåñòíà, è ïîäçà-äà÷àìè, äëÿ êîòîðûõ óñòàíîâëåíà NP -ïîëíîòà. Ïîäîáíàÿ ïîãðàíè÷íàÿ çîíàñîñòîèò èç ïîäçàäà÷, NP -ïîëíîòà êîòîðûõ îñòà¼òñÿ ïîä âîïðîñîì. Íà ðèñ.4.2 ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæåíî âîçìîæíîå ¾ñîñòîÿíèå çíàíèé¿ î íàáîðå ïîä-çàäà÷ çàäà÷è Ï.

�èñ. 4..1: Îäíà èç âîçìîæíûõ ñèòóàöèé ñîñòîÿíèÿ çíàíèé î ïîäçàäà÷àõNP -ïîëíîé çàäà÷è �. Çàäà÷è èçîáðàæåíû êðóæêàìè. Ò¼ìíûå êðóæêè ñî-îòâåòñòâóþò NP -ïîëíûì çàäà÷àì, ñâåòëûå � çàäà÷àì êëàññà P , à êðóæ-êè ñ òî÷êîé - ¾îòêðûòûì¿ çàäà÷àì. Ñòðåëêà îò çàäà÷è �1 ê çàäà÷å �2óêàçûâàåò íà òî, ÷òî �1 åñòü ïîäçàäà÷à �2.Åñëè íàì óäà¼òñÿ îïðåäåëèòü, ÷òî íåêîòîðàÿ îòêðûòàÿ çàäà÷à ëåæèòâ P èëè NP -ïîëíà, òî òåì ñàìûì ñóæàåòñÿ ïîãðàíè÷íàÿ çîíà è óâåëè÷è-âàåòñÿ èçó÷åííàÿ ÷àñòü êëàññà NP . Êîíå÷íî, åñëè çàäà÷à íåðàçðåøèìà çàïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, íàì íèêîãäà íå óäàñòñÿ ïîëíîñòüþ èñ÷åðïàòü ïîãðà-íè÷íóþ çîíó, êðîìå, âîçìîæíî, ñëó÷àÿ, êîãäà ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ òîëüêîîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ïîäçàäà÷. Äàæå êîãäà ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ �èêñèðî-âàííûì, êîíå÷íûì íàáîðîì ïîäçàäà÷, íåêîòîðûå èç íèõ ìîãóò îêàçàòüñÿ



4.1. Àíàëèç ïîäçàäà÷ 97ïðèíàäëåæàùèìè ê ãðóïïå ïðîìåæóòî÷íûõ çàäà÷, êîòîðûå íè NP -ïîëíû,íè ïðèíàäëåæàò êëàññó P (êàê ìû óæå îòìå÷àëè, åñëè P 6= NP , òî òàêèåçàäà÷è äîëæíû ñóùåñòâîâàòü). Òåì íå ìåíåå, êîãäà ìû âûÿñíÿåì ìåñòî îä-íîé èç çàäà÷, îñòàâøåéñÿ îòêðûòîé, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìû ïðèáëèæàåìñÿê âîîáðàæàåìîé ¾ïîãðàíè÷íîé ëèíèè¿.×òîáû êîíêðåòèçèðîâàòü ñêàçàííîå âûøå, ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñîñòàâ-ëåíèÿ ðàñïèñàíèÿ âûïîëíåíèÿ çàäàíèé, èìåþùèõ ðàâíóþ äëèòåëüíîñòü èïîä÷èí¼ííûõ îòíîøåíèþ ïðåäøåñòâîâàíèÿ (ýòà çàäà÷à ñàìà ïî ñåáå ïðåä-ñòàâëÿåò ÷àñòíûé ñëó÷àé íåêîòîðûõ áîëåå îáùèõ çàäà÷ òåîðèè ðàñïèñàíèé).�ÀÑÏÈÑÀÍÈÅ Ñ ÎÒÍÎØÅÍÈÅÌ Ï�ÅÄØÅÑÒÂÎÂÀÍÈßÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíî ìíîæåñòâî T ¾çàäàíèé¿ (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñåîíè èìåþò äëèòåëüíîñòü 1) è ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê l íà ìíîæåñòâå T , ÷èñëî¾ïðîöåññîðîâ¿ m è îáùèé äèðåêòèâíûé ñðîê D 2 Z+.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ¾ðàñïèñàíèå¿ � : T ! f0; 1; ::: ; Dg, ÷òîäëÿ êàæäîãî i 2 f0; 1; ::: ; Dgjft 2 T : �(t) = igj 6 m è åñëè t l t0, òî�(t) < �(t0)?Â êà÷åñòâå ãèïîòåòè÷åñêîãî ¾ïðèëîæåíèÿ¿ ýòîé çàäà÷è ðàññìîòðèì ñëå-äóþùóþ ñèòóàöèþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âû àññèñòåíò �àêóëüòåòà ïðèêëàä-íîé ìàòåìàòèêè �îñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà è òîëüêî ÷òî ïîëó÷èëè çà-äàíèå ïîìî÷ü ïîñòóïèâøèì ïåðâîêóðñíèêàì ñîñòàâèòü ïëàí ñâîèõ çàíÿòèéíà âñ¼ âðåìÿ îáó÷åíèÿ. Ñòóäåíòû ïðåäñòàâëÿþò âàì ñïèñîê âñåõ êóðñîâ,êîòîðûå îíè íàìåðåâàþòñÿ ïðîñëóøàòü, è ÷èñëî m � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëîêóðñîâ, êîòîðûå îíè ìîãóò ñëóøàòü îäíîâðåìåííî, D � ÷èñëî ñåìåñòðîâîáó÷åíèÿ. Óíèâåðñèòåò äîñòàòî÷íî áîëüøîé, òàê ÷òî êàæäûé êóðñ ëåêöèé÷èòàåòñÿ êàæäûé ñåìåñòð è íèêàêèå äâà êóðñà íå ïåðåñåêàþòñÿ ïî âðåìå-íè. Îäíàêî íåêîòîðûå êóðñû ÿâëÿþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè äëÿ äðóãèõ èïîýòîìó äîëæíû áûòü ïðîñëóøàíû ðàíüøå ïîñëåäíèõ (tl t0 îçíà÷àåò, ÷òî tÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì äëÿ t0). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âû ðåøèëè íàïèñàòüïðîãðàììó äëÿ ÝÂÌ, êîòîðàÿ, ïîëüçóÿñü ýòîé èí�îðìàöèåé, ñîñòàâëÿëà áûäëÿ êàæäîãî ñòóäåíòà ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñïèñàíèå.Çàäà÷à �ÀÑÏÈÑÀÍÈÅÑÎÒÍÎØÅÍÈÅÌÏ�ÅÄØÅÑÒÂÎÂÀÍÈßNP -ïîëíà [518℄, ïîýòîìó ìàëî âåðîÿòíî, ÷òî âàì óäàñòñÿ ïîñòðîèòü ïîëèíîìè-àëüíûé àëãîðèòì ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèÿ â îáùåì ñëó÷àå. Òåì íå ìåíåå,âîçìîæíî, íàéäóòñÿ íåêîòîðûå åñòåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ, ïðèåìëåìûå äëÿáîëüøèíñòâà ñòóäåíòîâ è îáëåã÷àþùèå ðåøåíèå çàäà÷è. Ïîñêîëüêó ðàáîòî-ñïîñîáíîñòü ñòóäåíòîâ îãðàíè÷åíà, òî âïîëíå âåðîÿòíî, ÷òî m ìîæíî îãðà-íè÷èòü ñâåðõó íåêîòîðûì ÷èñëîì, íàïðèìåð 6. Âñïîìîãàòåëüíûå êóðñû ëåê-öèé òàêæå ìîãóò óäîâëåòâîðÿòü äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèÿì. Ìíîãèå èçâàøèõ ñòóäåíòîâ ìîãëè âûáðàòü ñòîëü ðàçíîîáðàçíóþ ïðîãðàììó îáó÷å-íèÿ, ÷òî íè îäèí èç âûáðàííûõ èìè êóðñîâ ëåêöèé íå ïîòðåáóåò âñïîìîãà-òåëüíûõ êóðñîâ (â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå ïîðÿäêà îòñóòñòâóåò). Â íåêîòîðûõñëó÷àÿõ ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî äàííîãî êóðñà ëåêöèé òðåáó-åòñÿ òîëüêî îäèí ¾ÿâíûé¿ âñïîìîãàòåëüíûé êóðñ, à âñå îñòàëüíûå êóðñû,âñïîìîãàòåëüíûå äëÿ äàííîãî, ÿâëÿþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè òàêæå è äëÿ



98 �ëàâà 4. Ïðèìåíåíèå òåîðèè NP -ïîëíîòû äëÿ àíàëèçà çàäà÷¾ÿâíîãî¿ âñïîìîãàòåëüíîãî. Â ýòîì ñëó÷àå ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ïðåäñòàâ-ëÿåò ñîáîé äðåâîâèäíóþ ñòðóêòóðó. Âîçìîæíû è äðóãèå îãðàíè÷åíèÿ, íîîñòàíîâèìñÿ òîëüêî íà ïåðå÷èñëåííûõ. Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò ñåìåé-ñòâî ïîäçàäà÷, ïðåäñòàâëåííîå íà ðèñ. 4.3. Íà ýòîì æå ðèñóíêå ïðèâåäåíûèçâåñòíûå ñâåäåíèÿ î ñëîæíîñòè ýòèõ ïîäçàäà÷.
�èñ. 4..2: Ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå çíàíèé î ñåìåéñòâå ïîäçàäà÷ çàäà÷è�ÀÑÏÈÑÀÍÈÅ Ñ ÎÒÍÎØÅÍÈÅÌ Ï�ÅÄØÅÑÒÂÎÂÀÍÈß (â îáîçíà÷å-íèÿõ ðèñ. 4.2).Çàìåòèì, ÷òî âñå âîçìîæíîñòè, óêàçàííûå íà ðèñ. 4.2, âêëþ÷àÿ ïîãðà-íè÷íóþ çîíó, âñòðå÷àþòñÿ íà ðèñ. 4.3. Â ñëó÷àå êîãäà èìååòñÿ ïîäîáíàÿ îä-íîðîäíàÿ èåðàðõèÿ ïîäçàäà÷, î÷åíü ÷àñòî òó æå ñàìóþ èí�îðìàöèþ ìîæíîçàäàòü áîëåå êðàòêî, óêàçàâ ¾ìèíèìàëüíóþ¿NP -ïîëíóþ è ¾ìàêñèìàëüíóþ¿ðàçðåøèìóþ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïîäçàäà÷ó. Åñëè çàäàíî ñåìåéñòâîC ïîäçàäà÷ íåêîòîðîé NP -ïîëíîé çàäà÷è, òî çàäà÷à � 2 C ÿâëÿåòñÿ (âíàñòîÿùåå âðåìÿ) ìèíèìàëüíîé NP -ïîëíîé ïîäçàäà÷åé, åñëè èçâåñòíà NP -ïîëíîòà çàäà÷è Ï è ó íå¼ íåò ïîäçàäà÷è �0, êîòîðàÿ áûëà áû NP -ïîëíàè ïðèíàäëåæàëà ñåìåéñòâó C. Çàäà÷à � 2 C ÿâëÿåòñÿ (â íàñòîÿùåå âðå-ìÿ) ìàêñèìàëüíîé ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé ïîäçàäà÷åé, åñëè èçâåñòíàå¼ ïðèíàäëåæíîñòü êëàññó P è â ñåìåéñòâå C íåò çàäà÷è �0, êîòîðàÿ áû-ëà áû ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ è ñîäåðæàëà áû Ï â êà÷åñòâåïîäçàäà÷è. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü ìèíèìàëüíóþ è ìàê-ñèìàëüíóþ îòêðûòûå ïîäçàäà÷è ñåìåéñòâà C.Äëÿ êëàññà ïîäçàäà÷ çàäà÷è �ÀÑÏÈÑÀÍÈÅ Ñ ÎÒÍÎØÅÍÈÅÌÏ�ÅÄ-ØÅÑÒÂÎÂÀÍÈß, ïðåäñòàâëåííîãî íà ðèñ. 4.3., äâå ïîäçàäà÷è, îïðåäåëÿ-åìûå îãðàíè÷åíèÿìè ¾l � ïðîèçâîëüíî, m 6 2¿ è ¾l � äåðåâî, m � ïðî-èçâîëüíî¿ ÿâëÿþòñÿ (â íàñòîÿùåå âðåìÿ) ìèíèìàëüíîé NP -ïîëíîé ïîäçà-äà÷åé. Ìèíèìàëüíàÿ îòêðûòàÿ ïîäçàäà÷à îïðåäåëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèÿìè ¾l� ïðîèçâîëüíî, m 6 3¿, à ìàêñèìàëüíîé îòêðûòîé ïîäçàäà÷è íå ñóùåñòâó-åò, ïîñêîëüêó âñå çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè âèäà ¾l � ïðîèçâîëüíî, m 6 J¿îòêðûòû ïðè âñåõ öåëûõ J > 3.Âïîëíå åñòåñòâåííûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ïîãðàíè÷íîé îáëàñòè çà-äà÷è ñ ïîìîùüþ îáùåé ñõåìû äâóñòîðîííåãî ïîäõîäà, îïèñàííîé âûøå. Ìûïî î÷åðåäè ðàññìàòðèâàåì ïîäçàäà÷è, ïðåäñòàâëÿþùèåñÿ íàèáîëåå âåðîÿò-íûìè êàíäèäàòàìè íà ïðèíàäëåæíîñòü êëàññó P , è ïîäçàäà÷è, êàæóùèåñÿ



4.1. Àíàëèç ïîäçàäà÷ 99NP -ïîëíûìè. Èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå îòïðàâíûõ òî÷åê ïîäçàäà÷è, î÷åâèäíûìîáðàçîì ðàçðåøèìûå çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, è ïîäçàäà÷è, NP -ïîëíîòàêîòîðûõ ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç NP -ïîëíîòû îáùåé çàäà÷è, ìû ïîñòå-ïåííî óâåëè÷èâàåì ìíîæåñòâî èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ ïåðâîé ïîäçàäà÷è èóìåíüøàåì ìíîæåñòâî èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ âòîðîé. Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ,êîãäà èçó÷àåòñÿ îäíà îòäåëüíàÿ çàäà÷à ñ ïåðåõîäàìè îò ïîñòðîåíèÿ àëãî-ðèòìà ê äîêàçàòåëüñòâó NP -ïîëíîòû, ïðè àíàëèçå ïîäçàäà÷ ó íàñ ïîÿâëÿåò-ñÿ âîçìîæíîñòü èçìåíÿòü òàêæå è ñàìè çàäà÷è, îò áîëåå îãðàíè÷èòåëüíûõê ìåíåå îãðàíè÷èòåëüíûì.Òåõíèêà, èñïîëüçóåìàÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâàNP -ïîëíîòû ïîäçàäà÷, ïî ñó-ùåñòâó, àíàëîãè÷íà îïèñàííîé â ãë. 3 òåõíèêå äîêàçàòåëüñòâà NP -ïîëíîòûèçîëèðîâàííûõ çàäà÷. Îäíàêî èìååòñÿ îäíî âåñüìà âàæíîå ðàçëè÷èå. Êî-ãäà ìû ïûòàåìñÿ äîêàçàòü NP -ïîëíîòó ïîäçàäà÷è, íàì óæå èçâåñòíî äî-êàçàòåëüñòâî NP -ïîëíîòû íåêîòîðîé îáîáù¼ííîé âåðñèè ýòîé ïîäçàäà÷è.Ýòî äà¼ò íàì õîðîøåãî êàíäèäàòà íà ¾èçâåñòíóþ¿ NP -ïîëíóþ çàäà÷ó (÷åììîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ â èñêîìîì äîêàçàòåëüñòâå), à òàêæå äîêàçàòåëüñòâîNP -ïîëíîòû, êîòîðîå ìîæíî áûëî áû ìîäè�èöèðîâàòü, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñî-îòâåòñòâóþùåå äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïîäçàäà÷è. Õîòÿ ýòî èíå âñåãäà îáëåã÷èò äîñòèæåíèå íàøåé öåëè, íî, ïî êðàéíåé ìåðå â îòëè÷èåîò äîêàçàòåëüñòâà NP -ïîëíîòû èçîëèðîâàííîé çàäà÷è, íàì áóäåò îò ÷åãîîòòîëêíóòüñÿ.Ïðåèìóùåñòâà òàêîãî ïîäõîäà ìîæíî óäà÷íî ïðîèëëþñòðèðîâàòü íà íåêî-òîðûõ õîðîøî èçâåñòíûõ çàäà÷àõ èç òåîðèè ãðà�îâ. Ïîñêîëüêó ñðåäè NP -ïîëíûõ çàäà÷ î÷åíü ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è èç òåîðèè ãðà�îâ, à îãðà-íè÷åíèÿ, êîòîðûå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äëÿ òàêèõ çàäà÷, ÷àñòî îêà-çûâàþòñÿ ñóùåñòâåííûìè, òî â äåéñòâèòåëüíîñòè ðàçëè÷íûå ïðè¼ìû, èñ-ïîëüçóåìûå íàìè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòîâ îá NP -ïîëíîòå ïðè ýòèõîãðàíè÷åíèÿõ, çàñëóæèâàþò ðàññìîòðåíèÿ ñàìè ïî ñåáå.Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îáñóæäàòü ìíîãî ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷ èç òåî-ðèè ãðà�îâ, à â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèìåðà âîçüì¼ì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó (óæåâñòðå÷àâøóþñÿ â ãë. 3) î ¾ðàñêðàñêå ãðà�à¿:�ÀÑÊ�ÀØÈÂÀÅÌÎÑÒÜ ��ÀÔÀ Â 3 ÖÂÅÒÀÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàí ãðà� G = (V; E).ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî G ðàñêðàøèâàåì â 3 öâåòà? Äðóãèìè ñëîâàìè:¾Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ �óíêöèÿ f : V ! f1; 2; 3g, ÷òî f(u) 6= f(v), åñëèfu; vg 2 E¿?Ýòà çàäà÷à ñâÿçàíà ñî çíàìåíèòîé ïðîáëåìîé ÷åòûð¼õ êðàñîê (íåäàâíîðåø¼ííîé Àïïåëåì è Õàêåíîì [19, 20℄ è âîçíèêàþùåé â ñâÿçè ñ çàäà÷àìèòåîðèè ðàñïèñàíèé è ðàçáèåíèé). Çàäà÷à ñàìà ïî ñåáå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è �ÀÑÊ�ÀØÈÂÀÅÌÎÑÒÜ ��ÀÔÀ Â K ÖÂÅÒÎÂ, âêîòîðîé f ïðèíèìàåò çíà÷åíèå â ìíîæåñòâå f1; ::: ; Kg, àK âõîäèò â óñëîâèåçàäà÷è. NP -ïîëíîòà çàäà÷è �ÀÑÊ�ÀØÈÂÀÅÌÎÑÒÜ ��ÀÔÀ Â 3 ÖÂÅÒÀáûëà äîêàçàíà Ñòîêìåéåðîì [496℄ (äîêàçàòåëüñòâî îïóáëèêîâàíî òàêæå âðàáîòå [157℄).



100 �ëàâà 4. Ïðèìåíåíèå òåîðèè NP -ïîëíîòû äëÿ àíàëèçà çàäà÷Ïåðâîå èç ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè îãðàíè÷åíèé ñîñòîèò â îãðàíè÷åíèèìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè âåðøèí (ñòåïåíüþ âåðøèíû íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ñî-äåðæàùèõ å¼ ð¼áåð). Áîëüøèíñòâî çàäà÷ èç òåîðèè ãðà�îâ ìîæåò áûòü ðå-øåíî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè ìàêñèìóì ñòåïåíåé âåðøèí ãðà�à äî-ñòàòî÷íî ìàë. Íàïðèìåð, åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû âñå âåðøèíû ãðà�à èìå-ëè ñòåïåíü íå áîëåå 2, òî çàäà÷è �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÖÈÊË, ÂÅ�ØÈÍÍÎÅÏÎÊ�ÛÒÈÅ è �ÀÑÊ�ÀØÈÂÀÅÌÎÑÒÜ ��ÀÔÀ Â 3 ÖÂÅÒÀ (à òàêæåïî÷òè ëþáàÿ çàäà÷à èç òåîðèè ãðà�îâ, êîòîðóþ ìîæíî ñåáå âîîáðàçèòü)òðèâèàëüíî ðåøàþòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåòâîïðîñ: ¾êàêîâî ñàìîå ñèëüíîå îãðàíè÷åíèå íà ñòåïåíè âåðøèí, ïðè êîòîðîìçàäà÷à âñ¼ åù¼ îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé¿?Çàäà÷à ÊËÈÊÀ � îäíà èç çàäà÷ äëÿ êîòîðîé íèêàêîå îãðàíè÷åíèå íàñòåïåíè âåðøèí íå ñîõðàíÿåò ñâîéñòâà NP -ïîëíîòû. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì,÷òî åñëè ñòåïåíè âåðøèí îãðàíè÷åíû ÷èñëîì D, òî ãðà� íå ìîæåò ñîäåð-æàòü êëèêó íà áîëåå ÷åìD+1 âåðøèíàõ. Ñëåäîâàòåëüíî, íàèáîëüøàÿ êëèêàìîæåò áûòü íàéäåíà ïåðåáîðîì âñåõ ïîäìíîæåñòâ âåðøèí, ñîñòîÿùèõ íå áî-ëåå ÷åì èç D + 1 ýëåìåíòîâ, à ïîñêîëüêó D �èêñèðîâàíî, òî ÷èñëî òàêèõïîäìíîæåñòâ îãðàíè÷åíî ïîëèíîìîì. Çàìåòèì, ÷òî õîòÿ (â ïðåäïîëîæåíèèP 6= NP ) ýòî ñîîáðàæåíèå ïðåäóïðåæäàåò íàøè ïîïûòêè äîêàçûâàòü NP -ïîëíîòó îãðàíè÷åííîé âåðñèè çàäà÷è ÊËÈÊÀ, àëãîðèòì, êîòîðûé ìîæíîïîñòðîèòü íà åãî îñíîâå ïðè áîëüøèõ D, íå ïðåäñòàâëÿåò ïðàêòè÷åñêîãîèíòåðåñà.Äëÿ ìíîãèõ äðóãèõ çàäà÷ èç òåîðèè ãðà�îâ èìåþòñÿ NP -ïîëíûå ïîäçà-äà÷è ñ îãðàíè÷åííîé ñòåïåíüþ âåðøèí. Íà ðèñ. 4.4 ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûåðåçóëüòàòû ýòîãî òèïà. Îòìåòèì, ÷òî âñå ãðàíèöû ÿâëÿþòñÿ íàèëó÷øèìèâîçìîæíûìè (â ïðåäïîëîæåíèè P 6= NP ), ïîñêîëüêó èõ óìåíüøåíèå âñåãîëèøü íà 1 ïðèâîäèò ê ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé ïîäçàäà÷å. Â äåéñòâè-òåëüíîñòè çàäà÷è ñòàíîâÿòñÿ òðèâèàëüíûìè. (Äëÿ çàäà÷è �ÀÑÊ�ÀØÈÂÀ-ÅÌÎÑÒÜ ��ÀÔÀ Â 3 ÖÂÅÒÀ òåîðåìà Áðóêñà [56℄ óòâåðæäàåò, ÷òî ñâÿçíûéãðà� ñ ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíüþ âåðøèí, ðàâíîé 3, ðàñêðàøèâàåì â 3 öâå-òà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ãðà�îì íà ÷åòûð¼õâåðøèíàõ). (Ïîñëåäíåå óñëîâèå ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ).Â P ïðè D 6 NP -ïîëíàÿïðè D >ÂÅ�ØÈÍÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ 2 2�ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÖÈÊË 2 3�ÀÑÊ�ÀØÈÂÀÅÌÎÑÒÜ 3 4��ÀÔÀ Â 3 ÖÂÅÒÀÌÍÎÆÅÑÒÂÎ ÂÅ�ØÈÍ, 2 3�ÀÇ�ÅÇÀÞÙÈÕ ÊÎÍÒÓ�Û�èñ. 4.4. Êëàññè�èêàöèÿ (îòíîñèòåëüíî ðàçðåøèìîñòè çà ïîëèíîìè-àëüíîå âðåìÿ è NP -ïîëíîòû) ïîäçàäà÷, ïîëó÷àåìûõ ðàññìîòðåíèåì èíäè-âèäóàëüíûõ çàäà÷, ó êîòîðûõ ñòåïåíü âåðøèí íå ïðåâîñõîäèò D.Êàæäûé èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ îá NP -ïîëíîòå ïîäçàäà÷ íà ãðà�àõ ñ îãðà-íè÷åííîé ñòåïåíüþ âåðøèí ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç îáùåé çàäà÷è ñ ïîìî-



4.1. Àíàëèç ïîäçàäà÷ 101ùüþ ìåòîäà ëîêàëüíîé çàìåíû. Îñíîâíóþ èäåþ, êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â¾çàìåíå âåðøèí¿, ìû ïðîèëëþñòðèðóåì íà ïðèìåðå çàäà÷è �ÀÑÊ�ÀØÈ-ÂÀÅÌÎÑÒÜ ��ÀÔÀ Â 3 ÖÂÅÒÀ.Òåîðåìà 4.1. Çàäà÷à �ÀÑÊ�ÀØÈÂÀÅÌÎÑÒÜ ��ÀÔÀ Â 3 ÖÂÅÒÀ äëÿãðà�îâ, âñå âåðøèíû êîòîðûõ èìåþò ñòåïåíü íå áîëåå 4, îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé.Äîêàçàòåëüñòâî 1. Ïðèíàäëåæíîñòü îãðàíè÷åííîé çàäà÷è êëàññó NP ñëå-äóåò íåìåäëåííî èç àíàëîãè÷íîãî ðåçóëüòàòà äëÿ îáùåé çàäà÷è. Ïîýòîìóïðåäïîëîæèì, ÷òî G = (V; E) � ïðîèçâîëüíàÿ èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à îá-ùåé çàäà÷è. Íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùèé ãðà� G0 = (V 0; E0),íå èìåþùèé âåðøèí ñòåïåíè áîëåå 4 è ðàñêðàøèâàåìûé â 3 öâåòà òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà ãðà� G ðàñêðàøèâàåì â 3 öâåòà.Ïðè¼ì ¾çàìåíà âåðøèí¿ îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ïðåäñòàâëåííîãî íàðèñ. 4.5(à) ãðà�à H3 íà âîñüìè âåðøèíàõ. Ýòîò ãðà� èìååò òðè ¾ðàçú¼ìà¿,
�èñ. 4..3: �ðà� H3 è ãðà� H5 (îáðàçîâàííûé òðåìÿ ýêçåìïëÿðàìè ãðà�àH3), èñïîëüçóåìûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà NP -ïîëíîòû çàäà÷è �ÀÑÊ�ÀØÈ-ÂÀÅÌÎÑÒÜ ��ÀÔÀ Â 3 ÖÂÅÒÀ ñ îãðàíè÷åííûìè ñòåïåíÿìè âåðøèí.ïîìå÷åííûå íà ýòîì ðèñóíêå ÷èñëàìè 1, 2 è 3. Ïðè k > 4 âåðøèíà, èíöè-äåíòíàÿ k ð¼áðàì, çàìåíÿåòñÿ ãðà�îì Hk, èìåþùèì k ðàçú¼ìîâ, êîòîðûéïîëó÷àåòñÿ èç ãðà�à Hk�1 ïîäñîåäèíåíèåì ýêçåìïëÿðà ãðà�à H3 (ïðè÷¼ì ê(k � 1)-ìó ðàçú¼ìó ãðà�à Hk�1 ïîäñîåäèíÿåòñÿ ïåðâûé ðàçú¼ì ãðà�à H3).�àçú¼ìû ãðà�à Hk�1 � âåðøèíû ñòåïåíè äâà. Âñå ðàçú¼ìû ãðà�à Hk�1 ñî-õðàíÿþò ñâîè ìåòêè, à ðàçú¼ìû ñ íîìåðàìè 2 è 3 ïîäñîåäèíÿåìîãî ãðà�àH3 ïîëó÷àþò ìåòêè k � 1 è k ñîîòâåòñòâåííî. Íà ðèñ. 4.5(á) ïðåäñòàâëåíãðà� H5.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ âñåõ k > 3 èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:(1) �ðà� Hk èìååò 7(k�2)+1 âåðøèí, âêëþ÷àÿ k ïîìå÷åííûõ ðàçú¼ìîâ.(2) Â ãðà�å Hk íåò âåðøèí ñòåïåíè áîëåå 4.(3) Ñòåïåíü êàæäîãî ðàçú¼ìà ðàâíà 2.(4) �ðà� Hk ðàñêðàøèâàåì â 3 öâåòà, íî íå ðàñêðàøèâàåì â 2 öâåòà, àëþáàÿ åãî ðàñêðàñêà â 3 öâåòà ñîïîñòàâëÿåò âñåì ðàçú¼ìàì îäèí è òîò æåöâåò.



102 �ëàâà 4. Ïðèìåíåíèå òåîðèè NP -ïîëíîòû äëÿ àíàëèçà çàäà÷Ïåðåíóìåðóåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì r âåðøèí v1; v2; ::: ; vr çàäàííîãîãðà�à G, ñòåïåíè êîòîðûõ ïðåâîñõîäÿò 4. Òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðà-�îâ G = G0; G1; G2; ::: ; Gr = G0ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. �ðà� Gi; 1 6 i 6 r, ñòðîèòñÿ ïî ãðà�ó Gi�1.Ïóñòü d � ñòåïåíü âåðøèíû vi â ãðà�å Gi�1, à fu1; vig; fu2; vig; ::: ; fud; vig� ð¼áðà, ñîäåðæàùèå ýòó âåðøèíó. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðà�à Gi èç ãðà�à Gi�1óäàëÿåì âåðøèíó vi, çàìåíÿÿ å¼ ýêçåìïëÿðîì ãðà�à Hd, è ïðè ýòîì êàæäîåðåáðî fuj ; vig çàìåíÿåòñÿ ðåáðîì, ñîåäèíÿþùèì uj ñ j-ì ðàçú¼ìîì ãðà�àHd.Èç ïîñòðîåíèÿ è ïåðå÷èñëåííûõ âûøå �àêòîâ âûòåêàåò, ÷òî ïðè 0 6 k 6r ãðà� Gk èìååò r � k âåðøèí ñòåïåíè áîëåå 4 è ãðà� Gk ðàñêðàøèâàåì âòðè öâåòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðà� G ðàñêðàøèâàåì â òðè öâåòà.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ãðà� G0 = Gr îáëàäàåò íåîáõîäèìûì ñâîéñòâîì.Äëÿ äðóãèõ çàäà÷ èñïîëüçóþòñÿ èíûå çàìåíû âåðøèí è ïîä÷àñ òðåáóåò-ñÿ áîëüøàÿ èçîáðåòàòåëüíîñòü, ÷òîáû îòûñêàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ çàìåíó,ñîõðàíÿþùóþ âñå íóæíûå ñâîéñòâà. Îäíàêî ïîñêîëüêó íà ïðàêòèêå òàêèåîãðàíè÷åíèÿ âñòðå÷àþòñÿ äîñòàòî÷íî ÷àñòî (íàïðèìåð, îãðàíè÷åíèå íà ÷èñ-ëî âõîäîâ è âåòâëåíèé âûõîäîâ â ëîãè÷åñêèõ ñõåìàì), òî èìååò ñìûñë èçó-÷èòü èõ âëèÿíèå íà ñëîæíîñòü ëþáîé îáùåé çàäà÷è òåîðèè ãðà�îâ.Äðóãîå îáùåå îãðàíè÷åíèå äëÿ çàäà÷ èç òåîðèè ãðà�îâ ñâÿçàíî ñ ïëà-íàðíîñòüþ ãðà�îâ. �ðà� íàçûâàåòñÿ ïëàíàðíûì, åñëè åãî ìîæíî âëîæèòü âïëîñêîñòü ïîñðåäñòâîì îòîæäåñòâëåíèÿ êàæäîé âåðøèíû ñ òî÷êîé ïëîñêî-ñòè, à ðåáðà � ñ ëèíèåé, ñîåäèíÿþùåé åãî êîíå÷íûå òî÷êè (ïðè÷¼ì íèêàêèåäâå ëèíèè íå äîëæíû èìåòü îáùèõ òî÷åê, êðîìå, áûòü ìîæåò, êîíöîâ). Íà-ïðèìåð ïðè ñîñòàâëåíèè êàðò è ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ïå÷àòíûõ ñõåì âîçíè-êàþò ïëàíàðíûå ãðà�û, ïîýòîìó âïîëíå åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü âëèÿíèåïëàíàðíîñòè íà ñëîæíîñòü çàäà÷è. ÊËÈÊÀ ñíîâà äà¼ò íàì ïðèìåð çàäà÷è,êîòîðàÿ ïðè íàëîæåíèè òàêîãî îãðàíè÷åíèÿ óïðîùàåòñÿ, èáî ïëàíàðíûéãðà� íå ìîæåò ñîäåðæàòü ïîëíîãî ïîäãðà�à áîëåå ÷åì íà ÷åòûð¼õ âåðøè-íàõ. Áîëåå èíòåðåñåí ïðèìåð ñëåäóþùåé çàäà÷è:ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÛÉ �ÀÇ�ÅÇÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E), âåñ !(e) 2 Z+ äëÿ êàæäîãî ðåáðàe 2 E, à òàêæå öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè ðàçáèòü ìíîæåñòâî V íà òàêèå äâà íåïåðåñåêà-þùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà V1 è V2, ÷òîáû ñóììà âåñîâ ð¼áåð èç E, èìåþùèõêîíöû â ðàçíûõ ïîäìíîæåñòâàõ, áûëà íå ìåíüøå K?Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ãðà�îâ ýòà çàäà÷àNP -ïîëíà, äàæå åñëè ïîòðåáîâàòü,÷òîáû âåñà âñåõ ð¼áåð áûëè ðàâíû [157℄. Îäíàêî â ðàáîòàõ [406, 195℄ ïîêàçà-íî, êàê òåîðèÿ ïàðîñî÷åòàíèé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ðåøåíèÿ ýòîéçàäà÷è íà ïëàíàðíûõ ãðà�àõ áåç êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷åíèé íà âåñà ð¼áåð.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíîãèå çàäà÷è íà ãðà�àõ (íàïðèìåð, âñå çàäà÷è, îá-ñóæäàâøèåñÿ â ãë. 3) îñòàþòñÿ NP -ïîëíûìè äàæå äëÿ ïëàíàðíûõ ãðà�îâ.



4.1. Àíàëèç ïîäçàäà÷ 103Ê äîêàçàòåëüñòâó ðåçóëüòàòîâ ïîäîáíîãî òèïà èìååòñÿ äâà ïîäõîäà. Ïåð-âûé èç íèõ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè çàäà÷ó, äëÿ êîòîðîé NP -ïîëíîòà íàïëàíàðíûõ ãðà�àõ óæå èçâåñòíà, è èñïîëüçîâàòü ñâîäèìîñòü, ñîõðàíÿþùóþïëàíàðíîñòü. Âòîðîé, áîëåå îáùèé ïðè¼ì ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè ê èñõîäíîéçàäà÷å ìåòîäà ëîêàëüíîé çàìåíû, äëÿ ÷åãî êîíñòðóèðóåòñÿ ¾ïåðåïëåòåíèå¿,êîòîðîå ìîæíî áûëî áû èñïîëüçîâàòü âìåñòî ëþáîãî ïåðåïëåòåíèÿ ð¼áåð,âîçíèêàþùåãî ïðè âëîæåíèè ãðà�à (íå îáÿçàòåëüíî ïëàíàðíîãî). Äëÿ èë-ëþñòðàöèè ýòîãî ïðè¼ìà îïÿòü âåðí¼ìñÿ ê çàäà÷å �ÀÑÊ�ÀØÈÂÀÅÌÎÑÒÜ��ÀÔÀ Â 3 ÖÂÅÒÀ.Òåîðåìà 4.2. Çàäà÷à �ÀÑÊ�ÀØÈÂÀÅÌÎÑÒÜ ÏËÀÍÀ�ÍÎ�Î ��À-ÔÀ Â 3 ÖÂÅÒÀ NP -ïîëíà.Äîêàçàòåëüñòâî 2. Ïðèíàäëåæíîñòü ýòîé çàäà÷è êëàññó NP î÷åâèäíà (ïëà-íàðíîñòü ãðà�à ìîæíî ðàñïîçíàòü çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, ïðèìåíèâ,íàïðèìåð, ëèíåéíûé ïî âðåìåíè àëãîðèòì Õîïêðî�òà è Òàðüÿíà [213℄). Ïî-ýòîìó ïðåäïîëîæèì, ÷òî G = (V; E) � ïðîèçâîëüíàÿ èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à�ÀÑÊ�ÀØÈÂÀÅÌÎÑÒÜ ��ÀÔÀ Â 3 ÖÂÅÒÀ. Òðåáóåòñÿ óêàçàòü ñïîñîáïîñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïëàíàðíîãî ãðà�à G0 = (V 0; E0), òàêîãî, ÷òîG0 ðàñêðàøèâàåì â 3 öâåòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G ðàñêðàøèâàåì â3 öâåòà.¾Ïåðåïëåòåíèå¿, èñïîëüçóåìîå â äîêàçàòåëüñòâå,� ýòî ãðà�, ïðåäñòàâ-ëåííûé íà ðèñ. 4.6. Ó íåãî ðàçú¼ìû x; x0; y è y0 ïîìå÷åíû. Ýòî ïåðåïëåòåíèåáûëî ïðåäëîæåíî Ì.Äæ.Ôèøåðîì, îíî ïðîùå ïåðåïëåòåíèÿ, èñïîëüçîâàâ-øåãîñÿ â èñõîäíîì äîêàçàòåëüñòâå Ñòîêìåéåðà [496℄. �ðà� H èìååò 13

�èñ. 4..4:ÏåðåïëåòåíèåH, èñïîëüçóåìîå â äîê-âå NP -ïîëíîòû çàäà÷è �ÀÑ-Ê�ÀØÈÂÀÅÌÎÑÒÜ ��ÀÔÀ Â 3 ÖÂÅÒÀ äëÿ ïëàíàðíûõ ãðà�îâ.



104 �ëàâà 4. Ïðèìåíåíèå òåîðèè NP -ïîëíîòû äëÿ àíàëèçà çàäà÷âåðøèí, 24 ðåáðà è îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè (ïðîâåðêó êîòîðûõìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ):1. Ëþáàÿ ðàñêðàñêà ãðà�àH â òðè öâåòà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì f(x) =f(x0) è f(y) = f(y0).2. Ñóùåñòâóþò òàêèå ðàñêðàñêè f1 è f2 ãðà�à H â òðè öâåòà, ÷òî âû-ïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâàf1(x) = f1(x0) = f1(y) = f1(y0).f2(x) = f2(x0) 6= f2(y) = f2(y0). �ðà� G0 ñòðîèòñÿ ïî G ñëåäóþùèìîáðàçîì:(à) Âêëàäûâàåì ãðà� G â ïëîñêîñòü, ïîçâîëÿÿ ð¼áðàì ïåðåñåêàòüñÿ, íîíå äîïóñêàÿ ïðîõîæäåíèÿ ðåáðà ÷åðåç âåðøèíó, îòëè÷íóþ îò êîíöîâ, è íåðàçðåøàÿ ïåðåñå÷åíèÿ áîëåå ÷åì äâóõ ð¼áåð â îäíîé òî÷êå (çà èñêëþ÷åíèåìâåðøèí). Ýòî ìîæåò áûòü ëåãêî ñäåëàíî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.(á) Äëÿ êàæäîãî ðåáðà fu; vg 2 E íàçîâ¼ì åãî ïðåäñòàâëåíèå íà ïëîñêî-ñòè ¾{u, v}-ëèíèåé¿. Äëÿ êàæäîé ëèíèè, ¾ïåðåñåêàåìîé¿ äðóãèìè ëèíèÿìè,äîáàâèì íîâûå âåðøèíû ïî îäíîé ìåæäó êàæäûì êîíöîì è áëèæàéøåé êíåìó òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ è ïî îäíîé ìåæäó êàæäîé ïàðîé ñîñåäíèõ òî÷åêïåðåñå÷åíèÿ � ñì. ðèñ. 4.7 (à) è (á).

�èñ. 4..5:Ïîñòðîåíèå ïî çàäàííîìó ãðà�ó G ïëàíàðíîãî ãðà�à G0, èñïîëüçó-þùåå ïåðåïëåòåíèåH, ïðåäñòàâëåííîå íà ðèñ. 4.6 è ñîõðàíÿþùåå ñâîéñòâîðàñêðàøèâàåìîñòè â 3 öâåòà.(â) Çàìåíÿåì êàæäóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèé â ãðà�å ýêçåìïëÿðîìãðà�à H , îòîæäåñòâëÿÿ ðàçú¼ìû x è x0 ñ áëèæàéøèìè äâóìÿ òî÷êàìè, íà



4.1. Àíàëèç ïîäçàäà÷ 105îäíîé èç ïåðåñåêàþùèõñÿ ëèíèé, à ðàçú¼ìû y è y0 ñ áëèæàéøèìè äâóìÿòî÷êàìè íà äðóãîé � ñì. ðèñ. 4.7 (â).(ã) Äëÿ êàæäîãî ðåáðà fu; vg 2 E âûáåðåì îäíó èç åãî âûäåëåííûõ êî-íå÷íûõ òî÷åê è ñîëü¼ì å¼ ñ áëèæàéøåé íîâîé òî÷êîé íà fu; vg-ëèíèè � ñì.ðèñ. 4.7 (ã). Åñëè íà fu; vg-ëèíèè íåò íîâûõ òî÷åê, òî ñëèÿíèé íå ïðîèñõîäèòè âñå èñõîäíûå âåðøèíû (ìíîæåñòâà V ) ñîõðàíÿþòñÿ íåèçìåííûìè. �åáðîìåæäó äðóãîé êîíöåâîé òî÷êîé fu; vg-ëèíèè è áëèæàéøåé ê íåé íîâîé òî÷-êîé íà fu; vg-ëèíèè áóäåò íàçûâàòüñÿ îïåðàíòíûì ðåáðîì fu; vg-ëèíèè.Íà ýòîì îïèñàíèå ãðà�à G çàêàí÷èâàåòñÿ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ãðà�G0 ïëàíàðíûé è ìîæåò áûòü ïîñòðîåí çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Îñòà¼òñÿïîêàçàòü, ÷òî G0 ðàñêðàøèâàåì â òðè öâåòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Gðàñêðàøèâàåì â òðè öâåòà.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f : V 0 ! f1; 2; 3g � ïðîèçâîëüíîå ðàñêðàøèâàíèåãðà�à G0 â òðè öâåòà. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî îãðàíè÷åíèå f íà V åñòü ðàñ-êðàøèâàíèå â 3 öâåòà ãðà�à G. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà äîëæíîñóùåñòâîâàòü ðåáðî fu; vg 2 E, òàêîå, ÷òî f(u) = f(v). �àññìîòðèì fu; vg-ëèíèþ â ãðà�å G0 è (áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè) ïðåäïîëîæèì, ÷òî u �âûäåëåííûé êîíåö ýòîãî ðåáðà, âûáðàííûé íà øàãå (ã) ïîñòðîåíèÿ. Â ñèëóñâîéñòâà 1 ãðà�à H âñå íîâûå òî÷êè fu; vg-ëèíèè äîëæíû áûòü îêðàøåíûâ òîò æå ¾öâåò¿, ÷òî è âåðøèíà u. Ñëåäîâàòåëüíî, îáà êîíöà îïåðàíòíîãîðåáðà ýòîé ëèíèè äîëæíû áûòü îêðàøåíû â îäèíàêîâûé öâåò, à ýòî ïðî-òèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ, ÷òî f ÿâëÿëîñü ðàñêðàøèâàíèåì ãðà�à G0 â 3öâåòà.Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî f : V ! f1; 2; 3g � ïðîèçâîëüíîå ðàñêðàøè-âàíèå ãðà�à G0 â òðè öâåòà. Ýòî ðàñêðàøèâàíèå ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíîäî ðàñêðàøèâàíèÿ â òðè öâåòà ãðà�à G0 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êàæäîãîðåáðà fu; vg 2 E îêðàñèì êàæäóþ íîâóþ òî÷êó fu; vg-ëèíèè â öâåò f(u),ãäå u � âûäåëåííàÿ âåðøèíà ýòîé ëèíèè. Ýòî îáåñïå÷èâàåò òî, ÷òî îáà êîí-öà êàæäîãî îïåðàíòíîãî ðåáðà îêàçûâàþòñÿ îêðàøåííûìè â ðàçíûå öâåòà(ïîñêîëüêó f(u) 6= f(v)). Â ñèëó ñâîéñòâà 3 ãðà�à H , ýòà ÷àñòè÷íàÿ ðàñ-êðàñêà ãðà�à G0 ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà äî ðàñêðàøèâàíèÿ ãðà�à G0 â3 öâåòà ñ ïîìîùüþ âûáîðà ñîîòâåòñòâóþùåé îêðàñêè âåðøèí êàæäîãî èçïåðåïëåòåíèé. Îòñþäà âûòåêàåò òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.Ñïèñêè çàäà÷ èç ïðèëîæåíèÿ îçíàêîìÿò ÷èòàòåëÿ ñ áîëüøèì ÷èñëîìäðóãèõ ðåçóëüòàòîâ îá NP -ïîëíîòå îãðàíè÷åííûõ âåðñèé çàäà÷ èç òåîðèèãðà�îâ. Â ýòèõ ñïèñêàõ ìû ïûòàëèñü äàòü êàê ìîæíî áîëüøå èí�îðìàöèèî ñëîæíîñòè ðàçëè÷íûõ ïîäçàäà÷ êàæäîé çàäà÷è. Ñïèñêàìè ìîæíî âîñïîëü-çîâàòüñÿ â êà÷åñòâå îäíîãî èç èñòî÷íèêîâ âîçìîæíûõ îãðàíè÷åíèé, êîòîðûåäëÿ äàííîé çàäà÷è ìîæíî ïîäâåðãíóòü àíàëèçó. Äðóãèå îãðàíè÷åíèÿ âîç-íèêíóò èç êîíòåêñòà, â êîòîðîì �îðìóëèðóþòñÿ çàäà÷è. Èíäèâèäóàëüíûåçàäà÷è, âîçíèêàþùèå â êîíêðåòíûõ ïðèëîæåíèÿõ, ÷àñòî áóäóò óäîâëåòâî-ðÿòü ñïåöèàëüíûì îãðàíè÷åíèÿì. Ýòè îãðàíè÷åíèÿ ìîãóò îêàçàòü âëèÿíèåíà ñëîæíîñòü çàäà÷è, õîòÿ îíè íà ïåðâûé âçãëÿä ìîãóò ïîêàçàòüñÿ íåñóùå-ñòâåííûìè. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû îáñóäèì îãðàíè÷åíèÿ ñïåöèàëüíîãî



106 �ëàâà 4. Ïðèìåíåíèå òåîðèè NP -ïîëíîòû äëÿ àíàëèçà çàäà÷âèäà, ÷àñòî ïðåäñòàâëÿþùèå èíòåðåñ â çàäà÷àõ ñ ÷èñëîâûìè ïàðàìåòðàìè.4.2. Çàäà÷è ñ ÷èñëîâûìè ïàðàìåòðàìè è ñèëü-íàÿ NP -ïîëíîòàÍåîáõîäèìîñòü àíàëèçà ïîäçàäà÷ NP -ïîëíîé çàäà÷è îñîáåííî ÿðêî ïðîÿâ-ëÿåòñÿ â çàäà÷àõ ñ ÷èñëîâûìè ïàðàìåòðàìè. Ïðè÷èíû ýòîãî ÿâëåíèÿ ìîæíîïðîèëëþñòðèðîâàòü íà íèæåñëåäóþùåì ïðèìåðå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ¾äè-íàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ¿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è �ÀÇÁÈÅÍÈÅ.ji 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 131 T T F F F F F F F F F F F F2 T T F F F F F F F T T F F F3 T T F F F T T F F T T F F F4 T T F T T T T F T T T F T T5 T T F T T T T F T T T T T T�èñ. 4.8. Òàáëèöà çíà÷åíèé t(i; j) äëÿ èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è �ÀÇÁÈÅ-ÍÈÅ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì A = fa1; a2; a3; a4; a5g è âåñàìès(a1) = 1; s(a2) = 9; s(a3) = 5; s(a4) = 3 è s(a5) = 8. �àññìàòðèâàåìîé èí-äèâèäóàëüíîé çàäà÷å ñîîòâåòñòâóåò îòâåò ¾äà¿, ïîñêîëüêó t(5; 13) = T âñèëó òîãî, ÷òî s(a1) + s(a2) + s(a4) = 13 = 26=2.Ïóñòü ìíîæåñòâîA = fa1; a2; ::: ; ang è ðàçìåðû åãî ýëåìåíòîâ s(a1); s(a2);::: ; s(an) 2 Z+ îïðåäåëÿþò ïðîèçâîëüíóþ èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó �ÀÇÁÈ-ÅÍÈÅ. Ïîëîæèì B = Pa2A s(a). Åñëè B íå÷¼òíî, òî, î÷åâèäíî, íå ñóùå-ñòâóåò òàêîãî ïîäìíîæåñòâà A0 � A, ÷òîXa2A s(a) � XAnA0 s(a);è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìàòðèâàåìîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷å ñîîòâåòñòâóåòîòâåò ¾íåò¿. Åñëè æå B ÷¼òíî, òî ïóñòü t(i; j) (ãäå 1 6 i 6 n; 0 6 j 6 B=2)îáîçíà÷àåò çíà÷åíèå èñòèííîñòè óòâåðæäåíèÿ: ¾ñóùåñòâóåò òàêîå ïîäìíî-æåñòâî ìíîæåñòâà fa1; a2; ::: ; aig, ÷òî ñóììà ðàçìåðîâ åãî ýëåìåíòîâ ðàâíàâ òî÷íîñòè j¿. Çíà÷åíèÿ t(i; j) ìîæíî ðàñïîëîæèòü â âèäå òàáëèöû, êàê ýòîñäåëàíî íà ðèñ. 4.8.¾Èçþìèíêà¿ ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â î÷åíü ïðîñòîé ïðîöå-äóðå, êîòîðîé ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ çàïîëíåíèÿ òàáëèöû. Ïðîöåäóðàïîçâîëÿåò çàïîëíèòü òàáëèöó ïîñëåäîâàòåëüíî, ñòðî÷êà çà ñòðî÷êîé ñâåð-õó âíèç. Ñîâåðøåííî ÿñíî, ÷òî â ïåðâîé ñòðîêå t(i; j) = T òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà ëèáî j = 0, ëèáî j = s(a1). Êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ ñòðîêà çàïîë-íÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì çíà÷åíèé, ðàñïîëîæåííûõ â ïðåäûäóùåé ñòðîêå.Äëÿ 1 < j 6 n, 0 6 j 6 B=2, ðàâåíñòâî t(i; j) = T èìååò ìåñòî òîëüêî â äâóõñëó÷àÿõ: ëèáî åñëè t(i; j�1) = T , ëèáî åñëè s(ai) 6 j è t(i�1; j�s(ai)) = T .



4.2. Çàäà÷è ñ ÷èñëîâûìè ïàðàìåòðàìè è ñèëüíàÿ NP -ïîëíîòà 107Ïîñëå òîãî êàê âñÿ òàáëèöà áóäåò çàïîëíåíà, ðàññìàòðèâàåìàÿ èíäèâèäóàëü-íàÿ çàäà÷à �ÀÇÁÈÅÍÈÅ áóäåò ðåøåíà, ïîñêîëüêó åé ñîîòâåòñòâóåò îòâåò¾äà¿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà t(n; B=2) = T .Ó ÷èòàòåëÿ íå äîëæíî âîçíèêíóòü òðóäíîñòåé ïðè íàïèñàíèè èòåðàòèâ-íîãî àëãîðèòìà çàïîëíåíèÿ òàáëèöû ñîãëàñíî îïèñàííîìó âûøå ñïîñîáó;âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà îãðàíè÷åíî ïîëèíîìîì íèçêîé ñòåïåíè îò ÷èñëàêëåòîê òàáëèöû (ò.å. ïîëèíîìîì îò nB). Íà ïåðâûé âçãëÿä ìîæåò äàæå ïî-êàçàòüñÿ, ÷òî ýòî äà¼ò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è �ÀÇÁÈ-ÅÍÈÅ, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî P = NP è â ðåçóëüòàòå ÷åãî íàñòîÿùàÿ êíèãà âî-îáùå ñòàíîâèòñÿ íåíóæíîé. Îäíàêî ýòî, êîíå÷íî, íå òàê. Îáúÿñíåíèå ìîæíîíàéòè, âñïîìíèâ î òðåáîâàíèè ¾ñæàòîñòè¿ ðàçóìíûõ ñõåì êîäèðîâàíèÿ çà-äà÷, ïðè êîòîðûõ êàæäîå öåëîå ÷èñëî s(ai) äîëæíî áûòü ïðåäñòàâëåíî íàâõîäå ñëîâîì äëèíû ïîðÿäêà O(log s(ai)). Ñëåäîâàòåëüíî, äëèíà çàïèñè âñåéèíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è �ÀÇÁÈÅÍÈÅ áóäåò âåëè÷èíîé ïîðÿäêà O(n logB),à nB íå îãðàíè÷åíî íèêàêèì ïîëèíîìîì îò ýòîé âåëè÷èíû. Ñëåäîâàòåëüíî,îïèñàííûé âûøå àëãîðèòì íå ïîçâîëÿåò ðåøèòü çàäà÷ó �ÀÇÁÈÅÍÈÅ çàïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.Òåì íå ìåíåå íàëè÷èå òàêîãî àëãîðèòìà ïîêàçûâàåò, ÷òî NP -ïîëíîòàçàäà÷è �ÀÇÁÈÅÍÈÅ (à òàêæå å¼ ïðåäïîëàãàåìàÿ òðóäíîðåøàåìîñòü) âçíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè çàâèñèò îò òîãî îáñòîÿòåëüñòâà, ÷òî íà âõîäå ìîãóòïðèñóòñòâîâàòü ÷ðåçâû÷àéíî áîëüøèå ÷èñëà. Åñëè áû íà âåëè÷èíó òàêèõ÷èñåë çàðàíåå áûëî íàëîæåíî êàêîå-ëèáî îãðàíè÷åíèå, íàïðèìåð â âèäå ïî-ëèíîìà îò Length[I ℄, òî ïðèâåä¼ííûé âûøå àëãîðèòì äëÿ òàêèì îáðàçîìîãðàíè÷åííîé çàäà÷è áûë áû ïîëèíîìèàëüíûì. (Â äàëüíåéøåì äëÿ âûäå-ëåíèÿ àëãîðèòìîâ, îáëàäàþùèõ ýòèì ñâîéñòâîì, ìû ââåä¼ì òåðìèí ¾àëãî-ðèòì ñ âñåâäîïîëèíîìèàëüíûì âðåìåíåì ðàáîòû¿). Åñòåñòâåííî îæèäàòü,÷òî ïîäîáíîå îãðàíè÷åíèå âûïîëíåíî âî ìíîãèõ çàäà÷àõ, âñòðå÷àþùèõñÿ íàïðàêòèêå.Íàïðèìåð, â çàäà÷àõ òåîðèè ðàñïèñàíèé (ãäå ÷èñëà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîéäëèòåëüíîñòè çàäàíèé) ïîÿâëåíèå ñëèøêîì áîëüøèõ ÷èñåë ìàëî âåðîÿòíî,ïîñêîëüêó ìû ñîáèðàåìñÿ âûïîëíÿòü çàäàíèÿ ðåàëüíî, è åñëè êàêîå-òî èçíèõ òðåáóåò ÷ðåçâû÷àéíî áîëüøîãî âðåìåíè, òî ìû ïðîñòî áóäåì íå â ñî-ñòîÿíèè åãî çàêîí÷èòü. Â äðóãèõ çàäà÷àõ, ãäå ÷èñëà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîéýìïèðè÷åñêè èçìåðåííûå âåëè÷èíû, äîñòóïíàÿ òî÷íîñòü èçìåðåíèÿ îãðà-íè÷èâàåò ïðåäåëû èçìåíåíèÿ ÷èñåë, ê êîòîðûì íàø àëãîðèòì äîëæåí áûòüïðèìåíèì.Áîëåå òîãî, àëãîðèòì ñ ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûì âðåìåíåì ðàáîòû ìîæåòáûòü ïîëåçåí äàæå â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íåëüçÿ íàäåÿòüñÿ íà åñòåñòâåííîåîãðàíè÷åíèå âåëè÷èíû âõîäíûõ ÷èñåë. Òàêèå àëãîðèòìû áóäóò ðàáîòàòü¾ýêñïîíåíöèàëüíî äîëãî¿ òîëüêî äëÿ òåõ èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷, â êîòî-ðûõ èìåþòñÿ ¾ýêñïîíåíöèàëüíî áîëüøèå¿ ÷èñëà. Îäíàêî ìîæåò îêàçàòüñÿ,÷òî â èíòåðåñóþùèõ íàñ ïðèëîæåíèÿõ ïîäîáíûå èíäèâèäóàëüíûå çàäà÷èâñòðå÷àþòñÿ ðåäêî. Åñëè ýòî òàê, òî àëãîðèòì ýòîãî òèïà ìîæåò ñëóæèòüíàøèì öåëÿì ïî÷òè ñòîëü æå õîðîøî, êàê è ïîëèíîìèàëüíûé ïî âðåìåíèàëãîðèòì.Òàêèì îáðàçîì, îòûñêàíèå ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà äëÿ ðå-



108 �ëàâà 4. Ïðèìåíåíèå òåîðèè NP -ïîëíîòû äëÿ àíàëèçà çàäà÷øåíèÿ NP -ïîëíîé çàäà÷è ñ ÷èñëîâûìè ïàðàìåòðàìè � âîïðîñ äîñòîéíûéèññëåäîâàíèÿ. Â äàëüíåéøåì ìû óâèäèì, ÷òî íå âñå ÷èñëîâûå çàäà÷è âýòîì îòíîøåíèè ïîäîáíû çàäà÷å �ÀÇÁÈÅÍÈÅ. Ñ ïîìîùüþ òåîðèè NP -ïîëíîòû ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè P 6= NP , òî äëÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõèç íèõ íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü äàæå ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà. Âðàçä. 4.2.1 ââîäèòñÿ íîâàÿ òåðìèíîëîãèÿ, à òàêæå çàêëàäûâàåòñÿ �óíäà-ìåíò äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîäîáíûõ ðåçóëüòàòîâ î ¾ñèëüíîé¿ NP -ïîëíîòå. Âðàçä. 4.2.2 èëëþñòðèðóåòñÿ òåõíèêà äîêàçàòåëüñòâ è ïðèâîäèòñÿ ñåäüìàÿ èç÷èñëà ¾îñíîâíûõ¿ NP -ïîëíàÿ çàäà÷à.4.2.1. Íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå îïðåäåëåíèÿÂ ñëåäóþùèõ íèæå îïðåäåëåíèÿõ ó÷àñòâóþò ïîäçàäà÷è, ïîëó÷àåìûå ïðèíàëîæåíèè îãðàíè÷åíèé íà âåëè÷èíû ÷èñåë, âõîäÿùèõ â èíäèâèäóàëüíóþçàäà÷ó. Ýòè îãðàíè÷åíèÿ áóäóò �îðìóëèðîâàòüñÿ ñ ïîìîùüþ äâóõ íå çà-âèñÿùèõ îò êîäèðîâàíèÿ �óíêöèé Length : D� ! Z+ è Max : D� ! Z+,êîòîðûå áóäóò ñâÿçûâàòüñÿ ñ êàæäîé çàäà÷åé ðàñïîçíàâàíèÿ �. Õîòÿ òåî-ðåòè÷åñêè ýòè äâå �óíêöèè ìîãóò áûòü ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíûìè (òàê æåêàê ñõåìû êîäèðîâàíèÿ), çíà÷èìîñòü îïðåäåëÿåìûõ ñ èõ ïîìîùüþ ïîíÿòèéáóäåò çàâèñåòü îò òîãî, â êàêîé ìåðå ýòè �óíêöèè àäåêâàòíî îòðàæàþò ñëå-äóþùèé âêëàäûâàåìûé â íèõ ñìûñë. Êàê ãîâîðèëîñü â ðàçä. 2.1, íàçíà÷åíèå�óíêöèè Length ñîñòîèò â ñîïîñòàâëåíèè ëþáîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷å Iíåêîòîðîãî öåëîãî ÷èñëà Length[I ℄, ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëó ñèìâîëîâ, èñ-ïîëüçóåìûõ äëÿ îïèñàíèÿ I ïðè íåêîòîðîé ðàçóìíîé ñõåìå êîäèðîâàíèÿçàäà÷è Ï. Íàçíà÷åíèå �óíêöèè Max (íå îáñóæäàâøåéñÿ ðàíåå) ñîñòîèò âñîïîñòàâëåíèè ëþáîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷å I öåëîãî ÷èñëà Max[I ℄, ñîîò-âåòñòâóþùåãî âåëè÷èíå ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà â I .Òèïû ðåçóëüòàòîâ, êîòîðûå ìû áóäåì äîêàçûâàòü â äàëüíåéøåì, áóäóòíîñèòü äîñòàòî÷íî îáùèé õàðàêòåð è áóäóò ñïðàâåäëèâû äëÿ äîñòàòî÷íîøèðîêîãî êëàññà ¾ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíûõ¿ �óíêöèé Length èMax.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâå �óíêöèè äëèíû çàïèñè Length è Length0 äëÿ çà-äà÷è Ï ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëèíîìû pè p0, ÷òî äëÿ âñåõ èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ I 2 G� âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿLength(I) 6 p0(Length0[I ℄);Length0(I) 6 p (Length[I ℄):Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïàðà �óíêöèé (Length;Max) ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâà-ëåíòíà ïàðå �óíêöèé (Length0; Max0), åñëè, âî-ïåðâûõ, �óíêöèè Length èLenth0 ýêâèâàëåíòíû â ñìûñëå äàííîãî âûøå îïðåäåëåíèÿ è, âî-âòîðûõ, ñó-ùåñòâóþò òàêèå ïîëèíîìû îò äâóõ ïåðåìåííûõ q è q0, ÷òî äëÿ âñåõ I 2 D�âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿMax[I ℄ 6 q0(Max[I ℄; Length0[I ℄);Max0[I ℄ 6 q (Max[I ℄; Length[I ℄):



4.2. Çàäà÷è ñ ÷èñëîâûìè ïàðàìåòðàìè è ñèëüíàÿ NP -ïîëíîòà 109Âñå �îðìóëèðóåìûå íèæå ðåçóëüòàòû áóäóò ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáûõ�óíêöèé Length èMax, ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíûõ òåì �óíêöèÿì, êî-òîðûìè ìû ïîëüçóåìñÿ.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó �ÀÇÁÈÅÍÈÅ, â êîòîðîé èíäè-âèäóàëüíàÿ çàäà÷à I îïðåäåëÿåòñÿ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì A è ðàçìåðàìès(a) 2 Z+ êàæäîãî ýëåìåíòà a 2 A. Ëþáàÿ èç ïðèâîäèìûõ íèæå �óíêöèéïîäîøëà áà â êà÷åñòâå �óíêöèè Length äëÿ çàäà÷è �ÀÇÁÈÅÍÈÅ:Length[I ℄ = jAj+Xa2Adlog 2s(a)e;Length[I ℄ = jAj+maxfdlog 2s(a)e : a 2 Ag;Length[I ℄ = jAj � &log 2 Xa2A s(a)' :ïàð �óíêöèé Length è Max, ïîëó÷àåìûõ êîìáèíàöèåé �óíêöèé ïîäîøëàáû â êà÷åñòâå �óíêöèè Max äëÿ çàäà÷è �ÀÇÁÈÅÍÈÅ:Max[I ℄ = maxfs(a) : a 2 Ag;Max[I ℄ = Xa2A s(a);Max[I ℄ = & Xa2A s(a)!, jAj' :Ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ ïðîâåðêó òîãî, ÷òî ëþáàÿ èç äåâÿòè ïàð �óíêöèéLength è Max, ïîëó÷àåìûõ êîìáèíàöèåé �óíêöèé èç ïðèâåä¼ííûõ äâóõñïèñêîâ, ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíà ëþáîé äðóãîé òàêîé æå ïàðå �óíê-öèé.Íåîïðåäåë¼ííîñòü, äîïóñêàåìàÿ íàìè ïðè âûáîðå �óíêöèé Length èMax, ïîçâîëèò èçáåæàòü ÿâíîãî èõ óêàçàíèÿ äëÿ çàäà÷è Ï, ïîñêîëüêó èõñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ ìîæíî âîññòàíîâèòü ïî îïèñàíèþ óñëîâèÿ çàäà-÷è. Ïîäõîäÿùàÿ �óíêöèÿ Length îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèåì ¾ðàçóìíàÿ ñõå-ìà êîäèðîâàíèÿ¿ çàäà÷è, à îíî óòî÷íÿåòñÿ ïðè îïèñàíèè óñëîâèÿ çàäà÷èïîñðåäñòâîì ñòàíäàðòíûõ ñîãëàøåíèé, ïðèíÿòûõ â ðàçä. 2.1. Ïîäõîäÿùàÿ�óíêöèÿMax âîçíèêàåò ïðè óêàçàíèè òîãî, ÷òî íåêîòîðûå îáúåêòû çàäà÷èïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÷èñëà (â îòëè÷èå îò ìíîæåñòâ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé,ãðà�îâ, ýëåìåíòîâ ñ èìåíàìè è ò.ä.). Îáû÷íî ýòî áóäóò öåëûå ÷èñëà, à áî-ëåå ñëîæíîå ¾÷èñëî¿, âõîäÿùåå â îïèñàíèå èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è, áóäåòðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îáðàçîâàíèå, ïîëó÷åííîå èç îäíîãî èëè íåñêîëüêèõîòäåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë, àíàëîãè÷íî ðàññìîòðåííîìó âûøå ñëó÷àþ ðàöèî-íàëüíûõ ÷èñåë. Ïðèìåì ñëåäóþùåå ñîãëàøåíèå: â êà÷åñòâå Max[I ℄ áóäåòâûáèðàòüñÿ ëèáî âåëè÷èíà íàèáîëüøåãî ÷èñëà, âõîäÿùåãî â I , ëèáî 0, åñëèâ I âîîáùå íå âõîäÿò öåëûå ÷èñëà.



110 �ëàâà 4. Ïðèìåíåíèå òåîðèè NP -ïîëíîòû äëÿ àíàëèçà çàäà÷Îò �óíêöèè Length è Max áóäåò òðåáîâàòüñÿ âûïîëíåíèå åù¼ îäíî-ãî, ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ. Îíî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè ëþáîé �èêñèðî-âàííîé ðàçóìíîé ñõåìå êîäèðîâàíèÿ çàäà÷è Ï äîëæíû ñóùåñòâîâàòü äâåÄÌÒ-ïðîãðàììû ñ ïîëèíîìèàëüíûì âðåìåíåì ðàáîòû, êîòîðûå, ïðèíèìàÿíà âõîäå êîä êàæäîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è I 2 D�, âûäàþò íà âûõî-äå äâîè÷íûå çàïèñè âåëè÷èí Length[I ℄ è Max[I ℄. Ýòî ñâîéñòâî íåîáõîäèìîíàì ëèøü ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îãðàíè÷åíèÿ íà èí-äèâèäóàëüíûå çàäà÷è, �îðìèðóåìûå ñ ïîìîùüþ Length[I ℄ è Max[I ℄, è íàìíóæíî óìåòü ðàñïîçíàâàòü êîäû èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷, óäîâëåòâîðÿþùèåýòèì îãðàíè÷åíèÿì. Ëþáûå åñòåñòâåííî âîçíèêàþùèå �óíêöèè Length[I ℄ èMax[I ℄ íàâåðíÿêà îáëàäàþò ýòèì ñâîéñòâîì.Íèæåñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ ïðåäïîëàãàþò, ÷òî ñ ëþáîé çàäà÷åé ðàñ-ïîçíàâàíèÿ Ï ñâÿçàíû �óíêöèè Length è Max, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿïåðå÷èñëåííûå âûøå òðåáîâàíèÿ. Ôîðìàëüíî ãîâîðÿ, äëÿ ðàññóæäåíèÿ íàóðîâíå ÿçûêîâ íåîáõîäèìî òàêæå, ÷òîáû äëÿ êàæäîé çàäà÷è Ï áûëà ïðåäú-ÿâëåíà íåêîòîðàÿ ñõåìà êîäèðîâàíèÿ. Îäíàêî ãîðàçäî óäîáíåå �îðìóëè-ðîâàòü îïðåäåëåíèÿ íà óðîâíå çàäà÷ áåç ýòîé îãîâîðêè, äåéñòâóÿ ñîãëàñíîñòàíäàðòíûì ïðåäïîëîæåíèÿì îá èñïîëüçîâàíèè ðàçóìíûõ ñõåì êîäèðîâà-íèÿ. Ó ÷èòàòåëÿ íå äîëæíî âîçíèêíóòü òðóäíîñòåé â âîñïîëíåíèè âñåõ äåòà-ëåé ïðè ïîëíîé �îðìàëèçàöèè ýòèõ îïðåäåëåíèé íà óðîâíå ÿçûêîâ, è áóäåòáîëåå åñòåñòâåííî è áîëåå èí�îðìàòèâíî ïðîäîëæàòü íàøè ðàññóæäåíèÿ íàóðîâíå çàäà÷.Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è Ï áóäåò íàçûâàòüñÿ ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûìïî âðåìåíè àëãîðèòìîì (èëè ïðîñòî ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûì àëãîðèòìîì),åñëè åãî âðåìåíí�aÿ �óíêöèÿ îãðàíè÷åíà ñâåðõó ïîëèíîìîì îò äâóõ àðãó-ìåíòîâ Length[I ℄ è Max[I ℄. Ïî îïðåäåëåíèþ ëþáîé ïîëèíîìèàëüíûé ïîâðåìåíè àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ òàêæå ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûì ïî âðåìåíè àë-ãîðèòìîì, ïîñêîëüêó âðåìÿ åãî ðàáîòû îãðàíè÷åíî ïîëèíîìîì îò îäíîãîàðãóìåíòà � Length[I ℄. Îäíàêî ìû óæå îçíàêîìèëèñü ñ ïðèìåðîì ïñåâäî-ïîëèíîìèàëüíîãî, íî íå ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà äëÿ çàäà÷è �ÀÇÁÈÅ-ÍÈÅ. Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî NP -ïîëíîòà çàäà÷èÏ èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòü å¼ ðåøåíèÿ ïîëèíîìèàëüíûì àëãîðèòìîì (ïðèóñëîâèè P 6= NP ), NP -ïîëíîòà íå èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷èÏ ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûì àëãîðèòìîì.Òî÷íåå ãîâîðÿ, NP -ïîëíîòà çàäà÷è íå îáÿçàòåëüíî èñêëþ÷àåò âîçìîæ-íîñòü å¼ ðåøåíèÿ ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûì àëãîðèòìîì. Ìíîãèå èç ðàññìîò-ðåííûõ íàìè çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ îáëàäàëè òåì ñâîéñòâîì, ÷òî âåëè÷èíàMax[I ℄ îãðàíè÷åíà ïîëèíîìîì îò Length[I ℄, è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ýòèõ çà-äà÷ íåò ðàçëè÷èÿ ìåæäó ïîëèíîìèàëüíûìè è ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûìè àë-ãîðèòìàìè. Íàïðèìåð, åäèíñòâåííûé ÷èñëîâîé ïàðàìåòð, âõîäÿùèé â óñëî-âèå çàäà÷è ÊËÈÊÀ,� ýòî ãðàíèöà J , êîòîðàÿ íå ìîæåò áûòü áîëüøå ÷èñëàâåðøèí, çàäàííîãî â óñëîâèè ãðà�à. Çàäà÷à ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ âîîáùå íåñîäåðæèò ÷èñåë, çà èñêëþ÷åíèåì ëèøü èíäåêñîâ ó ëèòåðàëîâ è äèçúþíê-öèé, êîòîðûìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ïîñêîëüêó îíè �àêòè÷åñêè èãðàþò ðîëü¾èì¼í¿, à íå ¾÷èñåë¿. (Ïðèíÿòûå íàìè ñîãëàøåíèÿ î ñõåìàì êîäèðîâàíèÿãàðàíòèðóþò, ÷òî òàêèå ÷èñëîâûå ¾èìåíà¿ âñåãäà áóäóò îãðàíè÷åíû ïîëèíî-



4.2. Çàäà÷è ñ ÷èñëîâûìè ïàðàìåòðàìè è ñèëüíàÿ NP -ïîëíîòà 111ìîì îò Length[I ℄.) Èíòåðåñóþùèå íàñ çäåñü âîïðîñû íå èìåþò îòíîøåíèÿ êçàäà÷àì òàêîãî òèïà. Âûäåëèì êëàññ çàäà÷, ê êîòîðûì ýòè âîïðîñû èìåþòîòíîøåíèå. Áóäåì íàçûâàòü çàäà÷ó Ï çàäà÷åé ñ ÷èñëîâûìè ïàðàìåòðàìè,åñëè íå ñóùåñòâóåò òàêîãî ïîëèíîìà p, ÷òî Max[I ℄ 6 p(Length[I ℄) äëÿ âñåõI 2 D�. Ñðåäè øåñòè îñíîâíûõ NP -ïîëíûõ çàäà÷ åäèíñòâåííîé çàäà÷åé ñ÷èñëîâûìè ïàðàìåòðàìè ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à �ÀÇÁÈÅÍÈÅ.Íåïîñðåäñòâåííî íà îñíîâå äàííûõ îïðåäåëåíèé ìîæíî ñäåëàòü ñëåäó-þùåå çàìå÷àíèå:Çàìå÷àíèå 4.1. Åñëè NP -ïîëíàÿ çàäà÷à � íå ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ñ ÷è-ñëîâûìè ïàðàìåòðàìè, òî � íå ìîæåò áûòü ðåøåíà ïñåâäîïîëèíîìèàëü-íûì àëãîðèòìîì (åñëè P 6= NP ).Òàêèì îáðàçîì, â ïðåäïîëîæåíèè P 6= NP NP -ïîëíûå çàäà÷è, äëÿ êîòî-ðûõ èìååòñÿ ïîòåíöèàëüíàÿ âîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûìàëãîðèòìîì,� ýòî çàäà÷è ñ ÷èñëîâûìè ïàðàìåòðàìè.Äëÿ ïðîèçâîëüíîé çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ Ï è ïîëèíîìà p (ñ öåëûìèêîý��èöèåíòàìè) îáîçíà÷èì ÷åðåç �p ïîäçàäà÷ó, ïîëó÷àåìóþ èç Ï ðàñ-ñìîòðåíèåì òîëüêî òåõ èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ I , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíîñîîòíîøåíèå Max[I ℄ 6 p(Length[I ℄). Çàäà÷à �p, òàêèì îáðàçîì, íå ÿâëÿ-åòñÿ çàäà÷åé ñ ÷èñëîâûìè ïàðàìåòðàìè. Êðîìå òîãî, åñëè çàäà÷à Ï ðàç-ðåøèìà ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûì àëãîðèòìîì, òî �p äîëæíà áûòü ðàçðåøè-ìà ïîëèíîìèàëüíûì àëãîðèòìîì. Åñëè çàäàíî âõîäíîå ñëîâî x, òî äîñòà-òî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî x êîäèðóåò èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó I , äëÿ êîòîðîéMax[I ℄ 6 p(Length[I ℄), è åñëè ýòî òàê, òî ïðèìåíèòü ê I ïñåâäîïîëèíîìè-àëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è Ï. Â ñèëó ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé,âåëè÷èíû Max[I ℄ è Length[I ℄ ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû çà ïîëèíîìèàëüíîåâðåìÿ, ïîýòîìó òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî ìîæåò áûòü ïðîâåðåíî çà ïîëèíî-ìèàëüíîå âðåìÿ. Ïî îïðåäåëåíèþ ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà äëÿçàäà÷è Ï, îí áóäåò ïîëèíîìèàëüíûì äëÿ òåõ èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ èç Ï,äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óêàçàííîå íåðàâåíñòâî. Ýòè ñîîáðàæåíèÿ ïðèâî-äÿò íàñ ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ.Çàäà÷ó Ï íàçîâ¼ì NP -ïîëíîé â ñèëüíîì ñìûñëå, åñëè Ï ïðèíàäëåæèòNP è ñóùåñòâóåò òàêîé ïîëèíîì p ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè, ÷òî çàäà÷à�p ÿâëÿåòñÿNP -ïîëíîé. Â ÷àñòíîñòè, åñëè çàäà÷à ÏNP -ïîëíà è íå ÿâëÿåòñÿçàäà÷åé ñ ÷èñëîâûìè ïàðàìåòðàìè, òî çàäà÷à Ï àâòîìàòè÷åñêè NP -ïîëíà âñèëüíîì ñìûñëå.Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì îáîáùåíèå çàìå÷àíèÿ 4.1.Çàìå÷àíèå 4.2. Åñëè çàäà÷à � NP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå, òî îíà íåìîæåò áûòü ðåøåíà ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûì àëãîðèòìîì (åñëè P 6= NP ).Áëàãîäàðÿ ýòîìó çàìå÷àíèþ ìû ïîëó÷àåì ñðåäñòâà äëÿ ïðèìåíåíèÿ òå-îðèè NP -ïîëíîòû ê âîïðîñàì ñóùåñòâîâàíèÿ ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûõ àëãî-ðèòìîâ. Çàäà÷à �ÀÇÁÈÅÍÈÅ íå ìîæåò áûòü NP -ïîëíîé â ñèëüíîì ñìûñëå,ïîñêîëüêó, êàê íàì óæå èçâåñòíî, îíà ìîæåò áûòü ðåøåíà ïñåâäîïîëèíîìè-àëüíûì àëãîðèòìîì. Îäíàêî ó íàñ åù¼ íå áûëî ïðèìåðîâ çàäà÷ ñ ÷èñëîâûìèïàðàìåòðàìè, NP -ïîëíûõ â ñèëüíîì ñìûñëå. Ýòîò ïðîáåë áóäåò âîñïîëíåí



112 �ëàâà 4. Ïðèìåíåíèå òåîðèè NP -ïîëíîòû äëÿ àíàëèçà çàäà÷â ñëåäóþùåì ðàçäåëå, â êîòîðîì áóäåò ïîêàçàíî, êàê ìîæíî ïîëó÷àòü ðå-çóëüòàòû î ñèëüíîé NP -ïîëíîòå.4.2.2. Äîêàçàòåëüñòâî ðåçóëüòàòîâ î ñèëüíîé NP -ïîëíî-òåÍàèáîëåå ïðÿìîé ïóòü äîêàçàòåëüñòâà ñèëüíîé NP -ïîëíîòû çàäà÷è Ï ñ ÷è-ñëîâûìè ïàðàìåòðàìè çàêëþ÷àåòñÿ ïðîñòî â äîêàçàòåëüñòâå òîãî, ÷òî äëÿíåêîòîðîãî êîíêðåòíîãî ïîëèíîìà p çàäà÷à �p ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé. Íà-ïðèìåð, çàäà÷à ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅ� (ÊÌ), îïðåäåë¼ííàÿ â ðàçä. 2.1, ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó ñ ÷èñëîâûìè ïàðàìåòðàìè, ïîñêîëüêó íè ðàññòîÿíèÿìåæäó ãîðîäàìè d(i; j), íè ãðàíèöà B â íåé íå îãðàíè÷åíû. Ìû äîêàçà-ëè NP -ïîëíîòó çàäà÷è ÊÌ, ñâåäÿ ê íåé çàäà÷ó �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÖÈÊË.Áîëåå òîãî, ïðè ýòîì ñâåäåíèè ïîëó÷àþòñÿ òîëüêî òàêèå èíäèâèäóàëüíûåçàäà÷è èç ÊÌ, â êîòîðûõ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ãîðîäàìè ðàâíû ëèáî 1, ëèáî2, à ãðàíèöà B ðàâíà ÷èñëó ãîðîäîâ m. Òàêèì îáðàçîì, åñëè âçÿòü â êà-÷åñòâå Max[I ℄ ìàêñèìóì èç ãðàíèöû B è íàèáîëüøåãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäóãîðîäàìè è ïîëîæèòüLength[I ℄ = m+ dlog 2Be+Xi;j dlog 2d(i; j)e;òî âñå èíäèâèäóàëüíûå çàäà÷è, ïîëó÷àåìûå â îïèñàííîé âûøå ñâîäèìîñòè,áóäóò óäîâëåòâîðÿòü îãðàíè÷åíèþMax[I ℄ 6 Length[I ℄:Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòà ñâîäèìîñòü �àêòè÷åñêè ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîäçà-äà÷à çàäà÷è ÊÌ, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõâûïîëíÿåòñÿ óêàçàííîå íåðàâåíñòâî, ñàìà ÿâëÿåòñÿNP -ïîëíîé. Îòñþäà ñëå-äóåò, ÷òî çàäà÷à ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅ� NP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå.Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ðàññìîòðåííîìó ïðèìåðó äîêàçàòåëüñòâàNP -ïîë-íîòû çàäà÷ �ÞÊÇÀÊ, �ÀÑÏÈÑÀÍÈÅ ÄËß ÌÓËÜÒÈÏ�ÎÖÅÑÑÎ�ÍÎÉÑÈÑÒÅÌÛ è ÓÏÎ�ßÄÎ×ÅÍÈÅ ÂÍÓÒ�È ÈÍÒÅ�ÂÀËÎÂ, ïðèâåä¼ííûõâ ðàçä. 3.2, îñòàâëÿþò îòêðûòûì âîïðîñ î âîçìîæíîñòè ðåøåíèÿ ïåðå÷èñ-ëåííûõ çàäà÷ ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûìè àëãîðèòìàìè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî çà-äà÷ó �ÞÊÇÀÊ ìîæíî ðåøèòü çà ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ñ ïîìî-ùüþ ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ýòîò ìåòîä, àíàëîãè÷íûéìåòîäó, èñïîëüçîâàâøåìóñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è �ÀÇÁÈÅÍÈÅ, èçëîæåí âðàáîòå [98℄. Âñå èçâåñòíûå íàì àëãîðèòìû ñ ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûì âðåìå-íåì ðàáîòû îñíîâàíû íà ýòîì ìåòîäå. Ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî ìåòîäà÷èòàòåëü ìîæåò íàéòè â ðàáîòàõ [221, 328, 332, 465℄.Çàäà÷è �ÀÑÏÈÑÀÍÈÅ ÄËß ÌÓËÜÒÈÏ�ÎÖÅÑÑÎ�ÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛè ÓÏÎ�ßÄÎ×ÅÍÈÅ ÂÍÓÒ�È ÈÍÒÅ�ÂÀËÎÂ, íàïðîòèâ, NP -ïîëíû â ñè-ëüíîì ñìûñëå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïîëåçíî èìåòü çà-äà÷ó ñ ÷èñëîâûìè ïàðàìåòðàìè, NP -ïîëíóþ â ñèëüíîì ñìûñëå è â îïðåäå-ë¼ííîì îòíîøåíèè ¾áîëåå ÷èñëîâóþ¿, ÷åì ëþáàÿ èç çàäà÷, ðàññìîòðåííûõ



4.2. Çàäà÷è ñ ÷èñëîâûìè ïàðàìåòðàìè è ñèëüíàÿ NP -ïîëíîòà 113äî ñèõ ïîð. Ýòîé çàäà÷åé áóäåò ñåäüìàÿ ¾îñíîâíàÿ¿ NP -ïîëíàÿ çàäà÷à 3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ, îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî A, ñîñòîÿùåå èç 3m ýëåìåíòîâ, ãðàíèöàB 2 Z+ è ¾ðàçìåðû¿ s(a) 2 Z+ âñåõ ýëåìåíòîâ, a 2 A, ïðè÷¼ì B=4 < s(a) <B=2 è Pa2A s(a) = mB.ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè A òàê ðàçáèòü íà m íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíî-æåñòâ S1; S2; ::: ; Sm, ÷òî äëÿ 1 6 i 6 m Pa2Si s(a) = B.(Îòìåòèì, ÷òî óêàçàííûå â óñëîâèè îãðàíè÷åíèÿ íà ðàçìåðû ýëåìåíòîâïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî êàæäîå èç ìíîæåñòâ Si äîëæíî ñîäåðæàòü ðîâíî òðèýëåìåíòà èç ìíîæåñòâà A.)Ìû áóäåì äîêàçûâàòü ñèëüíóþ NP -ïîëíîòó çàäà÷è 3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ âäâà ýòàïà. Âíà÷àëå äîêàæåì, ÷òî áëèçêàÿ ê íåé çàäà÷à 4-�ÀÇÁÈÅÍÈÅNP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå. Çàäà÷à 4-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ �îðìóëèðóåòñÿ òî÷íîòàê æå, êàê çàäà÷à 3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ, ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî A ñîäåð-æèò 4m ýëåìåíòîâ, à êàæäûé ðàçìåð s(a) äîëæåí ïîä÷èíÿòüñÿ óñëîâèþB=5 > s(a) < B=3. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå ìíîæåñòâî èñêîìîãî ðàçáè-åíèÿ áóäåò ñîäåðæàòü ðîâíî ÷åòûðå ýëåìåíòà.Òåîðåìà 4.3. Çàäà÷à 4-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ NP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå.Äîêàçàòåëüñòâî 1. Ïîñêîëüêó çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ëåãêî ïðîâåðèòü,÷òî çàäàííîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà A óäîâëåòâîðÿåò íåîáõîäèìûì òðåáî-âàíèÿì, òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî çàäà÷à 4-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ ëåæèò â êëàññå NP .Ñâåä¼ì çàäà÷ó Ò��ÕÌÅ�ÍÎÅ ÑÎ×ÅÒÀÍÈÅ (3-Ñ) ê îãðàíè÷åííîé âåð-ñèè çàäà÷è 4-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ, â êîòîðîé ðàçìåðû âñåõ ýëåìåíòîâ îãðàíè÷å-íû ïîëèíîìîì îò îáùåãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëèíîìîì îòLength[I ℄. Â ÷àñòíîñòè, ïîëîæèâMax[I ℄ ðàâíûì maxfs(a) : a 2 Ag, ìû óâè-äèì, ÷òî çàäà÷à 4-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ NP -ïîëíà äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè îãðàíè-÷èòüñÿ èíäèâèäóàëüíûìè çàäà÷àìè, òàêèìè, ÷òî Max[I ℄ 6 216jAj4.Ïóñòü W = fw1; w2; ::: ; wqg, X = fx1; x2; ::: ; xqg, Y = fy1; y2; ::: ; yqg èM �W �X�Y îïðåäåëÿþò ïðîèçâîëüíóþ èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó èç 3-Ñ.Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî jM j > q. Â ñîîòâåòñòâóþùåéèíäèâèäóàëüíîé çàäà÷å èç 4-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ ìíîæåñòâî A áóäåò èìåòü 4Mýëåìåíòîâ, ïî îäíîìó äëÿ êàæäîãî âõîæäåíèÿ ýëåìåíòà ìíîæåñòâàW[X[Yâ òðîéêó èç M è ïî îäíîìó ýëåìåíòó äëÿ êàæäîé òðîéêè èç M .Ýëåìåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå �èêñèðîâàííîìó z 2W [X [Y îáîçíà÷èì÷åðåç z[1℄; z[2℄; ::: ; z[N(z)℄, ãäå N(z) � ÷èñëî òðîåê èçM , â êîòîðûå âõîäèò z.Íàçîâ¼ì z[1℄ ¾èñòèííûì ýëåìåíòîì, ñîîòâåòñòâóþùèì z¿, à z[2℄; ::: ; z[N(z)℄� ¾�èêòèâíûìè ýëåìåíòàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè z¿. �àçìåðû ýòèõ ýëåìåí-òîâ çàâèñÿò îò òîãî, êàêîìó ìíîæåñòâó � W; X èëè Y � ïðèíàäëåæèò z, àòàêæå îò íîìåðà ýëåìåíòà z â ñîîòâåòñòâóþùåì ìíîæåñòâå. Âåñà îïðåäåëÿ-þòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (r ïðèíÿòî ðàâíûì 32q):



114 �ëàâà 4. Ïðèìåíåíèå òåîðèè NP -ïîëíîòû äëÿ àíàëèçà çàäà÷s(wi[1℄) = 10r4 + ir + 1; 1 6 i 6 q;s(wi[l℄) = 11r4 + ir + 1; 1 6 i 6 q; 2 6 l 6 N(wi);s(xj [1℄) = 10r4 + jr2 + 2; 1 6 j 6 q;s(xj [l℄) = 11r4 + jr2 + 2; 1 6 j 6 q; 2 6 l 6 N(xj);s(yk[1℄) = 10r4 + kr3 + 4; 1 6 k 6 q;s(yk[l℄) = 8r4 + kr3 + 4; 1 6 k 6 q; 2 6 k 6 N(yk):Åäèíñòâåííûé ýëåìåíò, ñîîòâåòñòâóþùèé êàæäîé òðîéêå mi = fwi; xj ;ykg 2M , îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ui, à åãî ðàçìåð çàâèñèò îò èíäåêñîâ ýëåìåíòîâòðîéêè ñëåäóþùèì îáðàçîì:s(ui) = 10r4 � kr3 � jr2 � ir + 8:Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïðèáàâèòü ê s(ui) ðàçìåðû òð¼õ ýëåìåíòîâ, ñîîòâåò-ñòâóþùèõ wi; xj è yk, òî ðåçóëüòàòîì áóäåò 40r4 + 15 âñÿêèé ðàç, êîãäàâñå òðè ýëåìåíòà ¾èñòèííûå¿ èëè êîãäà âñå îíè ¾�èêòèâíûå¿. Âîçüì¼ì ýòî÷èñëî â êà÷åñòâå ãðàíèöû B, ò.å. ïîëîæèìB = 40r4 + 15:Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îïèñàííàÿ âûøå ñâîäèìîñòü ïîëèíîìèàëüíà,ðàçìåðû âñåõ ýëåìåíòîâ ëåæàò ñòðîãî ìåæäó B=3 è B=5, à òàêæå ÷òî ñóììàðàçìåðîâ âñåõ ýëåìåíòîâ, êàê è òðåáóåòñÿ, ðàâíà jM j�B. Áîëåå òîãî, çàìåòèì,÷òî ðàçìåð êàæäîãî ýëåìåíòà îãðàíè÷åí ñâåðõó âåëè÷èíîé12r4 6 12 � 84jAj4 < 216jAj4:Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñèëüíîé NP -ïîëíîòû çàäà÷è 4-�ÀÇÁÈÅÍÈÅäîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî èñêîìîå 4-ðàçáèåíèå ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà M ñîäåðæèò òð¼õìåðíîå ñî÷åòàíèå.Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî èìååòñÿ òð¼õìåðíîå ñî÷åòàíèå M 0 �M . Ñî-îòâåòñòâóþùåå 4-ðàçáèåíèå îáðàçóåòñÿ èç jM j ïîäìíîæåñòâ, êàæäîå èç êî-òîðûõ ñîäåðæèò 4 ýëåìåíòà (ñîêðàù¼ííî 4-ïîäìíîæåñòâ) � îäèí âèäà ul,îäèí âèäà wi[�℄, îäèí âèäà xj [�℄ è îäèí âèäà yk[�℄, ãäå (wi; xj ; yk) = ml 2 M .Åñëè ml 2 M 0, òî ãðóïïèðóåì ul ñ ýëåìåíòàìè wi[1℄; xj [1℄ è yk[1℄. Åñëèml 2M nM 0, òî ãðóïïèðóåì ul ñ ¾�èêòèâíûìè¿ ýëåìåíòàìè, ñîîòâåòñòâóþ-ùèìè wi; xj è yk. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè èìååòñÿ äî-ñòàòî÷íî �èêòèâíûõ ýëåìåíòîâ è òàêóþ ãðóïïèðîâêó ìîæíî îñóùåñòâèòü.Â ñèëó ñäåëàííûõ âûøå çàìå÷àíèé, ñóììà ðàçìåðîâ ýëåìåíòîâ â êàæäîìèç îáðàçîâàííûõ ìíîæåñòâ â òî÷íîñòè ðàâíà B. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿèñêîìîå 4-ðàçáèåíèå.Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî çàäàíî 4-ðàçáèåíèå íóæíîãî âèäà. �àññìîò-ðèì ëþáîå 4-ìíîæåñòâî èç ýòîãî 4-ðàçáèåíèÿ. �àññìàòðèâàÿ ïîñëåäîâàòåëü-íî âû÷åòû ñóììû ðàçìåðîâ ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà ïî ìîäóëÿì r; r2; r3,r4 è r5 ïîêàæåì, ÷òî ýòî 4-ìíîæåñòâî äîëæíî ñîäåðæàòü ïî îäíîìó ýëåìåí-òó, ñîîòâåòñòâóþùåìó êàæäîé èç ñîñòàâëÿþùèõ òðîéêè, ïðè÷åì âñå òðèýëåìåíòà îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ èëè ¾èñòèííûìè¿ èëè ¾�èêòèâíûìè¿.Ïîñêîëüêó r > 4 � 8 = 32, òî ñóììà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ r ðàçìåðîâýëåìåíòîâ, âõîäÿùèõ â 4-ìíîæåñòâî, áóäåò ðàâíà âû÷åòó ïî ìîäóëþ r ñóììû



4.2. Çàäà÷è ñ ÷èñëîâûìè ïàðàìåòðàìè è ñèëüíàÿ NP -ïîëíîòà 115ýòèõ ýëåìåíòîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíà B(mod r) = 15. Äëÿ òîãî ÷òîáûñóììà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ r ðàçìåðîâ ýëåìåíòîâ, âõîäÿùèõ â 4-ìíîæåñòâî,ðàâíÿëàñü 15, èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü: 4-ìíîæåñòâî ñîäåðæèòïî îäíîìó ýëåìåíòó, îòâå÷àþùåìó íåêîòîðîìó ýëåìåíòó ìíîæåñòâ W; X èY ñîîòâåòñòâåííî, à òàêæå îäèí ýëåìåíò, îòâå÷àþùèé íåêîòîðîé òðîéêå èçM . Ïóñòü wi; xj è yk îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû ìíîæåñòâW; Xè Y , a ml = (wi0 ; xj0 ; yk0) îáîçíà÷àåò ñîîòâåòñòâóþùóþ òðîéêó èç M . Òîãäàâû÷åò ðàññìàòðèâàåìîé ñóììû ðàçìåðîâ ýëåìåíòîâ ïî ìîäóëþ r2 äîëæåíáûòü ðàâåí ((i� i0)r+15)(mod r2), à ïîñêîëüêó (i� i0)r+15 < r2, òî äîëæíîèìåòü ìåñòî ðàâåíñòâîB(mod r2) = 15 = (i� i0)r + 15:Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî i = i0. Àíàëîãè÷íî, ïîñêîëüêó (j � j0)r2 + 15 < r3, òîäîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâîB(mod r3) = 15 = (j � j0)r2 + 15:Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî j = j0, à ïîñêîëüêó (k � k0)r3 + 15 < r4, òî äîëæíîèìåòü ìåñòî ðàâåíñòâîB(mod r4) = 15 = (k � k0)r3 + 15è, çíà÷èò, k = k0. Òàêèì îáðàçîì, íà ñàìîì äåëå wi; xj è yk � ýëåìåíòû,âõîäÿùèå â òðîéêó mi, è êîý��èöèåíò ïðè r4 â ñóììå ðàçìåðîâ ýëåìåíòîâðàâåí ñóììå êîý��èöèåíòîâ ïðè r4 êàæäîãî èç ñëàãàåìûõ. Ýòè êîý��èöè-åíòû áûëè âûáðàíû íàìè òàê, ÷òî èõ ñóììà ðàâíà 40 òîëüêî â òîì ñëó÷àå,êîãäà âñå òðè ýëåìåíòà îäíîâðåìåííî ¾èñòèííûå¿ èëè ¾�èêòèâíûå¿.Òàêèì îáðàçîì, â q èç íàøèõ 4-ìíîæåñòâ äîëæíî ñîäåðæàòüñÿ 3q ¾èñòèí-íûõ¿ ýëåìåíòîâ, ïî îäíîìó äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà èç ìíîæåñòâàW[X[Y , àêàæäîå èç 4-ìíîæåñòâ ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà, ñîîòâåòñòâóþùåãî òðîéêåèç M , è òð¼õ ¾èñòèííûõ¿ ýëåìåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòîé òðîéêå. Ñëåäî-âàòåëüíî, ýòè q òðîåê èç M îáðàçóþò èñêîìîå òð¼õìåðíîå ñî÷åòàíèå.Òåîðåìà 4.4. Çàäà÷à 3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ NP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå.Äîêàçàòåëüñòâî 2. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî çàäà÷à 3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ ïðèíàä-ëåæèò êëàññó NP . Ñâåäåì ê çàäà÷å 3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ ïîäçàäà÷ó çàäà÷è 4-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ, ñîñòàâëåííóþ èç èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõmaxfs(a) : a 2 Ag 6 216jAj4;ïðè ýòîì ñîõðàíÿåòñÿ îãðàíè÷åííîñòü ðàçìåðîâ ýëåìåíòîâ ïîëèíîìîì îòîáùåãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ.Ïóñòü A = fa1; a2; ::: ; a4ng, ãðàíèöà B è ðàçìåðû s(a) ýëåìåíòîâ (äëÿ êî-òîðûõ âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà B=5 < s(a) < B=3 è s(a) 6 216jAj4) çàäàþòïðîèçâîëüíóþ èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó 4-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ



116 �ëàâà 4. Ïðèìåíåíèå òåîðèè NP -ïîëíîòû äëÿ àíàëèçà çàäà÷èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à èç 3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ áóäåò ñîäåðæàòü 24n2 � 3n ýëå-ìåíòîâ, ïî îäíîìó äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà A, ïî äâà ýëåìåíòà äëÿ êàæäîéïàðû ýëåìåíòîâ èç A è 8n2 � 3n ¾çàïîëíÿþùèõ¿ ýëåìåíòîâ.Êàæäîìó îòäåëüíîìó ýëåìåíòó ai 2 A ñîïîñòàâèì ¾ðåãóëÿðíûé¿ ýëå-ìåíò wi, ðàçìåð îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîìs0(wi) = 4(5B + s(ai)) + 1;ãäå s0(�) � �óíêöèÿ ðàçìåðà â êîíñòðóèðóåìîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷å èç3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ. Ïàðå ýëåìåíòîâ ai; aj 2 A ñîîòâåòñòâóþò äâà ¾ñïàðèâàþ-ùèõ¿ ýëåìåíòà u[i; j℄ è �u[i; j℄, ðàçìåðû êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ òàê:s0(u[i; j℄) = 4(6B � s(ai)� s(aj)) + 2;s0(�u[i; j℄) = 4(5B + s(ai) + s(aj)) + 2:Íàêîíåö, äëÿ 1 6 k 6 8n2�3n èìååòñÿ ¾çàïîëíÿþùèé¿ ýëåìåíò u�k ðàçìåðàs0(u�k) = 20B. Â êà÷åñòâå ãðàíèöû B0 äëÿ êîíñòðóèðóåìîé èíäèâèäóàëüíîéçàäà÷è 3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ âîçüìåì 64B + 4.Îïÿòü-òàêè ÷èòàòåëþ íåòðóäíî áóäåò óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ýòà ñâîäè-ìîñòü ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé, à òàêæå, ÷òî ðàçìåðû âñåõ ýëåìåíòîâ çà-êëþ÷åíû ñòðîãî ìåæäó B0=4 = 16B+1 è B0=2 = 32B+2 è ÷òî ñóììà ðàçìå-ðîâ âñåõ ýëåìåíòîâ ðàâíà (2n2 � n)B0. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó ðàçìåðû ýëå-ìåíòîâ ìíîæåñòâà A îãðàíè÷åíû âåëè÷èíîé 216jAj4, òî ðàçìåðû ýëåìåíòîâïîëó÷àåìîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è 3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ òàêæå áóäóò îãðàíè÷å-íû ïîëèíîìîì îò jAj, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëèíîìîì îò ÷èñëà ýëåìåíòîâ çàäà-÷è I 0, è, çíà÷èò, ïîëèíîìîì îò Length[I ℄. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû çàêîí÷èòüäîêàçàòåëüñòâî NP -ïîëíîòû â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷è 3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ, äî-ñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî â ïîñòðîåííîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷å I 0 3-ðàçáèåíèåñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â èñõîäíîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷åñóùåñòâóåò 4-ðàçáèåíèå.Âíà÷àëå ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ èñõîäíîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è èìå-åòñÿ 4-ðàçáèåíèå. Ñîîòâåòñòâóþùåå 3-ðàçáèåíèå ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-çîì. Êàæäîå èç 4-ìíîæåñòâ fai; aj ; ak; alg ðàçáèâàåì ïðîèçâîëüíî íà äâà2-ìíîæåñòâà, ñêàæåì íà fai; ajg è fak; aig. Òîãäà èñêîìîå 3-ðàçáèåíèå áó-äåò .ñîäåðæàòü äâà 3-ìíîæåñòâà fwi; wj ; u[i; j℄g è fwk; wl; �u[i; j℄g. (Çàìåòèì,÷òî ìîæíî áûëî áû èñïîëüçîâàòü �u[k; l℄ âìåñòî u[i; j℄ è u[k; l℄ âìåñòî �u[i; j℄.)Ñóììà ðàçìåðîâ ýëåìåíòîâ êàæäîãî 3-ìíîæåñòâà áóäåò ðàâíà B0, ïîñêîëüêós(ai)+ s(aj)+ s(ak)+ s(al) = B. Âûïîëíÿÿ ýòó ïðîöåäóðó äëÿ êàæäîãî èç nçàäàííûõ 2-ìíîæåñòâ, ïîëó÷èì 2n 3-ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ âñå ¾ðåãóëÿð-íûå¿ ýëåìåíòû è n ñâÿçàííûõ ïàð, ñîñòîÿùèõ èç ¾ñïàðèâàþùèõ¿ ýëåìåíòîâ.Ïîñëå ýòîãî îñòàþòñÿ ñâîáîäíûìè 8n2 � 3n ñâÿçàííûõ ïàð ¾ñïàðèâàþùèõ¿ýëåìåíòîâ è 8n2�3n ¾çàïîëíÿþùèõ¿ ýëåìåíòîâ. Ïîñêîëüêó ñóììà ðàçìåðîâäâóõ ñâÿçàííûõ ¾ñïàðèâàþùèõ¿ ýëåìåíòîâ ðàâíà 44B+4 = B�20B, òî êàæ-äàÿ òàêàÿ ñâÿçàííàÿ ïàðà ìîæåò áûòü ñãðóïïèðîâàíà ñ îäíèì èç îñòàâøèõñÿ¾çàïîëíÿþùèõ¿ ýëåìåíòîâ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àåòñÿ 3-ðàçáèåíèå.



4.2. Çàäà÷è ñ ÷èñëîâûìè ïàðàìåòðàìè è ñèëüíàÿ NP -ïîëíîòà 117Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî äëÿ ïîñòðîåííîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è èìå-åòñÿ 3-ðàçáèåíèå. Èç ðàññìîòðåíèÿ âû÷åòîâ ðàçìåðîâ ýëåìåíòîâ ïî ìîäóëþ4 ïîëó÷àåì, ÷òî íè îäíî èç 3-ìíîæåñòâ íå ìîæåò ñîäåðæàòü íå÷¼òíîå ÷èñ-ëî ¾ðåãóëÿðíûõ¿ ýëåìåíòîâ, íè îäíî èç 3-ìíîæåñòâ íå ìîæåò ñîäåðæàòüòðè ¾ñïàðèâàþùèõ¿ ýëåìåíòà è íè îäíî èç 3-ìíîæåñòâ íå ìîæåò ñîäåðæàòüäâà ¾ðåãóëÿðíûõ¿ è îäèí ¾çàïîëíÿþùèé¿ ýëåìåíò. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òîçàäàííîå 3-ðàçáèåíèå âêëþ÷àåò 2n 3-ìíîæåñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîäåð-æèò äâà ¾ðåãóëÿðíûõ¿ è îäèí ¾ñïàðèâàþùèé¿ ýëåìåíò, à òàêæå 8n2 � 3n3-ìíîæåñòâà, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò äâà ¾ñïàðèâàþùèõ¿ è îäèí ¾çà-ïîëíÿþùèé¿ ýëåìåíò.�àññìîòðèì ëþáîå èç 3-ìíîæåñòâ ïîñëåäíåãî òèïà. Ïóñòü u[i; j℄ (èëè�u[k; l℄) ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç äâóõ ¾ñïàðèâàþùèõ¿ ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæå-ñòâà. Åñëè äðóãîé ñïàðèâàþùèé ýëåìåíò u[s; t℄ ýòîãî ìíîæåñòâà îòëè÷åíîò �u[i; j℄ (èëè u[k; l℄), òî u[s; t℄ äîëæåí èìåòü òîò æå ðàçìåð, ÷òî è �u[i; j℄,è ïîýòîìó ýëåìåíòû u[s; t℄ è �u[i; j℄ ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè, ÷òîáû ïîëó-÷èëîñü ýêâèâàëåíòíîå 3-ðàçáèåíèå. Ýòó îïåðàöèþ ìîæíî ïîâòîðÿòü äî òåõïîð, ïîêà íå ïîëó÷èòñÿ 3-ðàçáèåíèå, â êîòîðîì êàæäûé ¾çàïîëíÿþùèé¿ýëåìåíò îêàæåòñÿ â îäíîì 3-ìíîæåñòâå ñî ñâÿçàííîé ïàðîé u[i; j℄ è �u[i; j℄.Òàêèì îáðàçîì, îñòàâøèåñÿ ¾ñïàðèâàþùèå¿ ýëåìåíòû, âõîäÿùèå ñîâìåñòíîñ ðåãóëÿðíûìè ýëåìåíòàìè â îäíî èç ìíîæåñòâ 3-ðàçáèåíèÿ, òàêæå ðàçáèâà-þòñÿ íà ïàðû. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî 3-ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèå ¾ðåãóëÿðíûå¿ýëåìåíòû, ðàçáèâàþòñÿ íà n ïàð. Ïîñêîëüêó äâà ¾ñïàðèâàþùèõ¿ ýëåìåíòàâ êàæäîé òàêîé ïàðå 3-ìíîæåñòâ îêàçûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè, ñóììà èõ ðàç-ìåðîâ ðàâíà 44B+4, ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà ÷åòûð¼õ ¾ðåãóëÿðíûõ¿ ýëåìåí-òîâ, âõîäÿùèõ â ýòè äâà 3-ìíîæåñòâà, äîëæíà áûòü ðàâíà 84B+4. Îòñþäàñëåäóåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ÷åòûðå ýëåìåíòà ìíîæåñòâà A îáðàçóþò 4-ìíîæåñòâî, ñóììà ðàçìåðîâ ýëåìåíòîâ êîòîðîãî ðàâíà B. Ñëåäîâàòåëüíî, nïàð ðàññìàòðèâàåìûõ 3-ìíîæåñòâ ïîðîæäàþò èñêîìîå 4-ðàçáèåíèå.Çàìåòèì, ÷òî åñëè ýòó ñâîäèìîñòü ðàññìàòðèâàòü êàê ñâîäèìîñòü îáùåéçàäà÷è 4-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ ê çàäà÷å 3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ, òî îíà íå äîêàçûâàëà áûñèëüíóþ NP -ïîëíîòó çàäà÷è 3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ. ×òîáû ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò îñèëüíîé NP -ïîëíîòå, íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü NP -ïîëíóþ ïîäçàäà÷ó çàäà-÷è 4-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ, â êîòîðîé âåëè÷èíà maxfs(a)g îãðàíè÷åíà ïîëèíîìîì.Îäíàêî ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî êîíêðåòíûé âèä ïîëèíîìà â îöåíêå íåñóùåñòâåí.Íà ñàìîì äåëå áûëî áû óäîáíåå, åñëè áû ó íàñ áûëà âîçìîæíîñòü îïåðèðî-âàòü ñî ñâîäèìîñòÿìè ïîäîáíîãî òèïà áåç íåîáõîäèìîñòè âäàâàòüñÿ â äåòàëèïîäçàäà÷ è êîíêðåòíûõ ïîëèíîìîâ. Ýòîãî ìîæíî äîñòè÷ü ñ ïîìîùüþ îïðå-äåëåíèÿ è ëåììû, ïðèâîäèìûõ íèæå.Ïóñòü � è �0 � ïðîèçâîëüíûå çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ; D� è D�0 � ìíî-æåñòâà èõ èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷; Y� è Y�0 � ìíîæåñòâà èíäèâèäóàëüíûõçàäà÷ ñ îòâåòîì ¾äà¿; Max; Length;Max0 è Length0 � ñîîòâåòñòâóþùèå�óíêöèè ìàêñèìóìà è äëèíû çàïèñè. �îâîðÿò, ÷òî çàäà÷à � ïñåâäîïîëè-íîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å �0, åñëè ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ f : D� ! D�0îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:(à) äëÿ ëþáîãî I 2 D; I 2 Y òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(I) 2 Y�0 ;



118 �ëàâà 4. Ïðèìåíåíèå òåîðèè NP -ïîëíîòû äëÿ àíàëèçà çàäà÷(á) �óíêöèÿ f ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà çà âðåìÿ, îãðàíè÷åííîå ïîëèíîìîìîò äâóõ ïåðåìåííûõ Max[I ℄ è Length[I ℄;(â) ñóùåñòâóåò òàêîé ïîëèíîì q1, ÷òî äëÿ âñåõ I 2 D� èìååò ìåñòîíåðàâåíñòâî q1(Length0[f(I)℄) > Length(I);(ã) ñóùåñòâóåò òàêîé ïîëèíîì q2 îò äâóõ ïåðåìåííûõ, ÷òî äëÿ âñåõ I 2D� âûïîëíåíî íåðàâåíñòâîMax0[f(I)℄ 6 q2(Max[I ℄; Length[I ℄):�îâîðÿò òàêæå, ÷òî �óíêöèÿ, îáëàäàþùàÿ ïåðå÷èñëåííûìè ñâîéñòâàìè, ðå-àëèçóåò ïñåâäîïîëèíîìèàëüíóþ ñâîäèìîñòü Ï ê �0.Ëåììà 4.1. Åñëè � � NP -ïîëíàÿ â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷à, �0 2 NP è� ïñåâäîïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê �0, òî �0 � NP -ïîëíàÿ â ñèëüíîìñìûñëå çàäà÷à.Äîêàçàòåëüñòâî 3. Ïóñòü f � �óíêöèÿ, ðåàëèçóþùàÿ ïñåâäîïîëèíîìèàëü-íóþ ñâîäèìîñòü, (q1 è q2 � ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëèíîìû, îïèñàííûå âûøå.Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî q1 è q2 � ïîëèíîìû ñ öåëû-ìè ïîëîæèòåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè, èáî ýòè ïîëèíîìû ìîæíî ïðèâåñòèê òàêîìó âèäó, íå óìåíüøàÿ ïðèíèìàåìûõ èìè çíà÷åíèé. Ïîñêîëüêó çàäà÷àII NP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå, òî ñóùåñòâóåò òàêîé ïîëèíîì p, ÷òî çàäà÷à�p ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé. Áîëåå òîãî, p ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî ó íåãî áóäóòòîëüêî öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå êîý��èöèåíòû, ïîñêîëüêó åñëè p0 � ëþáîéïîëèíîì ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè, äëÿ êîòîðîãî ïðè âñåõ x âûïîëíÿåòñÿíåðàâåíñòâî p0(x) > p(x), òî çàäà÷à �p0 áóäåò ñîäåðæàòü âñå èíäèâèäóàëü-íûå çàäà÷è èç �p, è, ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à �p0 áóäåò NP -ïîëíîé, åñëè �páûëà NP -ïîëíîé. Îïðåäåëèì ïîëèíîì p̂ ñëåäóþùèì îáðàçîì:p̂(x) = q2(p(q1(x)); q1(x)):Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî �óíêöèÿ f , áóäó÷è îãðàíè÷åííîé íà èíäèâèäóàëüíûåçàäà÷è èç �p, îñóùåñòâëÿåò ïîëèíîìèàëüíîå ñâåäåíèå çàäà÷è �p ê çàäà÷å�0p, ÷òî äîêàçûâàåò NP -èîëíîòó çàäà÷è �0p. Ïðîâåðèì âíà÷àëå, ÷òî ëþáàÿèíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à I èç �p ïðè îòîáðàæåíèè f ïåðåõîäèò â èíäèâèäó-àëüíóþ çàäà÷ó èç �0p. Ïî îïðåäåëåíèþ çàäà÷è �p è íåðàâåíñòâ, êîòîðûìóäîâëåòâîðÿþò ìíîãî÷ëåíû q1 è q2, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ êàæäîé èíäèâèäó-àëüíîé çàäà÷è I èç �p èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâàMax0[f(I)℄ 6 q2(Max[I ℄; Length[I ℄) 66 q2(p(Length[I ℄); Length[I ℄) 66 q2(p(q1(Length0[f(I)℄)); q1(Length0[f(I)℄)) == p̂(Length0[f(I)℄):



4.2. Çàäà÷è ñ ÷èñëîâûìè ïàðàìåòðàìè è ñèëüíàÿ NP -ïîëíîòà 119Òàêèì îáðàçîì, èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à f(I) ïðèíàäëåæèò çàäà÷å �0p. Èçóñëîâèé (à) è (á) îïðåäåëåíèÿ ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè è òîãî�àêòà, ÷òî äëÿ ëþáîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è I èç �p âûïîëíåíî íåðà-âåíñòâî Max[I ℄ 6 p(Length[I ℄), íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî f óäîâëåòâîðÿåòâñåì íåîáõîäèìûì òðåáîâàíèÿì è ðåàëèçóåò ïîëèíîìèàëüíóþ ñâîäèìîñòü.Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à �0p NP -ïîëíà, îòêóäà ñëåäóåò ñèëüíàÿ NP -ïîëíîòàçàäà÷è �0.Ýòà ëåììà îñâîáîæäàåò íàñ îò íåîáõîäèìîñòè èìåòü äåëî ñ êîíêðåòíûìèïîäçàäà÷àìè �p ïðè äîêàçàòåëüñòâå ðåçóëüòàòîâ î ñèëüíîé NP -ïîëíîòå, ÷òîïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áîëüøîå óäîáñòâî, ïîñêîëüêó ìû ðåäêî èíòåðåñóåìñÿêîíêðåòíûì âèäîì ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîëèíîìà. Îäíàêî ñëîæíîå îïðåäå-ëåíèå ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè ìîæåò ïîêàçàòüñÿ òðóäíîïðåîäî-ëèìûì ïðåïÿòñòâèåì ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòîãî ïîäõîäà. Â äåéñòâèòåëüíîñòèîíî íå ñòîëü ñëîæíî, êàê êàæåòñÿ. Óñëîâèå (à) ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç óñëîâèéîïðåäåëåíèÿ îáû÷íîé ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè. Óñëîâèå (á) ïî÷òè ñîâ-ïàäàåò ñî âòîðûì óñëîâèåì, îäíàêî îñòàâëÿåò íàì íåñêîëüêî áîëüøå ñâîáî-äû ïðè âûáîðå ñëîæíîñòè ñâîäÿùåé �óíêöèè. Óñëîâèå (â) áóäåò âûïîëíåíîïî÷òè äëÿ âñåõ ñâîäèìîñòåé, èñêëþ÷àÿ ñàìûå ýêçîòè÷åñêèå, ïîñêîëüêó òðå-áóåòñÿ ëèøü, ÷òîáû ñâîäèìîñòü íå ïðèâîäèëà ê çíà÷èòåëüíîìó óìåíüøåíèþäëèíû âõîäà. Íàèáîëåå âàæíûì óñëîâèåì îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå (ã),íàçíà÷åíèå êîòîðîãî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû âåëè÷èíà íàèáîëüøåãî ÷èñ-ëà â êîíñòðóèðóåìîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷å íå ðîñëà ýêñïîíåíöèàëüíî âçàâèñèìîñòè îò �óíêöèé Max è Length èñõîäíîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è.Íàïðèìåð, êîíñòðóêöèþ, êîòîðîé ìû ïîëüçîâàëèñü äëÿ äîêàçàòåëüñòâàòåîðåìû 4.4, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîå ñâåäåíèå çà-äà÷è 4-�ÀÇÁÈÂÀÍÈÅ ê çàäà÷å 3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ. Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à çàñëó-æèëà íàçâàíèå ñåäüìîé ¾îñíîâíîéNP -ïîëíîé çàäà÷è¿ â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî îíàëåãêî ìîæåò áûòü ïñåâäîïîëèíîìèàëüíî ñâåäåíà ê äðóãèì çàäà÷àì. Íàïðè-ìåð, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òàêîé ñâîäèìîñòüþ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñèëü-íîéNP -ïîëíîòû çàäà÷è ÓÏÎ�ßÄÎ×ÅÍÈÅÂÍÓÒ�È ÈÍÒÅ�ÂÀËÎÂ,NP -ïîëíîòà êîòîðîé áûëà äîêàçàíà â ðàçä. 3.2.2.Òåîðåìà 4.5. Çàäà÷à ÓÏÎ�ßÄÎ×ÅÍÈÅ ÂÍÓÒ�È ÈÍÒÅ�ÂÀËÎÂ NP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå.Äîêàçàòåëüñòâî 4. Íàïîìíèì, ÷òî â óñëîâèè ýòîé çàäà÷è äàíî ìíîæåñòâîçàäàíèé T , äëèòåëüíîñòü l(t) 2 Z+ êàæäîãî çàäàíèÿ I 2 T è âðåìåíí�oé èí-òåðâàë [r(t); d(t)℄, â ïðåäåëàõ êîòîðîãî îíî äîëæíî áûòü âûïîëíåíî. Ñïðà-øèâàåòñÿ, ìîæíî ëè òàê óïîðÿäî÷èòü çàäàíèÿ, ÷òîáû áûëè óäîâëåòâîðåíûâñå óñëîâèÿ è â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ íàõîäèëîñüòîëüêî îäíî çàäàíèå. Â ðàçä. 3.2.2 áûëî äîêàçàíî, ÷òî ýòà çàäà÷à NP -ïîëíàè, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíàäëåæèò êëàññó NP . Ïîñòðîèì ïñåâäîïîëèíîìèàëü-íîå ñâåäåíèå çàäà÷è 3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ ê çàäà÷å ÓÏÎ�ßÄÎ×ÅÍÈÅ ÂÍÓÒ�ÈÈÍÒÅ�ÂÀËÎÂ.Ïóñòü A = fa1; a2; ::: ; a3mg; B 2 Z+ è s(a1); s(a2); ::: ; s(a3m) îïðåäåëÿåòïðîèçâîëüíóþ çàäà÷ó èç 3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ èíäèâèäóàëü-



120 �ëàâà 4. Ïðèìåíåíèå òåîðèè NP -ïîëíîòû äëÿ àíàëèçà çàäà÷íàÿ çàäà÷à èç ÓÏÎ�ßÄÎ×ÅÍÈÅ ÂÍÓÒ�È ÈÍÒÅ�ÂÀËÎÂ îïðåäåëÿåòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì: T = A [ fti : 1 6 i < mg;l(t) = ( 1; åñëè t = ti; 1 6 i < m;s(aj); åñëè t = aj 2 A;r(t) = ( iB + i� 1; åñëè t = ti; 1 6 i < m;0; åñëè t = aj 2 A;r(t) = ( iB + i; åñëè t = ti; 1 6 i < m;mB +m� 1; åñëè t = aj 2 A;Ýòà ñâîäèìîñòü, î÷åâèäíî, ìîæåò áûòü âûïîëíåíà çà ïîëèíîìèàëüíîåâðåìÿ òîëüêî ïî îòíîøåíèþ ê äëèíå çàïèñè èñõîäíîé èí�îðìàöèè, à äëèíàèíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷, ïîëó÷àåìûõ ïðè òàêîì ñâåäåíèè, ïîëèíîìèàëüíîýêâèâàëåíòíà äëèíå èñõîäíûõ çàäà÷. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ (á) è (â) èçîïðåäåëåíèÿ ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè âûïîëíÿþòñÿ. Áîëåå òîãî, íàè-áîëüøåå ÷èñëî â ïîñòðîåííîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷å ðàâíî mB + m � 1,ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ òàêæå óñëîâèå (ã). Îñòàåòñÿ òîëüêî ïîêàçàòü, êàê âîáû÷íûõ äîêàçàòåëüñòâàõ NP -ïîëíîòû, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (à).



4.2. Çàäà÷è ñ ÷èñëîâûìè ïàðàìåòðàìè è ñèëüíàÿ NP -ïîëíîòà 121B B Bz}|{ z}|{ z}|{t1 t2 ::: tm�10 B B + 1 2B + 1 2B + 2 mB +m� 1�èñ. 4.9. Âèä ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íåîáõîäèìûé äëÿ òîãî, ÷òîáû áû-ëè âûïîëíåíû âñå îãðàíè÷åíèÿ èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è èç ÓÏÎ�ßÄÎ×Å-ÍÈÅ ÂÍÓÒ�È ÈÍÒÅ�ÂÀËÎÂ, ïîëó÷àåìîé èç èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è 3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.5.Â ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäàíèé, óäîâëåòâîðÿþùåé ïåðå÷èñëåííûìâûøå óñëîâèÿì, çàäàíèå ti; 1 6 i < m, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ â ïðîìåæóòêåâðåìåíè îò iB+ i�1 äî iB+1, êàê óêàçàíî íà ðèñ. 4.9. Ïðè ýòîì îñòàåòñÿ mîòäåëüíûõ áëîêîâ âðåìåíè ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ B êàæäûé, íî ïîñêîëüêóâðåìåíè â ýòèõ áëîêàõ ðîâíî ñòîëüêî, ÷òîáû ìîæíî áûëî óñïåòü âûïîëíèòüâñå çàäàíèÿ, òî âñå ýòè áëîêè äîëæíû áûòü çàïîëíåíû ïîëíîñòüþ. Ñëå-äîâàòåëüíî, ýòè áëîêè èãðàþò òó æå ðîëü, ÷òî è ìíîæåñòâà S1; S2; ::: ; Smâ èñêîìîì ðàçáèåíèè ìíîæåñòâà A. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî èñêîìàÿ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò èñêîìîåðàçáèåíèå â èñõîäíîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷å èç 3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ.Óñëîâèå (à), ñëåäîâàòåëüíî, òàêæå âûïîëíÿåòñÿ, è ìû äåéñòâèòåëüíî ïî-ëó÷àåì ïñåâäîïîëèíîìèàëüíóþ ñâîäèìîñòü çàäà÷è 3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ ê çàäà÷åÓÏÎ�ßÄÎ×ÅÍÈÅ ÂÍÓÒ�È ÈÍÒÅ�ÂÀËÎÂ. Ïî ëåììå 4.1 îòñþäà ñëåäó-åò, ÷òî ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à NP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå.Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ÷èòàòåëþ ìîæíî ïðåäëîæèòü ïîñòðîèòü àíà-ëîãè÷íîå ñâåäåíèå çàäà÷è 3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ ê çàäà÷å �ÀÑÏÈÑÀÍÈÅ ÄËßÌÓËÜÒÈÏ�ÎÖÅÑÑÎ�ÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ, îïðåäåëåííîé â ðàçä. 3.2.1. Â íà-øèõ ñïèñêàõ NP -ïîëíûõ çàäà÷ èìååòñÿ áîëüøîå ÷èñëî äðóãèõ çàäà÷, ñèëü-íàÿ NP -ïîëíîòà êîòîðûõ äîêàçûâàåòñÿ ñðàâíèòåëüíî íåñëîæíî, íåáîëüøîéìîäè�èêàöèåé ïðèâåäåííûõ ðàíåå äîêàçàòåëüñòâ ïîñðåäñòâîì çàìåíû â íèõçàäà÷è �ÀÇÁÈÅÍÈÅ çàäà÷åé 3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ. Ïðîñòîòà âûïîëíåíèÿ ñîîò-âåòñòâóþùèõ ìîäè�èêàöèé óêàçûâàåò íà ïîëåçíîñòü çàäà÷è 3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ.Íàñòîÿùèé ðàçäåë ìû çàêîí÷èì ïðèìåðîì òîãî, êàê ïñåâäîïîëèíîìè-àëüíàÿ ñâîäèìîñòü çàäà÷è 3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿäîêàçàòåëüñòâà NP -ïîëíîòû çàäà÷è, íå ÿâëÿþùåéñÿ çàäà÷åé ñ ÷èñëîâûìèïàðàìåòðàìè. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ýòà çàäà÷à âîîáùå íå áóäåò ñîäåðæàòü÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ!Íàïîìíèì �îðìóëèðîâêó çàäà÷è ÈÇÎÌÎ�ÔÈÇÌ ÏÎÄ��ÀÔÓ èç ðàçä.2.1: ¾Çàäàíû äâà ãðà�à G è H , âåðíî ëè, ÷òî H èçîìîð�åí íåêîòîðîìóïîäãðà�ó ãðà�à G?¿ Â ðàçä. 3.2.1 ìû äîêàçàëè NP -ïîëíîòó ýòîé çàäà÷è,óêàçàâ, ÷òî îíà ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷ó ÊËÈÊÀ. Îä-íàêî èìååòñÿ îäíà âàæíàÿ ïîäçàäà÷à çàäà÷è ÈÇÎÌÎ�ÔÈÇÌ ÏÎÄ��ÀÔÓ,ïðèíàäëåæíîñòü êîòîðîé êëàññó P óæå óñòàíîâëåíà. Ýòî çàäà÷à ÈÇÎÌÎ�-ÔÈÇÌ ÏÎÄÄÅ�ÅÂÓ. Â íåé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû G è H áûëè äåðåâüÿìè (äåðå-âî � ýòî ñâÿçíûé ãðà�, íå ñîäåðæàùèé öèêëîâ). Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì



122 �ëàâà 4. Ïðèìåíåíèå òåîðèè NP -ïîëíîòû äëÿ àíàëèçà çàäà÷ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è áûë ïîëó÷åí Ýäìîíäñîì è Ìàòóëîé [111℄ (ñì. òàêæå[449℄).Èñõîäÿ èç íàøåé ìåòîäîëîãèè, ñîñòîÿùåé â âîçìîæíî áîëüøåì ñóæåíèèïîãðàíè÷íîé îáëàñòè ìåæäó òðóäíûìè è ëåãêèìè ïîäçàäà÷àìè NP -ïîëíîéçàäà÷è, ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèé âîïðîñ: ¾×òî áóäåò, åñëè ïî-òðåáîâàòü, ÷òîáû òîëüêî îäèí èç ãðà�îâ G èëè H áûë äåðåâîì?¿ Â îäíîìñëó÷àå îòâåò î÷åâèäåí. Âàðèàíò çàäà÷è ÈÇÎÌÎ�ÔÈÇÌ ÏÎÄ��ÀÔÓ, â êî-òîðîì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû G áûë äåðåâîì, ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ïîäçàäà÷è çà-äà÷ó �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÏÓÒÜ è òåì ñàìûì ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíûì, Âàðèàíò,â êîòîðîì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû H áûëî äåðåâîì, áîëåå èíòåðåñåí. Â ýòîì ñëó-÷àå íàì èçâåñòíî, ÷òî åñëè ãðà� H íå àöèêëè÷åí (àöèêëè÷íûé � îçíà÷àåò,íå ñîäåðæèò öèêëîâ), òî H íå ìîæåò áûòü ïîäãðà�îì ãðà�à G, íî îòñþäàîòíþäü íå ñëåäóåò, ÷òî ãðà� H äîëæåí áûòü äåðåâîì (ïîñêîëüêó H ìîæåòîêàçàòüñÿ íåñâÿçíûì). Â îáùåì ñëó÷àå àöèêëè÷íûé ãðà� íàçûâàåòñÿ ëåñîì,ïðè ýòîì ñâÿçíûå ëåñà ÿâëÿþòñÿ äåðåâüÿìè (ðèñ. 4.10).��� ��� � �� �� �G
� ��� ����� ��� ���F

������� ���T�èñ. 4.10. Ïðèìåðû ïðîèçâîëüíîãî ãðà�à G, ëåñà F è äåðåâà T . �ðà� Gíå åñòü ëåñ, à ëåñ F íå åñòü äåðåâî. Ëåñ F íå åñòü ïîäëåñ äåðåâà T , íîêàæäîå äåðåâî èç F åñòü ïîääåðåâî äåðåâà T (ãðà� � Graph, ëåñ � Forest,äåðåâî � Tree).Íàçîâåì ïîäçàäà÷ó çàäà÷è ÈÇÎÌÎ�ÔÈÇÌ ÏÎÄ��ÀÔÓ, â êîòîðîé G� äåðåâî, à H � ëåñ, çàäà÷åé ÈÇÎÌÎ�ÔÈÇÌ ÏÎÄËÅÑÓ. Íåñìîòðÿ íà òî,÷òî ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à àíàëîãè÷íà çàäà÷å ÈÇÎÌÎ�ÔÈÇÌ ÏÎÄÄÅ�ÅÂÓ,ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 4.6. Çàäà÷à ÈÇÎÌÎ�ÔÈÇÌ ÏÎÄËÅÑÓ ÿâëÿåòñÿNP -ïîëíîé.Äîêàçàòåëüñòâî 5. Ïðèíàäëåæíîñòü ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è êëàññóNP ñëå-äóåò èç àíàëîãè÷íîãî ðåçóëüòàòà äëÿ çàäà÷è ÈÇÎÌÎ�ÔÈÇÌ ÏÎÄ��ÀÔÓ.Óêàæåì ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîå ñâåäåíèå çàäà÷è 3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ ê çàäà÷åÈÇÎÌÎ�ÔÈÇÌ ÏÎÄËÅÑÓ. Â ñèëó ëåììû 4.1 îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòüóòâåðæäåíèå òåîðåìû.Ïóñòü A = fa1; a2; ::: ; amg; B 2 Z+ è s(a1); s(a2); ::: ; S(am) 2 Z+ îïðåäå-ëÿåò ïðîèçâîëüíóþ èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó èç 3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ. Ñîîòâåò-ñòâóþùàÿ èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à èç ÈÇÎÌÎ�ÔÈÇÌ ÏÎÄËÅÑÓ ïðåä-ñòàâëåíà íà ðèñ. 4.11.



4.2. Çàäà÷è ñ ÷èñëîâûìè ïàðàìåòðàìè è ñèëüíàÿ NP -ïîëíîòà 123

�èñ. 4..6: Äåðåâî G è ëåñ H, ñîîòâåòñòâóþùèå èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷å 3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.6.Äåðåâî G ñîñòîèò èç m öåïåé, ïî B+1 âåðøèí â êàæäîé, êîíöû êîòîðûõñîåäèíåíû ñ äîïîëíèòåëüíîé îáùåé âåðøèíîé. Ëåñ H ñîñòîèò èç 3m + 1äåðåâà, â èõ ÷èñëî âõîäèò îäíà ¾çâåçäà¿, ñîäåðæàùàÿ m+ 1 âåðøèíó è 3möåïåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò êîíêðåòíîìó ýëåìåíòó a 2 A èèìååò s(a) âåðøèí.Ëþáîé èçîìîð�èçì ãðà�à H ñ ïîäãðà�îì ãðà�à G äîëæåí îòîáðàæàòüöåíòð çâåçäû â åäèíñòâåííóþ âåðøèíó âûñîêîé ñòåïåíè ãðà�à G 1). Âñå mâåðøèí, ñîñåäíèõ ñ öåíòðîì çâåçäû èç H äîëæíû, ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðà-æàòüñÿ â âåðøèíû ãðà�à G, ñîñåäíèå ýòîé âåðøèíå. Ïðè ýòîì â ãðà�å Gîñòàþòñÿ ñâîáîäíûìè m öåïåé (ïðè÷åì êàæäàÿ ñîñòîèò èç B âåðøèí), â êî-òîðûå ïðè èçîìîð�èçìå äîëæíû îòîáðàçèòüñÿ îñòàâøèåñÿ 3m öåïåé ãðà�àH . Îòîáðàæåíèå ýòèõ öåïåé ãðà�à H â îñòàâøèåñÿ ñâîáîäíûìè öåïè ãðà-�à G ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèþ ìíîæåñòâà A íà m ïîäìíîæåñòâ è, ñîãëàñíîíàøåé êîíñòðóêöèè, ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàñóììà ðàçìåðîâ ýëåìåíòîâ êàæäîãî ìíîæåñòâà ðàâíà B. Òàêèì îáðàçîì,èñêîìûé èçîìîð�èçì ãðà�à H ñ ïîäãðà�îì ãðà�à G ñóùåñòâóåò òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò èñêîìîå 3-ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà A.�èñ. 4.11. Äåðåâî G è ëåñ H, ñîîòâåòñòâóþùèå èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷å3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.6.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (à) îïðåäåëåíèÿ ïñåâäîïîëèíî-ìèàëüíîé ñâîäèìîñòè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòà ñâîäèìîñòü ìîæåò áûòü îñóùå-ñòâëåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïî îòíîøåíèþ ê m è B, òàê ÷òî óñëîâèå1Ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî òîëüêî ïðè m > 2. Ïðè m 6 2 ñâîäèìîñòü ìîäè�èöèðóåòñÿî÷åâèäíûì îáðàçîì. � Ïðèì. ðåä.



124 �ëàâà 4. Ïðèìåíåíèå òåîðèè NP -ïîëíîòû äëÿ àíàëèçà çàäà÷(á) òàêæå âûïîëíåíî. Îáùåå ÷èñëî âåðøèí â ãðà�àõ G è H îäèíàêîâî èðàâíî 2(mB + 1), òàê ÷òî âûïîëíåíî è óñëîâèå (â). Íàêîíåö, â êîíñòðóè-ðóåìîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷å ÷èñëîâûå ïàðàìåòðû îòñóòñòâóþò, ïîýòîìóè óñëîâèå (ã) âûïîëíÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 4.1 çàäà÷à ÈÇÎÌÎ�-ÔÈÇÌ ÏÎÄËÅÑÓ NP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî îíàNP -ïîëíà â îáû÷íîì ñìûñëå, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.4.3. Âðåìåíí�aÿ ñëîæíîñòü êàê �óíêöèÿ íàòó-ðàëüíûõ ïàðàìåòðîâÄî ñèõ ïîð â íàñòîÿùåé ãëàâå èçó÷åíèå ïîäçàäà÷ ìîòèâèðîâàëîñü â îñíîâ-íîì òåì, ÷òî íà ïðàêòèêå èñòèííîé íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ïîäçà-äà÷è, à íå ñàìîé îáùåé çàäà÷è. Çíàÿ î÷åðòàíèÿ ïîãðàíè÷íîé îáëàñòè ìåæäóNP -ïîëíûìè è ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûìè ïîäçàäà÷àìè, ïðè âîçíèêíî-âåíèè êîíêðåòíîé ïîäçàäà÷è ìû îêàçûâàåìñÿ ëó÷øå ïîäãîòîâëåííûìè êêîíöåíòðàöèè èññëåäîâàíèé ïî ïîèñêó àëãîðèòìîâ â íàèáîëåå ïåðñïåêòèâ-íîì íàïðàâëåíèè.�åçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå îòíîñèòåëüíî ïîäçàäà÷, ìîãóò áûòü òàêæå èñ-ïîëüçîâàíû â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîãî îðèåíòèðà ïðè ïîèñêå àëãîðèòìàðåøåíèÿ îáùåé çàäà÷è. Åñëè îáùàÿ çàäà÷à îêàçûâàåòñÿ NP -ïîëíîé, òî äëÿå¼ ðåøåíèÿ (åñëè P 6= NP ), êàê íàì èçâåñòíî, ìîãóò ñóùåñòâîâàòü òîëüêîýêñïîíåíöèàëüíûå àëãîðèòìû, íî ðàçíûå àëãîðèòìû ìîãóò áûòü â ðàçëè÷-íîé ñòåïåíè ¾ýêñïîíåíöèàëüíûìè¿, è îäíè ìîãóò îêàçàòüñÿ äëÿ íàñ ïðåäïî-÷òèòåëüíåå äðóãèõ. Ýòî îñîáåííî î÷åâèäíî äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, êîãäàâðåìåíí�aÿ ñëîæíîñòü âûðàæàåòñÿ â òåðìèíàõ åñòåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ çà-äà÷è, à íå â òåðìèíàõ èñêóññòâåííî ñîçäàííîé ¾äëèíû âõîäà¿.�àññìîòðèì, íàïðèìåð, çàäà÷ó �ÀÑÏÈÑÀÍÈÅÄËßÌÓËÜÒÈÏ�ÎÖÅÑ-ÑÎ�ÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ èç ðàçä. 3.2.1. Â ýòîé çàäà÷å íàáîð åñòåñòâåííûõïàðàìåòðîâ âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå âåëè÷èíû: ÷èñëî çàäàíèé n, ÷èñëî ïðî-öåññîðîâ m è äëèòåëüíîñòü L ñàìîãî ïðîäîëæèòåëüíîãî çàäàíèÿ. Îáû÷íûéðåçóëüòàò îáNP -ïîëíîòå ýòîé çàäà÷è, ïîëó÷åííûé â ðàçä. 3.2.1, óòâåðæäàåò,÷òî åñëè P 6= NP , òî çàäà÷à �ÀÑÏÈÑÀÍÈÅ ÄËß ÌÓËÜÒÈÏ�ÎÖÅÑÑÎ�-ÍÎÉÑÈÑÒÅÌÛ íå ìîæåò áûòü ðåøåíà çà âðåìÿ, îãðàíè÷åííîå ïîëèíîìîìîò òð¼õ ïàðàìåòðîâ: n; m è log L. Îäíàêî ìîæíî çàäàòüñÿ âîïðîñîì: ¾Ñóùå-ñòâóåò ëè àëãîðèòì, âðåìåíí�aÿ ñëîæíîñòü êîòîðîãî îãðàíè÷åíà ïîëèíîìîìîò mn è log L, èëè ïîëèíîìîì îò nm è log L, èëè ïîëèíîìîì îò n; m è L,èëè äàæå ïîëèíîìîì îò (nL)m?Ïîëó÷åííûå íàìè ðåçóëüòàòû î ñëîæíîñòè ïîäçàäà÷ ïðîëèâàþò íåêîòî-ðûé ñâåò íà ýòè âîïðîñû. Èñõîäíûé ðåçóëüòàò îá NP -ïîëíîòå çàäà÷è �ÀÑ-ÏÈÑÀÍÈÅ ÄËß ÌÓËÜÒÈÏ�ÎÖÅÑÑÎ�ÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ ïîêàçûâàåò âäåéñòâèòåëüíîñòè, ÷òî ïîäçàäà÷à, â êîòîðîé m îãðàíè÷åíî ÷èñëîì 2, ÿâ-ëÿåòñÿ NP -ïîëíîé. Ïî ýòîé ïðè÷èíå (åñëè P 6= NP ) äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷èíå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü àëãîðèòìà, âðåìåíí�aÿ ñëîæíîñòü êîòîðîãî îãðàíè-÷åíà ïîëèíîìîì îò nm è log L, ïîñêîëüêó äëÿ óêàçàííîé ïîäçàäà÷è ýòîò



4.3. Âðåìåíí�aÿ ñëîæíîñòü êàê �óíêöèÿ íàòóðàëüíûõ ïàðàìåòðîâ 125àëãîðèòì áûë áû ïîëèíîìèàëüíûì. Ïîëó÷åííûå íàìè ðåçóëüòàòû íå èñ-êëþ÷àþò ñóùåñòâîâàíèå àëãîðèòìà, âðåìåíí�aÿ ñëîæíîñòü êîòîðîãî áûëàáû îãðàíè÷åíà ïîëèíîìîì îò mn è log L, è â äåéñòâèòåëüíîñòè àëãîðèò-ìû ïîëíîãî ïåðåáîðà, èìåþùèå òàêóþ âðåìåíí�yþ ñëîæíîñòü, ìîãóò áûòüïîñòðîåíû. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñèëüíàÿ NP -ïîëíîòà çàäà÷è �ÀÑÏÈÑÀ-ÍÈÅ ÄËßÌÓËÜÒÈÏ�ÎÖÅÑÑÎ�ÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ, î êîòîðîé ãîâîðèëîñüâ ðàçä. 4.2.2, èñêëþ÷àåò ñóùåñòâîâàíèå àëãîðèòìîâ, ïîëèíîìèàëüíûõ ïîn; m è L (åñëè P 6= NP ).Îäíàêî ýòîò ðåçóëüòàò îñòàâëÿåò îòêðûòûì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè àë-ãîðèòìà, ïîëèíîìèàëüíîãî ïî (nL)m (êîòîðûé äàâàë áû ïñåâäîïîëèíîìè-àëüíûé àëãîðèòì ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè m), è îïÿòü-òàêèìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òàêîé àëãîðèòì ñóùåñòâóåò.Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàÿ ïîäçàäà÷è, âîçíèêàþùèå èç èñõîäíîé çà-äà÷è ïðè îãðàíè÷åíèè îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ èç å¼ åñòåñòâåííûõ ïàðàìåò-ðîâ, ìû ïîëó÷àåì ïîëåçíóþ èí�îðìàöèþ î âîçìîæíûõ òèïàõ àëãîðèòìîâðåøåíèÿ îáùåé çàäà÷è. Îäíàêî, ÷òîáû îáåñïå÷èòü âûðàçèìîñòü Length(I)â âèäå ïîëèíîìà îò ïàðàìåòðîâ, âûáðàííûõ íàìè â êà÷åñòâå äîñòàòî÷íûõïðåäñòàâèòåëåé ðàçìåðà èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è, äîëæíû áûòü ïðèíÿòûîñîáûå ìåðû ïðåäîñòîðîæíîñòè. (×òîáû äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è êëàññ ðàíååðàññìîòðåííûõ ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ ñîâïàäàë ñ êëàññîì àëãîðèò-ìîâ, ïîëèíîìèàëüíûõ îòíîñèòåëüíî âûáðàííûõ ïàðàìåòðîâ.) À â îñòàëüíîììîæíî âûáèðàòü ëþáûå ïàðàìåòðû, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ åñòåñòâåííû-ìè è àäåêâàòíî îòðàæàþùèìè ñìûñë çàäà÷è. Èç îáùåãî ðåçóëüòàòà îá NP -ïîëíîòå, ñëåäîâàòåëüíî, áóäåò âûòåêàòü, ÷òî çàäà÷ó íåëüçÿ ðåøèòü çà âðå-ìÿ, îãðàíè÷åííîå ïîëèíîìîì îò âñåõ âûáðàííûõ ïàðàìåòðîâ, à èí�îðìà-öèÿ, ïîëó÷àåìàÿ ïðè îãðàíè÷åíèè ýòèõ ïàðàìåòðîâ, ìîæåò èìåòü áîëüøîåçíà÷åíèå â ñâÿçè ñ ñóùåñòâîâàíèåì îáùèõ àëãîðèòìîâ äðóãèõ òèïîâ.Õîòÿ âîïðîñû, êàñàþùèåñÿ ñèëüíîé NP -ïîëíîòû è ñóùåñòâîâàíèÿ ïñåâ-äîïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ, îòíîñÿòñÿ â îñíîâíîì ê çàäà÷àì ñ ÷èñëîâû-ìè ïàðàìåòðàìè, îäíàêî àíàëîãè÷íûå ìåòîäû ìîæíî ïëîäîòâîðíî ïðèìå-íÿòü è ê äðóãèì çàäà÷àì. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî â ëþáîé çàäà÷å èìåþò-ñÿ ÷èñëîâûå ïàðàìåòðû, òàêèå, êàê ìîùíîñòè ìíîæåñòâ, çíà÷åíèÿ ãðàíèö èò.ä. Íàïðèìåð, NP -ïîëíîòà çàäà÷è 3-ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ íå äîïóñêàåò (ïðèóñëîâèè P 6= NP ) ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜàëãîðèòìà, âðåìåíí�aÿ ñëîæíîñòü êîòîðîãî áûëà áû îãðàíè÷åíà ïîëèíîìîìîò (nm)M (ãäå m � ÷èñëî äèçúþíêöèé, n � ÷èñëî ëèòåðàëîâ,M � ìàêñèìóì÷èñëà ëèòåðàëîâ â äèçúþíêöèè). Íàïðîòèâ, äëÿ çàäà÷è ÊËÈÊÀ ñóùåñòâóåòàëãîðèòì ñ îöåíêîé nD (ãäå n � ÷èñëî âåðøèí ãðà�à,D � ìàêñèìàëüíàÿ ñòå-ïåíü âåðøèíû). Òàêèì îáðàçîì, òåîðèÿ NP -ïîëíûõ çàäà÷ ìîæåò ñëóæèòüîðèåíòèðîì íå òîëüêî ïðè ïîèñêå ïîëèíîìèàëüíûõ, íî è ýêñïîíåíöèàëüíûõàëãîðèòìîâ.



�ëàâà 5.NP -òðóäíûå çàäà÷èÂ ýòîé ãëàâå ìû çàâåðøèì ðàññìîòðåíèå îñíîâíûõ ïîíÿòèé è ïðèìåíåíèéòåîðèè NP -ïîëíûõ çàäà÷. �ëàâà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Â ïåðâîé, îñíîâíîé,÷àñòè ïîêàçàíî, êàê ñ�åðà ïðèëîæåíèé ýòîé òåîðèè ìîæåò áûòü ðàñøèðåíàçà ïðåäåëû êëàññà NP ïðè èñïîëüçîâàíèè ñâîäèìîñòè çàäà÷ áîëåå îáùåãîâèäà. Âî âòîðîé ÷àñòè äà¼òñÿ êðàòêàÿ èñòîðè÷åñêàÿ ñïðàâêà î ðàçâèòèèòåîðèè NP -ïîëíîòû è ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå àëüòåðíàòèâíûå îïðåäåëåíèÿè òåðìèíû, ïîëó÷èâøèå ðàñïðîñòðàíåíèå â ëèòåðàòóðå.5.1. Ñâîäèìîñòü ïî Òüþðèíãó è NP -òðóäíûå çà-äà÷èÕîòÿ äî ñèõ ïîð ìû îãðàíè÷èâàëèñü â îñíîâíîì çàäà÷àìè èç êëàññà NP ,î÷åâèäíî, ÷òî ìåòîäû, èñïîëüçóåìûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà NP -ïîëíîòû çà-äà÷, ìîæíî òàêæå ïðèìåíÿòü äëÿ óñòàíîâëåíèÿ òðóäíîñòè çàäà÷, ëåæàùèõâíå êëàññà NP . Ïóñòü Ï � ïðîèçâîëüíàÿ çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâ, êêîòîðîé ñâîäèòñÿ íåêîòîðàÿ NP -ïîëíàÿ çàäà÷à. Òîãäà íåçàâèñèìî îò òîãî,ïðèíàäëåæèò ëè çàäà÷à Ï êëàññó NP èëè íåò, îíà îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì,÷òî å¼ íåâîçìîæíî ðåøèòü çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè P 6= NP . Áó-äåì ãîâîðèòü, ÷òî òàêàÿ çàäà÷à Ï ÿâëÿåòñÿ ¾NP -òðóäíîé¿, ïîñêîëüêó îíà âíåêîòîðîì ñìûñëå íå ìåíåå òðóäíà, ÷åì ëþáàÿ NP -ïîëíàÿ çàäà÷à.Íèæå áóäåò äàíî áîëåå îáùåå îïðåäåëåíèå NP -òðóäíîé çàäà÷è. Ýòî îáú-ÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî îïðåäåëåíèå ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè çàäà÷ ìîæíîîáîáùèòü íà áîëåå øèðîêèé êëàññ çàäà÷, ÷åì çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ, ïðè-÷åì âñå îíè îêàæóòñÿ íå ìåíåå òðóäíûìè, ÷åì NP -ïîëíûå çàäà÷è. Êàê èâ ãë. 2, âñå îïðåäåëåíèÿ áóäóò äàíû è �îðìàëüíî � â òåðìèíàõ ÿçûêîâ èìàøèí Òüþðèíãà, è íå�îðìàëüíî � òåðìèíàõ çàäà÷ è àëãîðèòìîâ.Ýòîò áîëåå îáùèé êëàññ çàäà÷, ê êîòîðûì áóäóò ïðèìåíèìû íàøè îïðå-äåëåíèÿ, � êëàññ òàê íàçûâàåìûõ ¾ïåðåáîðíûõ çàäà÷¿, èëè ¾çàäà÷ ïîèñ-êà¿. Ïåðåáîðíàÿ çàäà÷à Ï îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî D� êîíå÷íûõ îáú-åêòîâ, íàçûâàåìûõ èíäèâèäóàëüíûìè çàäà÷àìè, ïðè÷¼ì äëÿ êàæäîé èíäè-



5.1. Ñâîäèìîñòü ïî Òüþðèíãó è NP -òðóäíûå çàäà÷è 127âèäóàëüíîé çàäà÷è I 2 D� èçâåñòíî ìíîæåñòâî S�[I ℄ êîíå÷íûõ îáúåêòîâ,íàçûâàåìûõ ðåøåíèÿìè çàäà÷è I . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àëãîðèòì ðåøàåòïåðåáîðíóþ çàäà÷ó II, åñëè, ïîëó÷èâ â êà÷åñòâå âõîäà ïðîèçâîëüíóþ èíäè-âèäóàëüíóþ çàäà÷ó I 2 D�, ýòîò àëãîðèòì âûäà¼ò îòâåò ¾íåò¿, åñëè S�[I ℄ïóñòî, è âûðàáàòûâàåò íåêîòîðîå ðåøåíèå s 2 S�[I ℄ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî ðåøåíèé â èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷å î êîììèâîÿæå-ðå (â îïòèìèçàöèîííîé ïîñòàíîâêå) ñîñòîèò èç âñåõ ìàðøðóòîâ, èìåþùèõìèíèìàëüíî âîçìîæíóþ äëèíó. Îò àëãîðèòìà, êîòîðûé ðåøàåò ýòó ïåðåáîð-íóþ çàäà÷ó, òðåáóåòñÿ òîëüêî óìåíèå íàõîäèòü äëÿ ëþáîé èíäèâèäóàëüíîéçàäà÷è îäèí èç òàêèõ ìàðøðóòîâ. Äðóãîé ïðèìåð � êîãäà ìíîæåñòâî S�[I ℄ìîæåò îêàçàòüñÿ ïóñòûì � äà¼ò íàì òàê íàçûâàåìàÿ ¾çàäà÷à êîíñòðóèðî-âàíèÿ ãàìèëüòîíîâà öèêëà¿, â êîòîðîé ìíîæåñòâî ðåøåíèé äëÿ çàäàííîãîãðà�à G ñîñòîèò èç âñåõ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ â G. Àëãîðèòì ðåøåíèÿýòîé çàäà÷è äîëæåí âûäàâàòü ¾íåò¿, êîãäà G íå ñîäåðæèò ãàìèëüòîíîâàöèêëà; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îí äîëæåí óêàçàòü îäèí òàêîé öèêë äëÿ G. Çà-ìåòèì, ÷òî ëþáàÿ çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ìîæåò áûòü ñ�îðìóëèðîâàíà êàêïåðåáîðíàÿ çàäà÷à ñëåäóþùèì îáðàçîì:S�[I ℄ = ( f"äà"g; åñëè I 2 Y�;?; åñëè I =2 Y�;Ïîëåçíî îòìåòèòü, ÷òî âñå çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ ðàíåå áûëè ñ�îðìóëè-ðîâàíû èìåííî òàêèì îáðàçîì, ïîýòîìó ëþáàÿ çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ìîæåòðàññìàòðèâàòüñÿ ïðîñòî êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ïåðåáîðíîé çàäà÷è.Â �îðìàëüíûõ òåðìèíàõ ïåðåáîðíîé çàäà÷å ñîîòâåòñòâóåò ïîíÿòèå ¾ñëî-âàðíîãî îòíîøåíèÿ¿. Ïóñòü èìååòñÿ êîíå÷íûé àë�àâèò �. Ñëîâàðíûì îò-íîøåíèåì íàä àë�àâèòîì � íàçûâàåòñÿ áèíàðíîå îòíîøåíèå R � �+��+,ãäå �+ = ��nf"g � ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ ñëîâ íàä �. ßçûê L íàä �ìîæíî îòîæäåñòâëÿòü ñî ñëîâàðíûì îòíîøåíèåìR = f(x; s) : x 2 �+è x 2 Lg;ãäå s � ëþáîé �èêñèðîâàííûé ñèìâîë èç �. (Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì èãíîðè-ðóåòñÿ âîïðîñ, ïðèíàäëåæèò ëè ÿçûêó ïóñòîå ñëîâî, îäíàêî ýòî íå âëèÿåòíà âû÷èñëèòåëüíûå âîïðîñû, êîòîðûìè ìû çàíèìàåìñÿ.) Ìû ãîâîðèì, ÷òî�óíêöèÿ f : �� ! �� ðåàëèçóåò ñëîâàðíîå îòíîøåíèå R òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî x 2 �+ èìååò ìåñòî f(x) = ", åñëè íå ñóùå-ñòâóåò y 2 �+, òàêîãî, ÷òî (x; y) 2 R; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå f(x) ðàâíÿåòñÿíåêîòîðîìó y 2 �+ äëÿ êîòîðîãî (x; y) 2 R. ÄÌÒ-ïðîãðàììà M ðàçðåøà-åò ñëîâàðíîå îòíîøåíèå R, åñëè �óíêöèÿ fM , âû÷èñëèìàÿ ïðîãðàììîéM ,ðåàëèçóåò R.Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïåðåáîðíûìè çàäà÷àìè è ñëîâàðíûìè îòíîøåíèÿ-ìè îñóùåñòâëÿåòñÿ ñíîâà ñ ïîìîùüþ ñõåì êîäèðîâàíèÿ, òîëüêî òåïåðü ñõåìàêîäèðîâàíèÿ äëÿ çàäà÷è Ï äîëæíà âûäàâàòü êàê ñëîâî, ÿâëÿþùååñÿ êîäîìêàæäîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è I 2 D�, òàê è ñëîâî, ÿâëÿþùååñÿ êîäîìêàæäîãî ðåøåíèÿ s 2 S�[I ℄. Ïðè òàêîé ñõåìå êîäèðîâàíèÿ e ïåðåáîðíàÿ



128 �ëàâà 5. NP -òðóäíûå çàäà÷èçàäà÷à Ï ñîîòâåòñòâóåò ñëîâàðíîìó îòíîøåíèþ R[�; e℄, îïðåäåë¼ííîìó ñëå-äóþùèì îáðàçîì:R[�; e℄ = 8>>><>>>: x 2 �+ÿâëÿåòñÿ êîäîì èíäèâèäóàëüíîé(x; y) : çàäà÷è I 2 D�; a y 2 �+ � êîäîìíåêîòîðîãî ðåøåíèÿ s 2 S�[I ℄ïðè ñõåìå êîäèðîâàíèÿ e 9>>>=>>>; :Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäà÷à Ï (ïðè ñõåìå êîäèðîâàíèÿ e) ðàçðåøèìà ïîëè-íîìèàëüíûì àëãîðèòìîì, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíàÿ ÄÌÒ-ïðîãðàì-ìà, êîòîðàÿ ¾ðàçðåøàåò¿ R[�; e℄.Íåîáõîäèìîñòü îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè âûçâà-íà òåì, ÷òî ëþáîå ïîëèíîìèàëüíîå ñâåäåíèå çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ II ê çà-äà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ �0 ïîðîæäàåò àëãîðèòì A äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ï ïðèïîìîùè ãèïîòåòè÷åñêîé ¾ïîäïðîãðàììû¿ ðåøåíèÿ çàäà÷è �0. Åñëè äàíà ïå-ðåáîðíàÿ çàäà÷à Ï è å¼ èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à I , òî ýòîò àëãîðèòì ñíà÷àëàêîíñòðóèðóåò ýêâèâàëåíòíóþ èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó I 0 èç �0, çàòåì ïðèìå-íÿåò óïîìÿíóòóþ ïîäïðîãðàììó ê I 0 è íàêîíåö âûäà¼ò îòâåò, âûðàáîòàííûéýòîé ïîäïðîãðàììîé, ïîñêîëüêó îí áóäåò òàêæå ïðàâèëüíûì îòâåòîì äëÿI . Çà èñêëþ÷åíèåì âðåìåíè ðàáîòû ïîäïðîãðàììû, àëãîðèòì A ðàáîòàåòâ òå÷åíèå ïîëèíîìèàëüíîãî âðåìåíè. Òàêèì îáðàçîì, åñëè áû ïîäïðîãðàì-ìà ïðåäñòàâëÿëà ñîáîé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è �0, âñÿîïèñàííàÿ ïðîöåäóðà öåëèêîì áûëà áû ïîëèíîìèàëüíûì àëãîðèòìîì äëÿðåøåíèÿ çàäà÷è Ï.Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå îñòàíåòñÿ ñïðàâåäëèâûì, åñëè àë-ãîðèòì A áóäåò èñïîëüçîâàòü ïîäïðîãðàììó äëÿ �0 íåñêîëüêî (íî íå áîëåå÷åì ïîëèíîìèàëüíîå ÷èñëî) ðàç, è äàæå åñëè ïðåäïîëàãàåìàÿ ïîäïðîãðàììàáóäåò ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ðåøåíèÿ ïåðåáîðíîé çàäà÷è, à íå çàäà÷è ðàñïîçíà-âàíèÿ. Ýòî ÿâëÿåòñÿ îñíîâàíèåì äëÿ ïðåäëàãàåìîãî íèæå îáîáùåíèÿ. Áóäåìãîâîðèòü, ÷òî ïåðåáîðíàÿ çàäà÷à Ï ñâîäèòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ê ïå-ðåáîðíîé çàäà÷å �0 â ñìûñëå Òüþðèíãà (èëè, äëÿ êðàòêîñòè, ñâîäèòñÿ ïîÒüþðèíãó), åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì A, êîòîðûé ðåøàåò çàäà÷ó Ï ñ ïîìî-ùüþ ãèïîòåòè÷åñêîé ïîäïðîãðàììû S ðåøåíèÿ çàäà÷è �0, òàêîé, ÷òî åñëèS áûëà áû ïîëèíîìèàëüíûì àëãîðèòìîì äëÿ �0, òî A áûë áû ïîëèíîìè-àëüíûì àëãîðèòìîì äëÿ Ï.Ýòî îïðåäåëåíèå ìîæíî �îðìàëüíî âûðàçèòü â òåðìèíàõ òàê íàçûâàå-ìûõ îðàêóëúíûõ ìàøèí. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ìû ïîëüçóåìñÿ ìîäåëüþ ìà-øèíû Òüþðèíãà, õîòÿ àíàëîãè÷íûå îïðåäåëåíèÿ ìîæíî áûëî áû ñäåëàòüñ ïîìîùüþ ëþáîé ñòàíäàðòíîé ìîäåëè âû÷èñëåíèé. Îðàêóëüíàÿ ìàøèíàÒüþðèíãà (ÎÌÒ) ñîñòîèò èç ñòàíäàðòíîé äåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíû Òüþ-ðèíãà, ñíàáæåííîé äîïîëíèòåëüíîé îðàêóëüíîé ëåíòîé ñ ÿ÷åéêàìè, êîòî-ðûå çàíóìåðîâàíû ÷èñëàìè :::� 2;�1; 0; 1; 2:::, è ÷èòàþùåé/ ïèøóùåé îðà-êóëüíîé ãîëîâêîé äëÿ ðàáîòû ñ ýòîé ëåíòîé. Ñõåìàòè÷åñêè ýòà ìàøèíà èçîá-ðàæåíà íà ðèñ. 5.1.
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�èñ. 5..1: Ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå îðàêóëüíîé ìàøèíû Òüþðèíãà(ÎÌÒ).Ïðîãðàììà äëÿ ÎÌÒ àíàëîãè÷íà ïðîãðàììàì äëÿ äåòåðìèíèðîâàííîéìàøèíû Òüþðèíãà è õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèìè äàííûìè:(1) êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì � ëåíòî÷íûõ ñèìâîëîâ, ñîäåðæàùèì íåêîòî-ðîå ïîäìíîæåñòâî � 2 � âõîäíûõ ñèìâîëîâ è âûäåëåííûé ïóñòîé ñèìâîëb 2 �� �;(2) êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé Q, ñðåäè êîòîðûõ âûäåëåíû íåêî-òîðîå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå q0, êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå qh, âûäåëåííîå ñîñòîÿ-íèå âîïðîñà ê îðàêóëó q
 è ðåçþìèðóþùåå ñîñòîÿíèå qr;(3) ïåðåõîäíîé �óíêöèåéÆ : (Q� fqh; q
g)� �� �! Q� �� �f�1;+1g � f�1;+1g:Âû÷èñëåíèå ïðîãðàììû íà ÎÌÒ, èìåþùåé âõîä x 2 ��, î÷åíü ñõîäíî ñâû÷èñëåíèåì íà ÄÌÒ, çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî åñëè óïðàâëÿþùåå óñòðîé-ñòâî íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè q
, òî ïîâåäåíèå íà ñëåäóþùåì øàãå çàâèñèò îòêîíêðåòíîé îðàêóëüíîé �óíêöèè g : �� ! ��. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âû÷èñ-ëåíèÿ ñèìâîëû ñëîâà x çàïèñàíû â ÿ÷åéêàõ ñ íîìåðàìè 1; ::: ; jxj îñíîâíîéëåíòû, ïðè ýòîì îñòàëüíûå ÿ÷åéêè ýòîé ëåíòû è âñå ÿ÷åéêè îðàêóëüíîé ëåí-òû ïóñòû, êàæäàÿ ãîëîâêà íàõîäèòñÿ íàä ÿ÷åéêîé 1 íà ñâîåé ëåíòå è óïðàâ-ëÿþùåå óñòðîéñòâî íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè q0. Âû÷èñëåíèÿ îñóùåñòâëÿþòñÿøàã çà øàãîì, ïðè÷åì íà êàæäîì øàãå ìîæåò âîçíèêíóòü îäíà èç òð¼õñèòóàöèé:à. Åñëè òåêóùåå ñîñòîÿíèå åñòü qh, òî âû÷èñëåíèå çàêàí÷èâàåòñÿ, è íàýòîì ðàáîòà ìàøèíû ïðåêðàùàåòñÿ.á. Åñëè òåêóùåå ñîñòîÿíèå q 2 Q n fqh; q
g; òî ïîâåäåíèå çàâèñèò îò ñèì-âîëîâ, ïðî÷èòàííûõ íà ëåíòàõ, è îò ïåðåõîäíîé �óíêöèè Æ. Ïóñòü s1 � ýòîñèìâîë â ÿ÷åéêå, ïðîñìàòðèâàåìîé â òåêóùèé ìîìåíò îñíîâíîé ãîëîâêîé,s2 � ñèìâîë â ÿ÷åéêå, ïðîñìàòðèâàåìîé â ýòîò ìîìåíò îðàêóëüíîé ãîëîâ-êîé, è (q0; s01; s02;�1;�2) � çíà÷åíèå Æ(q1; s1; s2). Òîãäà ìàøèíà ïåðåõîäèò



130 �ëàâà 5. NP -òðóäíûå çàäà÷èèç ñîñòîÿíèÿ q â ñîñòîÿíèå q0; îñíîâíàÿ ãîëîâêà çàïèñûâàåò s01 âìåñòî s1 èñäâèãàåòñÿ íà 1 ÿ÷åéêó âïðàâî, åñëè �1 = +1, èëè íà 1 ÿ÷åéêó âëåâî, åñëè�1 = �1; îðàêóëüíàÿ ãîëîâêà. çàïèñûâàåò s02 âìåñòî s2 è ñäâèãàåòñÿ àíàëî-ãè÷íî â ñîîòâåòñòâèè ñî çíà÷åíèåì �2. Òàêèì îáðàçîì, âñ¼ ïðîèñõîäèò êàêíà îäíîì øàãå â îáû÷íîé ÄÌÒ, çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî èñïîëüçóþòñÿ äâåëåíòû.â. Åñëè òåêóùåå ñîñòîÿíèå åñòü q
, òî ïîâåäåíèå çàâèñèò îò ñîäåðæà-íèÿ îðàêóëüíîé ëåíòû è îò îðàêóëüíîé �óíêöèè q. Ïóñòü y 2 �� � ñëîâî,çàïèñàííîå íà ëåíòå, íà÷èíàÿ ñ 1-îé ÿ÷åéêè è êîí÷àÿ òîé, â êîòîðîé ðàñ-ïîëîæåíà îðàêóëüíàÿ ãîëîâêà, ïðè÷åì y = ", åñëè ýòà ãîëîâêà íàõîäèòñÿëåâåå ÿ÷åéêè 1. Òîãäà çà îäèí øàã îðàêóëüíàÿ ëåíòà èçìåíÿåòñÿ òàê, ÷òî âÿ÷åéêàõ 1; ::: ; jzj îêàçûâàåòñÿ çàïèñàííûì ñëîâî r, à îñòàëüíûå ÿ÷åéêè ïó-ñòû; îðàêóëüíàÿ ãîëîâêà ïåðåìåùàåòñÿ â ïîçèöèþ äëÿ ïðîñìîòðà ÿ÷åéêè 1,è ìàøèíà ïåðåõîäèò èç ñîñòîÿíèÿ q
 â ñîñòîÿíèå qr. Ýòîò øàã íå èçìåíÿåòñîäåðæèìîãî îñíîâíîé ëåíòû è ïîëîæåíèÿ îñíîâíîé ãîëîâêè.�ëàâíîå ðàçëè÷èå ìåæäó ÎÌÒ è ÄÌÒ ïðîÿâëÿåòñÿ â ïîñëåäíåé ñèòóà-öèè, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòü ÎÌÒ ¾êîíñóëüòèðîâàòüñÿ ñ îðàêó-ëîì¿. Åñëè ÎÌÒ çàïèñûâàåò âîïðîñ y íà îðàêóëüíîé ëåíòå è çàòåì ïðèíè-ìàåò ñîñòîÿíèå âîïðîñà ê îðàêóëó, îòâåòíîå ñëîâî z = g(y) âûäà¼òñÿ çà îäèíøàã âû÷èñëåíèÿ. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò îáðàùåíèþ ê ãèïîòåòè÷åñêîé ïîäïðî-ãðàììå âû÷èñëåíèÿ �óíêöèè g. Âû÷èñëåíèå ÎÌÒ-ïðîãðàììû M íà âõîäåx çàâèñèò êàê îò x, òàê è îò èñïîëüçóåìîé îðàêóëüíîé �óíêöèè g.Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèìâîëMg äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ¾ðåëÿòèâèçèðîâàí-íîé¿ ÎÌÒ-ïðîãðàììû, ïîëó÷àåìîé ïóòåì êîìáèíèðîâàíèÿ ïðîãðàììû mñ îðàêóëîì g. Åñëè Mg îñòàíàâëèâàåòñÿ íà âñåõ âõîäàõ x 2 ��, å¼ ìîæ-íî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîãðàììó, âû÷èñëÿþùóþ �óíêöèþ fgM : �� ! ��,îïðåäåëÿåìóþ òî÷íî òàê æå, êàê äëÿ ñëó÷àÿ ÄÌÒ. Áóäåì íàçûâàòü Mg ïî-ëèíîìèàëüíîé ÎÌÒ-ïðîãðàììîé, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëèíîì p, òàêîé, ÷òîMgîñòàíàâëèâàåòñÿ íà p(jxj) øàãîâ äëÿ ëþáîãî x 2 ��.Ïóñòü R è R0 � äâà ïðîèçâîëüíûõ ñëîâàðíûõ îòíîøåíèÿ íàä àë�àâè-òîì �. Îïðåäåëèì ïîëèíîìèàëüíóþ ñâîäèìîñòü R ê R0 â ñìûñëå Òüþðèíãàêàê ÎÌÒ-ïðîãðàììó M ñ âõîäíûì àë�àâèòîì �, òàêóþ, ÷òî äëÿ ëþáîé�óíêöèè g : �� ! ��, ðåàëèçóþùåé îòíîøåíèå R0, ðåëÿòèâèçèðîâàííàÿïðîãðàììà Mg áóäåò ïîëèíîìèàëüíîé ÎÌÒ-ïðîãðàììîé, à �óíêöèÿ fgM ,âû÷èñëåííàÿ ïðîãðàììîé Mg , áóäåò ðåàëèçîâûâàòü îòíîøåíèå R. Åñëè Ròàêèì îáðàçîì ñâîäèòñÿ ê R0, òî ýòî îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:R _T R0 (÷èòàåòñÿ ¾R ñâîäèòñÿ ê R0 ïî Òüþðèíãó¿). Çàìåòèì, ÷òî _T ,ïîäîáíî _, òðàíçèòèâíî.Òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ¾NP -òðóäíîé¿ çàäà÷è. Ñëîâàðíîå îò-íîøåíèå R íàçîâåì NP -òðóäíûì, åñëè ñóùåñòâóåò NP -ïîëíûé ÿçûê L (â1Â ïåðâîì èçäàíèè êíèãè y îïðåäåëÿëîñü òàê: ïóñòü y 2 �� � ýòî ñëîâî, çàïèñàííîå âÿ÷åéêàõ 1; :::; jyj îðàêóëüíîé ëåïòû, ãäå ÿ÷åéêà jyj+ 1 � ïåðâàÿ ïóñòàÿ ÿ÷åéêà âïðàâî îòÿ÷åéêè 0 è ïóñòü z 2 �� � çíà÷åíèå g(y). Àâòîðû áëàãîäàðÿò Äæ. Ëóêåðà çà åãî çàìå÷àíèå,ïîçâîëèâøåå óòî÷íèòü îïðåäåëåíèå ñëîâà y. (Ìîæíî ïîêàçàòü â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ, ÷òîíåêîòîðûå NP -òðóäíûå çàäà÷è ðåøàëèñü áû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè èñïîëüçîâàòüîïðåäåëåíèå, ïðåäñòàâëåíîå â 1-ì èçäàíèè.) � Äîïîëíåíèå àâòîðîâ.



5.1. Ñâîäèìîñòü ïî Òüþðèíãó è NP -òðóäíûå çàäà÷è 131ñâîþ î÷åðåäü ïðåäñòàâëåííûé êàê ñëîâàðíîå îòíîøåíèå îïèñàííûì âûøåñïîñîáîì), òàêîé, ÷òî L _T R. Ïåðåáîðíàÿ çàäà÷à Ï (ïðè ñõåìå êîäèðîâà-íèÿ e) íàçûâàåòñÿ NP -òðóäíîé, åñëè ñëîâàðíîå îòíîøåíèå R[�; e℄ ÿâëÿåòñÿNP -òðóäíûì. Íå�îðìàëüíî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïåðåáîðíàÿ çàäà÷à � ÿâëÿ-åòñÿ NP -òðóäíîé, åñëè ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ NP -ïîëíàÿ çàäà÷à �0, êîòîðàÿñâîäèòñÿ ïî Òüþðèíãó ê çàäà÷å Ï. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè ñëîâàðíîå îò-íîøåíèå R (èëè ïåðåáîðíàÿ çàäà÷à Ï) ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíîé, òî çàäà÷à Ïíå ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè P 6= NP .Çàìåòèì, ÷òî åñëè R � ïðîèçâîëüíîå NP -òðóäíîå ñëîâàðíîå îòíîøåíèåè ïðè ýòîì R ñâîäèòñÿ ïî Òüþðèíãó ê ñëîâàðíîìó îòíîøåíèþ R0, òî, âñèëó òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ _T , ñëîâàðíîå îòíîøåíèå R0 òàêæå äîëæ-íî áûòüNP -òðóäíûì. Áîëåå òîãî, èñïîëüçóÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ÿçûêàìè èñëîâàðíûìè îòíîøåíèÿìè, à òàêæå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó çàäà÷àìè ðàñïîçíà-âàíèÿ è ïåðåáîðíûìè çàäà÷àìè, íåìåäëåííî ïîëó÷àåì, ÷òî âñå NP -ïîëíûåÿçûêè è âñå NP -ïîëíûå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ NP -òðóäíûìè.Ìû âåðíåìñÿ ê ÎÌÒ â ãë. 7, à ñåé÷àñ ïðîäîëæèì îáñóæäåíèå íà óðîâíåçàäà÷, ïðèìåíÿÿ ââåä¼ííûå âûøå ïîíÿòèÿ ñâîäèìîñòè ïî Òüþðèíãó, è NP -òðóäíûõ çàäà÷ îáû÷íûì íå�îðìàëüíûì îáðàçîì. Ïåðâîå è íàèáîëåå òðèâè-àëüíîå ïðèìåíåíèå êàñàåòñÿ çàäà÷, äîïîëíèòåëüíûõ ê NP -ïîëíûì. Çàäà÷à�
 íàçûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíîé ê çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ Ï, åñëè å¼ îáëàñòüîïðåäåëåíèÿ � ýòî ìíîæåñòâî D�, à ìíîæåñòâîì ïîëîæèòåëüíûõ îòâåòîâÿâëÿåòñÿ D� n Y�. Â ãë. 2 ìû îòìåòèëè, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå èçâåñòíî,ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî èç ïðèíàäëåæíîñòè çàäà÷è Ï êëàññóNP ñëåäóåò,÷òî �
 2 NP . Äàëåå, ñîâñåì íå î÷åâèäíî, ÷òî çàäà÷ó Ï ìîæíî ïîëèíîìè-àëüíûì îáðàçîì ñâåñòè ê çàäà÷å �
 èç-çà íåñèììåòðè÷íîñòè îòâåòîâ ¾äà¿è ¾íåò¿. Îäíàêî ñîâåðøåííî òðèâèàëüíî, ÷òî çàäà÷à Ï ñâîäèòñÿ ïî Òüþ-ðèíãó ê �
 (è îáðàòíî); ïîýòîìó, åñëè çàäà÷à Ï ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé èëèNP -òðóäíîé, òî è �
 äîëæíà áûòü NP -òðóäíîé.Âòîðîå ïðèìåíåíèå îòíîñèòñÿ ê òàêèì ïåðåáîðíûì çàäà÷àì, êàê îïòèìè-çàöèîííàÿ çàäà÷à î êîììèâîÿæåðå èëè çàäà÷à î êîíñòðóèðîâàíèè ãàìèëüòî-íîâà öèêëà, ó êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ NP -ïîëíû.Âñÿêèé ðàç, êîãäà ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîëèíîìèàëüíûì àëãîðèòìîìïåðåáîðíîé çàäà÷è äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ çàïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, ñóùåñòâóåò ñâîäèìîñòü ïî Òüþðèíãó ìåæäó íèìè,è, ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé ðåçóëüòàò, êàñàþùèéñÿ NP -ïîëíîòû çàäà÷è ðàñïî-çíàâàíèÿ ìîæåò áûòü ïåðå�îðìóëèðîâàí êàê ðåçóëüòàò, óñòàíàâëèâàþùèéNP -òðóäíîñòü ïåðåáîðíîé çàäà÷è. Ïîýòîìó àðãóìåíòû, ïðåäñòàâëåííûå âãë. 2 â ïîëüçó òîãî, ÷òî ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅ� íå òðóäíåå, ÷åì îïòèìèçàöèîí-íàÿ çàäà÷à î êîììèâîÿæåðå, â ñîâîêóïíîñòè ñ òåì �àêòîì, ÷òî ÊÎÌÌÈ-ÂÎßÆÅ� � ýòî NP -ïîëíàÿ çàäà÷à, ñîñòàâëÿþò äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òîýòà îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à NP -òðóäíà.Íè îäèí èç ýòèõ ïðèìåðîâ íå èëëþñòðèðóåò âñåõ âîçìîæíîñòåé ñâîäèìî-ñòè ïî Òüþðèíãó, ïîñêîëüêó â êàæäîì èç íèõ òðåáóåòñÿ ëèøü îäíîêðàòíîåîáðàùåíèå ê îðàêóëó (èëè ê ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäïðîãðàììå). �àññìîòðèìòåïåðü ïðèìåð, êîòîðûé â áîëåå ïîëíîé ìåðå èñïîëüçóåò ñâîäèìîñòü ïî Òüþ-ðèíãó.



132 �ëàâà 5. NP -òðóäíûå çàäà÷èK-å ÏÎ ÏÎ�ßÄÊÓ ÏÎÄÌÍÎÆÅÑÒÂÎÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî A, ðàçìåð s(a) 2 Z+ äëÿ êàæ-äîãî a 2 A è äâà íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëà B 6Pa2A s(a) è K 6 2jAj.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè íå ìåíåå K ðàçëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâ A0 � Aóäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ s(A0) 6 B(ãäå ïî îïðåäåëåíèþ s(A0) = Xa2A0 s(a))?Áûëî ïîêàçàíî [322℄, ÷òî ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïñåâäîïîëèíî-ìèàëüíîå âðåìÿ, òî÷íåå çà âðåìÿ, îãðàíè÷åííîå ïîëèíîìèàëüíîé �óíêöèåéîò jAj � Kdlog s(a)e. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿK çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Âîïðîñ ñîñòîèò â òîì,÷òîáû âûÿñíèòü, ìîæåò ëè îíà áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ âîáùåì ñëó÷àå.Ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî ýòà çàäà÷à íå ïðèíàäëåæèò êëàññó P . Áîëåå òî-ãî, ñîâñåì íå î÷åâèäíî, ÷òî îíà ïðèíàäëåæèò NP , ïîñêîëüêó åñòåñòâåííûéïóòü å¼ ðåøåíèÿ íåäåòåðìèíèðîâàííûì àëãîðèòìîì òðåáóåò óãàäûâàíèÿK ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A è, ïî-âèäèìîìó, íåò ñïîñîáà çàïèñàòü óãà-äàííûå K ïîäìíîæåñòâ â âèäå ñëîâà, äëèíà êîòîðîãî áóäåò ïîëèíîìîì îòjAj�dlogKedlog s(A)e . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íå èçâåñòíî, ñâîäèòñÿ ëè (â ñìûñëåñâîäèìîñòè _) êàêàÿ-ëèáî NP -ïîëíàÿ çàäà÷à ê ýòîé çàäà÷å. Îäíàêî Äæîí-ñîí è Êàøäàí [260℄ ïîêàçàëè, ÷òî NP -ïîëíàÿ çàäà÷à �ÀÇÁÈÅÍÈÅ ñâîäèòñÿïî Òüþðèíãó ê çàäà÷å K-å ÏÎ ÏÎ�ßÄÊÓ ÏÎÄÌÍÎÆÅÑÒÂÎ.Â ñàìîì äåëå, ïîëîæèì, ÷òî S[A; s; B; K℄ � ýòî ïîäïðîãðàììà äëÿ ðå-øåíèÿ çàäà÷è K-å ÏÎ ÏÎ�ßÄÊÓ ÏÎÄÌÍÎÆÅÑÒÂÎ. Ïðè ýòîì ïóñòüA = fa1; a2; ::: ; ang, s : A! Z+, B 6 s(A), K 6 2n. Ñîîòâåòñòâóþùèé àëãî-ðèòì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è �ÀÇÁÈÅÍÈÅ íà÷èíàåòñÿ ñ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíûs(A), ãäå ïàðàìåòðû A = fa1; a2; ::: ; ang, è s : A ! Z+ îïèñûâàþò çàäàí-íóþ èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó �ÀÇÁÈÅÍÈÅ. Åñëè s(A) íå÷åòíî, òî àëãîðèòìíåìåäëåííî îòâå÷àåò ¾íåò¿ äëÿ ýòîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è. Â ïðîòèâíîìñëó÷àå îí ïîëàãàåò âåëè÷èíó B ðàâíîé s(A)=2 è ïðèìåíÿåò ïðèâîäèìóþ íè-æå äèõîòîìè÷åñêóþ ïðîöåäóðó, èñïîëüçóþùóþ ââåä¼ííóþ âûøå ïðîöåäóðóS[A; s; B; K℄ è ïîçâîëÿþùóþ îïðåäåëèòü ÷èñëî L� ïîäìíîæåñòâ A0 � A,óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó s(A0) 6 b.Øàã 1. Ïîëîæèòü Lmin  0; Lmax  2n.Øàã 2. Åñëè Lmax � Lmin = 1, ïîëîæèòü L�  Lmin è îñòàíîâèòüñÿ.Øàã 3. Ïîëîæèòü L (Lmax+Lmin)=2 è âûçâàòü ïîäïðîãðàììó S[A; s;b; L℄. Åñëè îòâåò ¾äà¿, ïîëîæèòü Lmin  L è ïåðåéòè ê øàãó 2. Â ïðîòèâíîìñëó÷àå ïîëîæèòü Lmax  L è ïåðåéòè ê øàãó 2.Ýòà ïðîöåäóðà îïðåäåëÿåò L�, âûçûâàÿ ïîäïðîãðàììó S ðîâíî n ðàç.Òðåáóåòñÿ åù¼ îäèí äîïîëíèòåëüíûé âûçîâ äëÿ îïðåäåëåíèÿ îòâåòà â çà-äàííîé çàäà÷å �ÀÇÁÈÅÍÈÅ, à èìåííî âûçûâàåòñÿ ïîäïðîãðàììà S[A; s;b�1; L�℄. Åñëè îòâåò â ýòîé ïîäïðîãðàììå áóäåò ¾äà¿, òî âñå ïîäìíîæåñòâà



5.1. Ñâîäèìîñòü ïî Òüþðèíãó è NP -òðóäíûå çàäà÷è 133A0 � A, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâó s(A0) 6 b, äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü èóñëîâèþ s(A0) > b�1, ïîýòîìó îòâåòîì ê çàäà÷å �ÀÇÁÈÅÍÈÅ áóäåò ¾íåò¿.Åñëè æå îòâåòîì ïîäïðîãðàììû áóäåò ¾íåò¿, òî äîëæíî ñóùåñòâîâàòü íåêî-òîðîå ïîäìíîæåñòâî A0 � A, äëÿ êîòîðîãî s(A0) = b, ïîýòîìó îòâåò â çàäà÷å�ÀÇÁÈÅÍÈÅ áóäåò ¾äà¿.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà áûëà áû ïîëèíîìèàëüíûì àë-ãîðèòìîì äëÿ çàäà÷è �ÀÇÁÈÅÍÈÅ, åñëè áû ïðîöåäóðà S áûëà ïîëèíîìè-àëüíûì àëãîðèòìîì äëÿ çàäà÷è K-å ÏÎ ÏÎ�ßÄÊÓ ÏÎÄÌÍÎÆÅÑÒÂÎ.Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì æåëàåìóþ òüþðèíãîâó ñâîäèìîñòü çàäà÷è �ÀÇ-ÁÈÅÍÈÅ ê çàäà÷å K-å ÏÎ ÏÎ�ßÄÊÓ ÏÎÄÌÍÎÆÅÑÒÂÎ. Îòñþäà ñëå-äóåò, ÷òî ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à NP -òðóäíà è íå ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíî-ìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè P 6= NP .Îñíîâûâàÿñü íà ýòîì ïðèìåðå, ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ìîæíî èñïîëüçîâàòüïîíÿòèå NP -òðóäíîñòè äëÿ àíàëèçà ñëîæíîñòè çàäà÷ ïî÷òè òàêèì æå îáðà-çîì, êàê ðàíåå èñïîëüçîâàëîñü ïîíÿòèå NP -ïîëíîòû. Âñå òèïû âîïðîñîâ,îáñóæäàåìûõ â ãë. 4, ïðèìåíèìû ê NP -òðóäíûì çàäà÷àì. Â ÷àñòíîñòè,ìîæíî ãîâîðèòü î ñëîæíîñòè ïîäçàäà÷ è î òàêèõ ñìåæíûõ âîïðîñàõ, êàêïñåâäîïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû è ¾ñèëüíàÿ¿ NP -òðóäíîñòü (îïðåäåëÿ-åìàÿ àíàëîãè÷íî ñèëüíîé NP -ïîëíîòå: ïåðåáîðíàÿ çàäà÷à íàçûâàåòñÿ NP -òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå, åñëè îíà ñîäåðæèò NP -òðóäíóþ ïîäçàäà÷ó, óäî-âëåòâîðÿþùóþ ïîëèíîìèàëüíîé ãðàíèöå äëÿ Max[I ℄). Íà ýòè ðåçóëüòàòûíàêëàäûâàåòñÿ åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åíèå: NP -ïîëíûå çàäà÷è ðàçðåøèìûçà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P = NP , â òî âðåìÿêàê âñå, ÷òî ìîæíî ñêàçàòü î NP -òðóäíîé çàäà÷å, � ýòî òî, ÷òî îíà íåðàç-ðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè P 6= NP .Ìû ïîêàæåì, ÷òî è ýòî ðàçëè÷èå ÷àñòî ìîæíî óñòðàíèòü, ÷òî áóäåò åù¼îäíîé èëëþñòðàöèåé èñïîëüçîâàíèÿ ñâîäèìîñòè ïî Òüþðèíãó. Âñïîìíèì,÷òî, êîãäà ìû ãîâîðèëè â ãë. 2 î òîì, ÷òî ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅ� íå òðóäíåå,÷åì ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à, ìû óïîìÿíóëè òàêæå, ÷òîîíà â íåêîòîðîì ñìûñëå è ¾íå ëåã÷å¿. Ñìûñë ýòîãî âûñêàçûâàíèÿ òåïåðüìîæíî ïîÿñíèòü.Åñëè ðàññìîòðåòü ïàðó çàäà÷, îäíà èç êîòîðûõ � çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ,à äðóãàÿ � ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à, òî íå òîëüêî çàäà÷àðàñïîçíàâàíèÿ ñâîäèìà ïî Òüþðèíãó ê çàäà÷å îïòèìèçàöèè, íî è çàäà÷àîïòèìèçàöèè òàêæå ñâîäèìà ïî Òüþðèíãó ê çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ. Òàêèìîáðàçîì, êàæäàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàåìîé ïàðû ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïî-ëèíîìèàëüíîå âðåìÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äðóãàÿ çàäà÷à ýòîé ïàðûïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà. Ïîñêîëüêó çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷àìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàP = NP .×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó, çàíèìàþùóþïðîìåæóòî÷íîå ìåñòî ìåæäó çàäà÷àìè ðàñïîçíàâàíèÿ è îïòèìèçàöèîííû-ìè.ÄÎÑÒ�ÎÉÊÀ ÌÀ�Ø�ÓÒÀ ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅ�À (ÄÌÊ)



134 �ëàâà 5. NP -òðóäíûå çàäà÷èÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî C = f
1; 
2; ::: ; 
mg ãîðîäîâ,ðàññòîÿíèÿ d(
i; 
j) 2 Z+ äëÿ êàæäîé ïàðû ãîðîäîâ 
i; 
j 2 C, ãðàíèöàB 2 Z+ è ¾÷àñòè÷íûé¿ ìàðøðóò � =< 
�(1); 
�(2); :::; 
�(K) > ìåæäó Kðàçëè÷íûìè ãîðîäàìè èç C, 1 6 K 6 m.ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè òàê äîñòðîèòü �, ÷òîáû ïîëó÷èòü ìàðøðóò <
�(1); 
�(2); :::; 
�(K); 
�(K+1); :::; 
�(m) >, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âñå ãîðîäà è èìå-þùèé äëèíó íå áîëåå B?Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòà çàäà÷à ïðèíàäëåæèòNP è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðå-äåëåíèþ NP -ïîëíîòû, ÄÌÊ _ ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅ�. Ïîñêîëüêó ñâîäèìîñòü_ � ýòî ëèøü ÷àñòíûé ñëó÷àé ñâîäèìîñòè ïî Òüþðèíãó, îòñþäà ñðàçó ñëå-äóåò, ÷òî ÄÌÊ _T ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅ�. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ÊÎ îïòèìèçàöè-îííóþ çàäà÷ó î êîììèâîÿæåðå è ïîêàæåì, ÷òî ÊÎ _T ÄÌÊ, òîãäà â ñèëóòðàíçèòèâíîñòè ýòîãî �àêòà áóäåò äîñòàòî÷íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òîÊÎ _ ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅ�.Èòàê, ïîëîæèì, ÷òî S[C; d;�; B℄ � ýòî ïîäïðîãðàììà äëÿ ðåøåíèÿ çà-äà÷è ÄÌÊ, ãäå ïàðàìåòð C îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ãîðîäîâ, d � �óíêöèÿðàññòîÿíèé ìåæäó ïàðàìè ãîðîäîâ èç C, � � ÷àñòè÷íûé ìàðøðóò, B 2 Z+ �ãðàíèöà. Ïóñòü C è d îïðåäåëÿþò íåêîòîðóþ èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó ÄÌÊ,à B� îáîçíà÷àåò äëèíó îïòèìàëüíîãî ìàðøðóòà â ýòîé èíäèâèäóàëüíîé çà-äà÷å (êàêàÿ áû îíà íè ïîëó÷èëàñü). Ïîñêîëüêó êàæäûé ãîðîä äîëæåí âîéòèâ îïòèìàëüíûé ìàðøðóò è öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà ãîðîäîâ â ìàðøðóòåíå èçìåíÿåò åãî äëèíó, òî ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíûé ìàðøðóò, íà÷èíàþùèé-ñÿ èç ãîðîäà 
1. Äàëåå, ìû çíàåì, ÷òî âåëè÷èíà B� ëåæèò ìåæäó Bmin = mè Bmax = m � (maxfd(
i; 
j) : 
i; 
j 2 Cg). Òîãäà, ïîëüçóÿñü äèõîòîìè÷åñêîéïðîöåäóðîé, òàêîé æå, êàê â çàäà÷å K-å ÏÎ ÏÎ�ßÄÊÓ ÏÎÄÌÍÎÆÅ-ÑÒÂÎ, ìû ñìîæåì íàéòè âåëè÷èíó B�, îáðàùàÿñü íå áîëåå dlog 2Bmaxe ðàçê ïîäïðîãðàììå S[C; d; < 
1 >; B℄, êàæäûé ðàç ïðèäàâàÿ âåëè÷èíå B ðàç-ëè÷íûå çíà÷åíèÿ.Îïðåäåëèâ âåëè÷èíó B� è èñïîëüçóÿ ïîäïðîãðàììó S, ìû ñìîæåì ïî-ñòðîèòü îïòèìàëüíûé ìàðøðóò. Íàçîâåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � ðàçëè÷íûõãîðîäîâ èç C ïðîäîëæàåìûì ÷àñòè÷íûì ìàðøðóòîì, åñëè åãî ìîæíî ïðî-äîëæèòü äî ïîëíîãî ìàðøðóòà, èìåþùåãî îáùóþ äëèíó B�. Î÷åâèäíî, ÷òî< 
1 > � ýòî ïðîäîëæàåìûé ÷àñòè÷íûé ìàðøðóò. Ïîñêîëüêó < 
1 > äî-ïóñòèì, ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ãîðîä 
j 2 C n f
1g, òàêîé, ÷òî< 
1; 
j > � ïðîäîëæàåìûé ÷àñòè÷íûé ìàðøðóò. Ìû ìîæåì íàéòè ýòîò ãî-ðîä 
j , ïðîèçâåäÿ íå áîëååm�2 âûçîâîâ ïîäïðîãðàììû S, êîòîðàÿ êàæäûéðàç èìååò âèä S[C; d; < 
1; 
j >; B�℄, ãäå Cj 2 C n f
1g. (Åñëè ïåðâûå m� 2âûçîâà íå äàþò ðåçóëüòàòà, òî ÿñíî, ÷òî îñòàâøèéñÿ ãîðîä îáÿçàòåëüíî ïî-äîéä¼ò, ïîýòîìó äëÿ íåãî íå íóæíî ïðèìåíÿòü íàøó ïîäïðîãðàììó.)Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè < 
�(1); :::; 
�(K) > � ïðîäîëæàåìûé ÷àñòè÷íûéìàðøðóò, ãäå K < m, òî ìû ñìîæåì íàéòè äðóãîé ïðîäîëæàåìûé ÷àñòè÷-íûé ìàðøðóò < 
�(1); :::; 
�(K); 
�(K+1) >, âêëþ÷àþùèé åù¼ îäèí ãîðîä,ïðè ýòîì ê ïîäïðîãðàììå S äåëàåòñÿ íå áîëåå m�K� 1 îáðàùåíèé. Òàêèìîáðàçîì, ìîæíî ïîñòðîèòü ïîëíûé ìàðøðóò äëÿ ìíîæåñòâà C, ñîâåðøèâíå áîëåå (m � 1)(m � 2)=2 âûçîâîâ ïîäïðîãðàììû S (ïîìèìî òåõ âûçîâîâ,



5.1. Ñâîäèìîñòü ïî Òüþðèíãó è NP -òðóäíûå çàäà÷è 135êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü äëÿ íàõîæäåíèÿ âåëè÷èíû B�). Ïîñêîëüêó â êà÷å-ñòâå ïîäõîäÿùåé �óíêöèè Length â çàäà÷å î êîììèâîÿæåðå ìîæíî âçÿòü�óíêöèþ Length[I ℄ = m+ log 2Bmax;òî î÷åâèäíî, ÷òî îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà äà¼ò (ïîëèíîìèàëüíóþ) ñâîäèìîñòüïî Òüþðèíãó çàäà÷è ÊÎ ê çàäà÷å ÄÌÊ. Ñëåäîâàòåëüíî, ÊÎ _T ÄÌÊ _TÊÎÌÌÈÂÎßÆÅ�, ò. å. ÊÎ _T ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅ�, ÷òî è òðåáîâàëîñü äî-êàçàòü.Çàìåòèì, ÷òî ãëàâíîå çâåíî çäåñü � ýòî ñâîäèìîñòü ÊÎ _T ÄÌÊ. Âûÿñ-íèâ, ÷òî ÊÎ ñâîäèòñÿ ïî Òüþðèíãó ê êàêîé-òî çàäà÷å èç NP , ìû ïîëó÷àåì,÷òî îíà ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè P = NP , è,ñëåäîâàòåëüíî, îíà ¾íå òðóäíåå¿, ÷åì NP -ïîëíûå çàäà÷è. Ìû íàçîâåì ïå-ðåáîðíóþ çàäà÷ó Ï NP -ë¼ãêîé, åñëè ñóùåñòâóåò çàäà÷à �0 2 NP , òàêàÿ, ÷òî� _T �0.Ïîñëå òîãî êàê ÷èòàòåëü óñâîèë òåõíèêó ñâîäèìîñòè ÊÎ _T ÄÌÊ, åìóáóäåò íå òðóäíî ïîíÿòü, êàê ýòèì æå ïîäõîäîì ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ, ÷òî-áû äîêàçàòü NP -ë¼ãêîñòü ìíîãèõ ïåðåáîðíûõ çàäà÷, îñîáåííî ýòî îòíîñèòñÿê òåì çàäà÷àì, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿNP -ïîëíûìè. Ìîæíî îïðåäåëèòü çàäà÷ó �0 èçNP òàê, êàê ýòî áûëî ñäåëàíîäëÿ çàäà÷è ÄÌÊ, ñ òåì, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíî ïîñòðîèòü òðåáóåìîå ðåøå-íèå (ñì., íàïðèìåð, [520℄). Äëÿ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ ïðîöåäóðå ïîñòðî-åíèÿ ðåøåíèÿ ïðåäøåñòâóåò ïðåäâàðèòåëüíàÿ äèõîòîìè÷åñêàÿ ïðîöåäóðà,â ïðîöåññå êîòîðîé íàõîäèòñÿ îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé �óíêöèè. Âêà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ìû ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ ïîïûòàòüñÿ äîêàçàòü, ÷òîïåðåáîðíûå çàäà÷è, ñîîòâåòñòâóþùèå øåñòè áàçîâûì NP -ïîëíûì çàäà÷àìèç ðàçä. 3.1, âñå ÿâëÿþòñÿ NP -ë¼ãêèìè, ò. å. ïðåäëàãàåòñÿ íàéòè: (1) íàáîð,ïðèñâàèâàþùèé çíà÷åíèå ¾èñòèíà¿, (2) òð¼õìåðíîå ñî÷åòàíèå, (3) âåðøèí-íîå ïîêðûòèå ìèíèìàëüíîé ìîùíîñòè, (4) êëèêó ìàêñèìàëüíîé ìîùíîñòè,(5) ãàìèëüòîíîâ öèêë è (6) ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà ¾âçâåøåííûõ¿ ýëåìåíòîâíà äâà ïîäìíîæåñòâà îäèíàêîâîãî ðàçìåðà.Â äåéñòâèòåëüíîñòè òåïåðü ìû âèäèì, ÷òî èçó÷åíèå â îñíîâíîé òåîðèèòîëüêî çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ íå ïðèâåëî ê ñóùåñòâåííîé ïîòåðå îáùíîñòè,ïîñêîëüêó â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïåðåáîðíûå çàäà÷è, ó êîòîðûõ ñîîòâåò-ñòâóþùèå çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ îêàçàëèñüNP -ïîëíûìè, ñàìè âñå ÿâëÿþòñÿNP - ë¼ãêèìè è, ñëåäîâàòåëüíî, ýêâèâàëåíòíûìè ïî ñëîæíîñòè. Â òî âðåìÿêàê ìû ñòðîèëè íàø êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè � êëàññNP -ïîëíûõ çàäà÷, îäíî-âðåìåííî ïîëó÷àëñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå øèðîêèé êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ ïå-ðåáîðíûõ çàäà÷, à èìåííî òåõ çàäà÷, êîòîðûå îäíîâðåìåííî è NP -òðóäíûåè NP -ë¼ãêèå (è ïîýòîìó ìû èõ íàçûâàåì NP -ýêâèâàëåíòíûìè). Õîòÿ ýòîòáîëåå øèðîêèé êëàññ ñîäåðæèò ìíîãî çàäà÷, íå ïðèíàäëåæàùèõ NP , îíñîõðàíÿåò çíàêîìîå ñâîéñòâî, ïðèñóùåå NP -ïîëíûì çàäà÷àì: íè îäíà çàäà-÷à èç ýòîãî êëàññà íå ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëèP 6= NP , à åñëè P = NP , òî âñå çàäà÷è èç ýòîãî êëàññà ìîãóò áûòü ðåøåíûçà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.



136 �ëàâà 5. NP -òðóäíûå çàäà÷è5.2. Èñòîðè÷åñêàÿ ñïðàâêàÇàêàí÷èâàÿ íàøå îïèñàíèå òåîðèèNP -ïîëíîòû, óìåñòíî êðàòêî îñòàíîâèòü-ñÿ íà èñòîðèè ðàçâèòèÿ îñíîâíûõ èäåé è òåðìèíîëîãèè, èñïîëüçóåìîé äëÿèõ îïèñàíèÿ.Â ãë. 1 ìû óæå óïîìèíàëè äâå ðàííèå ðàáîòû, â êîòîðûõ îáñóæäàëîñüçíà÷åíèå ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè. Êîáõýì [80℄ ðàññìàòðèâàë øèðîêèéñïåêòð ìàòåìàòè÷åñêèõ �óíêöèé, âû÷èñëèìûõ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, èçàìåòèë, ÷òî êëàññ âñåõ òàêèõ �óíêöèé íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ðàçëè÷íûõ ìîäå-ëÿõ âû÷èñëåíèé. Ýäìîíäñ [106℄ íå�îðìàëüíî îòîæäåñòâëÿë òåðìèí ¾õîðî-øèé àëãîðèòì¿ ñ ïîíÿòèåì ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà. Â äðóãîé ðàííåéðàáîòå [107℄ áûëî ââåäåíî íå�îðìàëüíîå ïîíÿòèå, áëèçêîå ê êëàññó NP . Âýòîé ðàáîòå ïðåäëàãàëîñü ñ÷èòàòü, ÷òî çàäà÷à èìååò ¾õîðîøóþ õàðàêòåðè-çàöèþ¿, åñëè äëÿ êàæäîãî å¼ ðåøåíèÿ íàéä¼òñÿ ïðîâåðÿåìîå çà ïîëèíîìè-àëüíîå âðåìÿ ¾äîêàçàòåëüñòâî¿ òîãî, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî ðåøåíèå.Âñå ýòè ðàííèå ðàáîòû áûëè íàïèñàíû â òåðìèíàõ �óíêöèé èëè çà-äà÷, êîòîðûå ìû íàçâàëè ïåðåáîðíûìè. Ôóíäàìåíòàëüíûé âêëàä Êóêà ñî-ñòîÿë, â ÷àñòíîñòè, â òîì, ÷òî îí óâèäåë âîçìîæíîñòü ñâåñòè îáñóæäåíèÿê ÿçûêàì è ñîîòâåòñòâóþùèì çàäà÷àì ðàñïîçíàâàíèÿ. Â ðàáîòå Êóêà [91℄âïåðâûå áûëè ââåäåíû êëàññû, êîòîðûå òåïåðü íàçûâàþò êëàññàìè P èNP , è áûëà äîêàçàíà �óíäàìåíòàëüíàÿ òåîðåìà (òåîðåìà Êóêà). Îäíàêîýòà ñòàòüÿ îòëè÷àåòñÿ îò âñåõ ïîñëåäóþùèõ ðàáîò â äâóõ âàæíûõ àñïåêòàõ.Âî-ïåðâûõ, îñíîâíîå ïîíÿòèå ñâîäèìîñòè, ââåäåííîå Êóêîì è íàçâàííîå èì¾P -ñâîäèìîñòüþ¿, áûëî áëèçêî ê ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè ïî Òüþðèí-ãó, à íå ê ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè _. Ïîýòîìó â íåêîòîðûõ ðàáîòàõïîëèíîìèàëüíóþ ñâîäèìîñòü ïî Òüþðèíãó íàçûâàþò ¾ñâîäèìîñòüþ ïî Êó-êó¿. Âî-âòîðûõ, êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ çàäà÷, êîòîðûå Êóê ñâÿçàë ñ çàäà÷åéÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ (îí íå äàë íàçâàíèÿ ýòîìó êëàññó), íå áûë îãðàíè÷åíçàäà÷àìè, ñåé÷àñ íàçûâàåìûìè NP -ïîëíûìè, à âêëþ÷àë âñå çàäà÷è ðàñïî-çíàâàíèÿ, êîòîðûå ìû íàçâàëè ¾NP -ýêâèâàëåíòíûìè¿.ÒåîðèÿNP -ïîëíîòû ïðèíÿëà ñâîé ñîâðåìåííûé âèä â ðàáîòåÊàðïà [280℄,õîòÿ íåêîòîðûå òåðìèíû ïîÿâèëèñü ïîçäíåå. Êàðï ââ¼ë òåðìèíû ¾êëàññ �¿è ¾êëàññ NP¿ è çàìåòèë, ÷òî òåîðåìà Êóêà îñòàíåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, åñ-ëè ïîíÿòèå ñâîäèìîñòè ïî Òüþðèíãó çàìåíèòü áîëåå ïðîñòîé è óäîáíîéïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòüþ (transformability). Ýòîò òèï ñâîäèìîñòè èíî-ãäà íàçûâàþò ¾ñâîäèìîñòüþ ïî Êàðïó¿. Èíîãäà åãî òàêæå íàçûâàþò ¾ìíî-ãîîäíîçíà÷íîé¿ ñâîäèìîñòüþ, ïîñêîëüêó îíà ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîäíîçíà÷íîé�óíêöèåé. Ñàì Êàðï ïðîñòî ïîëüçîâàëñÿ òåðìèíîì ¾ñâîäèìîñòü¿. Îí äàëñîâðåìåííîå îïðåäåëåíèå ¾NP -ïîëíîé çàäà÷è¿, õîòÿ ïðè ýòîì ïîëüçîâàëñÿòåðìèíîì ¾ïîëèíîìèàëüíî ïîëíàÿ çàäà÷à¿ (òåðìèí ¾ïîëíûé¿ âîñõîäèò êòåîðèè ðåêóðñèâíûõ �óíêöèé, ãäå ÿçûê íàçûâàþò ïîëíûì ïî îòíîøåíèþ êêëàññó ñ äàííûì òèïîì ñâîäèìîñòè, åñëè îí ïðèíàäëåæèò ýòîìó êëàññó èêàæäûé ýëåìåíò êëàññà ñâîäèòñÿ ê íåìó). Â ñâåòå ðàçëè÷èÿ ìåæäó äâóìÿêëàññàìè, îïðåäåëåííûìè Êóêîì è Êàðïîì, ññûëêè íà ¾êëàññ Êóêà � Êàð-ïà¿, èíîãäà âñòðå÷àþùèåñÿ â ëèòåðàòóðå, âûãëÿäÿò çàáàâíî (îáû÷íî ïðèýòîì èìååòñÿ â âèäó êëàññ çàäà÷, îïðåäåëåííûé Êàðïîì).



5.2. Èñòîðè÷åñêàÿ ñïðàâêà 137Ñòàòüÿ Êàðïà, à òàêæå åãî ñîîáùåíèÿ íà êîí�åðåíöèÿõ äî ïóáëèêà-öèè ýòîé ñòàòüè âûçâàëè øèðîêèé èíòåðåñ. È åñòåñòâåííî, ÷òî íàðÿäó ñíîâûìè íàó÷íûìè ðåçóëüòàòàìè âðåìÿ îò âðåìåíè ñòàëè ïîÿâëÿòüñÿ íî-âûå òåðìèíû. Âìåñòî òåðìèíà ¾polynomial 
omplete¿ ïðåäëàãàëîñü ïèñàòü¾polynomially 
omplete¿, íåñìîòðÿ íà ãðîìîçäêîñòü ïîñëåäíåãî òåðìèíà. Äà-ëåå, Ñàõíè [463℄ ââ¼ë òåðìèí ¾P -ïîëíàÿ çàäà÷à¿, ýòî áûë àíàëîã ¾ïîëèíî-ìèàëüíî ïîëíûõ çàäà÷¿, îáîáù¼ííûé íà áîëåå øèðîêèé êëàññ çàäà÷ (àíà-ëîãè÷íûõ íàøèì ¾ïåðåáîðíûì çàäà÷àì¿). Îí æå ïðåäëîæèë òåðìèí ¾P -òðóäíàÿ çàäà÷à¿ äëÿ òåõ çàäà÷, êîòîðûå ïî êðàéíåé ìåðå ñòîëü æå ñëîæíû,êàê NP -ïîëíûå. Â òî æå âðåìÿ Ëåâèí íåçàâèñèìî äîêàçàë òåîðåìó, àíàëî-ãè÷íóþ òåîðåìå Êóêà, è ââ¼ë òåðìèí ¾óíèâåðñàëüíàÿ ïåðåáîðíàÿ çàäà÷à¿[340℄, êîòîðûé îòíîñèòñÿ (òàê æå êàê P -ïîëíûå çàäà÷è, ðàññìàòðèâàåìûåÑàõíè) ê áîëåå øèðîêîìó êëàññó çàäà÷, ÷åì òîëüêî çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ.Â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçóåìîå íàìè îïðåäåëåíèå òåðìèíà ¾ïåðåáîðíàÿ çàäà÷à¿çàèìñòâîâàíî èç ðàáîòû [340℄. Îáùåïðèíÿòàÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåðìèíîëî-ãèÿ (NP -ïîëíàÿ è NP -òðóäíàÿ çàäà÷è, ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü) â áîëü-øîé ñòåïåíè ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì äåÿòåëüíîñòè Äîíàëäà Êíóòà. Â 1973 ã.,ïîäãîòàâëèâàÿ ê ïå÷àòè ÷åòâåðòûé òîì ñâîåé ìîíîãðà�èè ¾Èñêóññòâî ïðî-ãðàììèðîâàíèÿ¿ è íóæäàÿñü â êðàòêîì îáîçíà÷åíèè çàäà÷, ¾êîòîðûå ïîêðàéíåé ìåðå ñòîëü æå ñëîæíû, êàê ïîëèíîìèàëüíî ïîëíûå¿, Êíóò ïðîâ¼ëïî ñâîåé èíèöèàòèâå îïðîñ ñðåäè áîëüøîé ãðóïïû ñïåöèàëèñòîâ, çàíèìàþ-ùèõñÿ ðàññìàòðèâàåìîé òåìàòèêîé. Îí ïðåäëîæèë èì òðè âàðèàíòà íàçâà-íèÿ è ïðîñèë âûáðàòü íàèëó÷øèé ñ èõ òî÷êè çðåíèÿ. Ïðè ýòîì îí îòâåðãòåðìèí ¾P -òðóäíàÿ çàäà÷à¿ èç ñåìàíòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, ïîñêîëüêó åñëèP 6= NP , òî ïîëèíîìèàëüíî ïîëíûå çàäà÷è îêàæóòñÿ íà ñàìîì äåëå íàìíî-ãî òðóäíåå, ÷åì çàäà÷è èç P . Îïðàøèâàåìûå ñïåöèàëèñòû â ñâîþ î÷åðåäüîòâåðãëè âñå òðè íàçâàíèÿ, ïðåäëîæåííûå Êíóòîì, è âûäâèíóëè öåëûé ðÿäñâîèõ íàçâàíèé, íåêîòîðûå èç íèõ íîñèëè íå ñîâñåì ñåðüåçíûé õàðàêòåð(íàïðèìåð, Øåí Ëèí ïðåäëîæèë ïîëèíîìèàëüíî ïîëíûå çàäà÷è íàçûâàòü¾�ÅÒ-çàäà÷àìè¿, âî-ïåðâûõ, ïîòîìó, ÷òî ýòî èçëþáëåííàÿ òåìà åãî èññëåäî-âàíèé 2, à âî-âòîðûõ, ïîòîìó, ÷òî ñî÷åòàíèå PET ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàêñîêðàùåíèå äëÿ ¾Probably Exponential Time¿ (âîçìîæíî ýêñïîíåíöèàëüíîåâðåìÿ)). Áîëåå òîãî, åñëè ïðîáëåìà P = NP áóäåò ðåøåíà, ïðåäëàãàåìîåñîêðàùåíèå ïîëó÷èò íîâóþ èíòåðïðåòàöèþ: åñëè P 6= NP , òî PET ìîæíîòðàêòîâàòü êàê ¾provably exponential time¿ (äîêàçóåìî ýêñïîíåíöèàëüíîåâðåìÿ); åñëè æå P = NP , òî PET ìîæåò îáîçíà÷àòü ¾previously exponentialtime¿ (âðåìÿ, ðàíåå ñ÷èòàâøååñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì).Èíòåðåñíûé îò÷åò îá ýòîì îïðîñå è ïîñëåäîâàâøèõ äèñêóññèÿõ ìîæíîíàéòè â ñòàòüå Êíóòà [294℄. Â ðåçóëüòàòå ïðîâåä¼ííîãî îïðîñà íàèáîëüøåå÷èñëî ãîëîñîâ ïîëó÷èëè òåðìèíû ¾NP -ïîëíàÿ çàäà÷à¿ è ¾NP -òðóäíàÿ çà-äà÷à¿ (îáà îíè îòñóòñòâîâàëè â ïåðâîíà÷àëüíîì ñïèñêå Êíóòà), ïðè ýòîì¾NP -ïîëíàÿ çàäà÷à¿ çàìåíèëà òåðìèí ¾ïîëèíîìèàëüíî ïîëíàÿ çàäà÷à¿, à¾NP -òðóäíîé çàäà÷åé¿ áûëà íàçâàíà òàêàÿ çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ Ï, ÷òîÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ _ Ï. Òåðìèí ¾NP -ïîëíàÿ¿ áûë ïðèíÿò, ïîñêîëüêó îí,2Pet� èçëþáëåííàÿ òåìà, èçëþáëåííûé ïðåäìåò. � Ïðèì. ïåðåâ



138 �ëàâà 5. NP -òðóäíûå çàäà÷èâî-ïåðâûõ, êîðî÷å, ÷åì ¾ïîëèíîìèàëüíî ïîëíàÿ¿, è, âî-âòîðûõ, îí èìååòáîëüøå ñìûñëà ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ (NP -ïîëíàÿ çàäà÷à � ýòî òà-êàÿ çàäà÷à, êîòîðàÿ ïîëíà âNP îòíîñèòåëüíî ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè).Àíàëîãè÷íî òåðìèí ¾NP -òðóäíàÿ çàäà÷à¿ èìååò òîò ñìûñë, ÷òî ýòî çàäà÷àíå ïðîùå, ÷åì ¾ñàìàÿ òðóäíàÿ â NP¿.Ñ òåõ ïîð ýòè òåðìèíû ñòàëè ïðèìåíÿòüñÿ ïî÷òè ïîâñåìåñòíî, õîòÿ ïî-ïðåæíåìó íåðåäêî ïîÿâëÿåòñÿ è òåðìèí ¾ïîëèíîìèàëüíî ïîëíàÿ çàäà÷à¿.Òåðìèí ¾NP -ïîëíàÿ çàäà÷à¿ óïîòðåáëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñòàáèëüíî, à çíà÷å-íèå òåðìèíà ¾NP -òðóäíàÿ çàäà÷à¿ ìåíÿåòñÿ. Â çàìåòêå [295℄ Êíóò ïðåäëî-æèë ïðèìåíÿòü òåðìèí ¾ïîëèíîìèàëüíîå ñâåäåíèå¿ (polynomial redu
tion)âìåñòî òåðìèíà ¾ïîëèíîìèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå¿ (polynomial transforma-tion). Êðîìå òîãî, îí ïðåäëîæèë áîëåå øèðîêîå îïðåäåëåíèå NP -òðóäíîéçàäà÷è êàê çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ, ê êîòîðîé ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ ñâîäèòñÿïî Òüþðèíãó (à íå â ñìûñëå ñâîäèìîñòè _). Ïî ýòîé ïðè÷èíå, íàïðèìåð,çàäà÷è, äîïîëíèòåëüíûå ê NP -ïîëíûì, ìîãóò áûòü íàçâàíû NP -òðóäíûìè.Òåðìèí ¾NP -òðóäíàÿ çàäà÷à¿ âñòðå÷àåòñÿ â ëèòåðàòóðå è â òîì è â äðóãîìñìûñëå, ïîæàëóé, îäèíàêîâî ÷àñòî.Â ýòîé êíèãå ìû ñäåëàëè åù¼ îäèí øàã ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàáîòàìè Êíóòà,îáîáùèâ îïðåäåëåíèå NP -òðóäíîé çàäà÷è, ðàñøèðèâ åãî, à òàêæå ïîíÿòèåñâîäèìîñòè ïî Òüþðèíãó, ÷òîáû âêëþ÷èòü ïåðåáîðíûå çàäà÷è. Ïî ýòîé ïðè-÷èíå íîâûå òåðìèíû íàéäóò áîëåå øèðîêîå ïðèìåíåíèå. Èñõîäÿ èç àíàëî-ãè÷íûõ ñîîáðàæåíèé, ìû ââåëè ïîíÿòèå ¾NP -ë¼ãêèõ¿ è ¾NP -ýêâèâàëåíò-íûõ¿ çàäà÷, ïðè÷åì â ïîñëåäíåì ïîíÿòèè ìû ïîïûòàëèñü �îðìàëèçîâàòüêîå-÷òî èç òîãî, ÷òî Ñàõíè èìåë â âèäó, ââåäÿ ¾P -ïîëíûå çàäà÷è¿, à Ëåâèí� ¾óíèâåðñàëüíûå ïåðåáîðíûå çàäà÷è¿.Êðîìå òîãî, àâòîðû ââåëè ïîíÿòèå ¾ñèëüíîé NP -ïîëíîòû¿ (ðàçä. 4.2),ïðè÷åì âïåðâûå ýòîò òåðìèí ïîÿâèëñÿ â ðàáîòå [151℄. Äðóãîå îïðåäåëåíèåýòîãî æå ïîíÿòèÿ áûëî ïðåäëîæåíî â [317℄, ãäå çàäà÷à ¾NP -ïîëíàÿ â ñèëü-íîì ñìûñëå¿ íàçûâàëàñü ¾óíàðíîé NP -ïîëíîé¿, à çàäà÷à ¾NP -ïîëíàÿ âîáû÷íîì ñìûñëå¿ íàçûâàëàñü ¾áèíàðíîé NP -ïîëíîé¿. Ýòà òåðìèíîëîãèÿîñíîâàíà íà òîì �àêòå, ÷òî åñëè çàäà÷à NP -ïîëíàÿ â ñèëüíîì ñìûñëå, òîñîîòâåòñòâóþùèé ÿçûê ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíûì äàæå â ñëó÷àå, êîãäà êîäè-ðóþùàÿ ñõåìà ïðåäñòàâëÿåò ÷èñëà â ¾íåýêîíîìíîì¿ óíàðíîì êîäå (ò. å.ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç n åäèíèö ïðåäñòàâëÿåò ÷èñëî n).Çà èñêëþ÷åíèåì íåñêîëüêèõ íîâûõ òåðìèíîâ, ââåäåííûõ âûøå, è íåêîòî-ðûõ íåñóùåñòâåííûõ îòëè÷èé â ïðåäëàãàåìûõ ìîäåëÿõ ÝÂÌ, ìû ïûòàëèñüñëåäîâàòü êàê ìîæíî áëèæå ïðèíÿòîé â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåðìèíîëîãèè,ïîýòîìó íàñòîÿùàÿ êíèãà äîñòàòî÷íî õîðîøî ñîãëàñîâàíà ñ ñîâðåìåííîéíàó÷íîé ëèòåðàòóðîé. ×èòàòåëü, âûáðàâøèé ýòó êíèãó â êà÷åñòâå íà÷àëüíî-ãî ðóêîâîäñòâà äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ ëèòåðàòóðû, áåç ñîìíåíèÿ, íàé-ä¼ò ññûëêè íà ìíîãî÷èñëåííûå ïåðè�åðèéíûå âîïðîñû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ¾òî÷êàìè ðîñòà¿ â òåîðèè NP -ïîëíîòû. Â ïîñëåäóþùèõ äâóõ ãëàâàõ ïðè-âîäèòñÿ ìàòåðèàë ïî ïîäîáíîé ñìåæíîé òåìàòèêå, òàê ÷òî ÷èòàòåëü ìîæåòïðåäñòàâèòü ñåáå, î êàêèõ âîïðîñàõ èäåò ðå÷ü, è, âîçìîæíî, ñàì çàéì¼òñÿèçó÷åíèåì òåõ âîïðîñîâ, êîòîðûå ïîêàæóòñÿ åìó íàèáîëåå èíòåðåñíûìè.



�ëàâà 6.Ïîäõîäû ê ðåøåíèþNP -ïîëíûõ çàäà÷Âåðí¼ìñÿ íà êîðîòêîå âðåìÿ â îòäåë áàíäåðñíå÷åé èç ðàçä. 1.1. Íàïîìíèì,÷òî ìû ïîêèíóëè åãî â íåñêîëüêî íåîïðåäåë¼ííîé ñèòóàöèè. Áóäó÷è ãëàâ-íûì ðàçðàáîò÷èêîì àëãîðèòìîâ, âû óäà÷íî èçáåæàëè âîçìîæíîãî îáâèíå-íèÿ â íåêîìïåòåíòíîñòè, äîêàçàâNP -ïîëíîòó çàäà÷è î áàíäåðñíå÷å. Îäíàêîïîñëå ïðîèçíåñåíèÿ ýòèõ ìàãè÷åñêèõ ñëîâ çàäà÷à î áàíäåðñíå÷å íå èñ÷åçëà,è âû ïî-ïðåæíåìó ñòîèòå ïðåä ïðîáëåìîé îòûñêàíèÿ ïðèåìëåìîãî àëãîðèò-ìà å¼ ðåøåíèÿ.Â íàñòîÿùåé ãëàâå áóäóò îáñóæäàòüñÿ íåêîòîðûå âîçìîæíûå ïîäõîäûê ýòîé ïðîáëåìå, ãëàâíûì îáðàçîì íîâîå íàïðàâëåíèå, ñâÿçàííîå ñ ïîëó÷å-íèåì äîêàçóåìûõ ¾îöåíîê ïîãðåøíîñòè¿ àëãîðèòìîâ. Îäíàêî, ïðåæäå ÷åìïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ êîíêðåòíîãî ìàòåðèàëà, æåëàòåëüíî ñäåëàòü êðàò-êèé îáçîð âîçìîæíûõ àëüòåðíàòèâ, êîòîðûå â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíîáûëî áû ðàçáèòü íà äâå îáùèå êàòåãîðèè.Ê ïåðâîé êàòåãîðèè îòíîñÿòñÿ ïîäõîäû, â êîòîðûõ äåëàåòñÿ ïîïûòêàìàêñèìàëüíîãî ñîêðàùåíèÿ îáú¼ìà ïåðåáîðà, õîòÿ ïðè ýòîì è ïðèçíàåòñÿíåèçáåæíîñòü ýêñïîíåíöèàëüíîãî âðåìåíè ðàáîòû. Ê íàèáîëåå øèðîêî èñ-ïîëüçóåìûì ïðè¼ìàì ñîêðàùåíèÿ ïåðåáîðà îòíîñÿòñÿ ïðè¼ìû, îñíîâàííûåíà ìåòîäå ¾âåòâåé è ãðàíèö¿ èëè ìåòîäå ¾íåÿâíîãî ïåðåáîðà¿ (ñì., íàïðè-ìåð, [161℄). Ýòè ïðè¼ìû ñîñòîÿò â ïîñòðîåíèè ¾÷àñòè÷íûõ ðåøåíèé¿, ïðåä-ñòàâëåííûõ â âèäå äåðåâà ïîèñêà, è ïðèìåíåíèè ìîùíûõ ìåòîäîâ ïîñòðîå-íèÿ îöåíîê, ïîçâîëÿþùèõ îïîçíàòü áåñïåðñïåêòèâíûå ÷àñòè÷íûå ðåøåíèÿ,â ðåçóëüòàòå ÷åãî îò äåðåâà ïîèñêà íà îäíîì øàãå îòñåêàåòñÿ öåëàÿ âåòâü.Èçâåñòíû è äðóãèå ïîäõîäû, êîãäà ïðîöåññ ïîèñêà îðãàíèçîâàí èíà÷å (îíèèñïîëüçóþòñÿ èíîãäà ñîâìåñòíî ñ ìåòîäîì âåòâåé è ãðàíèö). Ê íèì îòíî-ñÿòñÿ ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ïðèìåíÿâøèéñÿ â ãë. 4 äëÿïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ ñ ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûì âðåìåíåì ðàáîòû), ìåòî-äû îòñå÷åíèé (ñì., íàïðèìåð, [226, 161℄) è ìåòîä Ëàãðàíæà (ñì., íàïðèìåð,[170, 206℄). Êðîìå òîãî, â õóäøåì ñëó÷àå èíîãäà îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì â



140 �ëàâà 6. Ïîäõîäû ê ðåøåíèþ NP -ïîëíûõ çàäà÷çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè óìåíüøèòü ñëîæíîñòü ïîëíîãî ïåðåáîðà çà ñ÷åò áî-ëåå óäà÷íîãî âûáîðà îáúåêòîâ, ê êîòîðûì îí ïðèìåíÿåòñÿ. Ê îòíîñèòåëüíîíåäàâíèì ïðèìåðàì èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî ïîäõîäà îòíîñÿòñÿ àëãîðèòìû ðå-øåíèÿ çàäà÷è �ÀÇÁÈÅÍÈÅ, çàäà÷è �ÀÑÊ�ÀØÈÂÀÅÌÎÑÒÜ ��ÀÔÀ ÂK ÖÂÅÒÎÂ [325℄ è çàäà÷è ÍÅÇÀÂÈÑÈÌÎÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ [513℄.Ïîäõîäû, îòíîñÿùèåñÿ êî âòîðîé êàòåãîðèè, ïðèìåíèìû èñêëþ÷èòåëü-íî ê îïòèìèçàöèîííûì çàäà÷àì (ýòî îäíàêî íå ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì ñèëü-íûì îãðàíè÷åíèåì, ïîñêîëüêó îãðîìíîå êîëè÷åñòâî çàäà÷, âîçíèêàþùèõ íàïðàêòèêå, åñòåñòâåííî �îðìóëèðóþòñÿ êàê îïòèìèçàöèîííûå) è âêëþ÷àþòïðè¼ì, êîòîðûé ìîæíî íàçâàòü ¾ñíèæåíèå òðåáîâàíèé¿. Îí çàêëþ÷àåòñÿ âîòêàçå îò ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ è â íàõîæäåíèè âìåñòî ýòîãî ¾õîðî-øåãî¿ ðåøåíèÿ çà ïðèåìëåìîå âðåìÿ. Àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà ýòîì ïðè-¼ìå, îáû÷íî íàçûâàþòñÿ ¾ýâðèñòè÷åñêèìè¿, ïîñêîëüêó îíè èñïîëüçóþò ðàç-ëè÷íûå ðàçóìíûå ñîîáðàæåíèÿ áåç ñòðîãèõ îáîñíîâàíèé. Ìåòîäû, ïðèìåíÿ-åìûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ òàêîãî òèïà, ñèëüíî çàâèñÿò îò îñîáåííî-ñòåé çàäà÷è, õîòÿ è óäàëîñü âûäåëèòü íåñêîëüêî ðóêîâîäÿùèõ ïðèíöèïîâ,êîòîðûå ìîãóò ñëóæèòü ïîëåçíîé îòïðàâíîé òî÷êîé (ñì. [347℄, ãäå ïðîâî-äèòñÿ áëåñòÿùåå îáñóæäåíèå ýòèõ ïðèíöèïîâ). Íàèáîëåå øèðîêî ïðèìåíÿ-åòñÿ òàê íàçûâàåìûé ìåòîä ¾ëîêàëüíîãî ïîèñêà¿, êîãäà çàðàíåå âûáðàííîåìíîæåñòâî ëîêàëüíûõ îïåðàöèé èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî óëó÷-øåíèÿ íà÷àëüíîãî ðåøåíèÿ äî òåõ ïîð, ïîêà òàêîå óëó÷øåíèå âîçìîæíî, âïðîòèâíîì ñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ äîñòèãíóòûì ¾ëîêàëüíûé îïòèìóì¿.Ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû, ïîñòðîåííûå ýòèì è äðóãèìè ìåòîäàìè, íàïðàêòèêå îêàçûâàþòñÿ âåñüìà óäîâëåòâîðèòåëüíûìè, õîòÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿóäîâëåòâîðèòåëüíûõ õàðàêòåðèñòèê àëãîðèòìà îáû÷íî òðåáóåòñÿ äîâîëü-íî áîëüøàÿ ðàáîòà ïî åãî ¾äîâîäêå¿. Â ðåçóëüòàòå óäà¼òñÿ òîëüêî â î÷åíüðåäêèõ ñëó÷àÿõ çàðàíåå ïðåäñêàçàòü è îöåíèòü ïîâåäåíèå òàêèõ àëãîðèò-ìîâ. Âìåñòî ýòîãî òàêèå àëãîðèòìû îöåíèâàþòñÿ è ñðàâíèâàþòñÿ íà îñíîâåñî÷åòàíèÿ ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ è àðãóìåíòîâ, îïèðàþùèõñÿ íà çäðàâûéñìûñë.Îäíàêî ñîâñåì íåäàâíî áûë ïîëó÷åí ðÿä ðåçóëüòàòîâ, êîòîðûå ïîêàçà-ëè, ÷òî ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû íå âñåãäà ñòîëü ñëîæíû äëÿ �îðìàëüíîãîàíàëèçà. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäà¼òñÿ äîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèÿ, ïîëó÷àåìûåýâðèñòè÷åñêèì àëãîðèòìîì, âñåãäà áóäóò îòëè÷àòüñÿ â ïðîöåíòíîì îòíî-øåíèè îò îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ íå áîëåå ÷åì íà îïðåäåë¼ííóþ âåëè÷èíó.Ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ¾îöåíêè ïîãðåøíîñòè¿ àë-ãîðèòìîâ. Â íàñòîÿùåé ãëàâå ìû îñòàíîâèìñÿ èìåííî íà òàêèõ ðåçóëüòàòàõ.Â ðàçä. 6.1 ñäåëàí îáçîð ðàçëè÷íûõ òèïîâ îöåíêè ïîãðåøíîñòè àëãîðèò-ìîâ. Â ðàçä. 6.2 ïîêàçàíî, êàê òåîðèÿ NP -ïîëíîòû ïîçâîëÿåò äàòü çàêëþ-÷åíèå î íàèëó÷øåé èç âîçìîæíûõ äëÿ äàííîé çàäà÷è îöåíêå ïîãðåøíîñòè.Íàêîíåö, â ðàçä. 6.3 îáñóæäàþòñÿ íåêîòîðûå ïðàêòè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ,êàñàþùèåñÿ âîçìîæíîñòåé ïðèìåíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ýòîãî òèïà, à òàêæå óïî-ìèíàþòñÿ íåêîòîðûå òåîðåòè÷åñêèå ðàáîòû, â êîòîðûõ äåëàåòñÿ ïîïûòêàïðîàíàëèçèðîâàòü ¾ïîâåäåíèå â ñðåäíåì¿ ýâðèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ.



6.1. Îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæ¼ííûõ àëãîðèòìîâ 1416.1. Îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæ¼ííûõ àëãî-ðèòìîâÄàäèì âíà÷àëå �îðìàëüíîå îïèñàíèå ïîíÿòèÿ ¾îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à¿.Êîìáèíàòîðíàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à Ï åñòü ëèáî çàäà÷à ìèíèìè-çàöèè, ëèáî çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè è ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ òð¼õ ÷àñòåé:(1) ìíîæåñòâà D� èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷;(2) äëÿ êàæäîé I 2 D� êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà S�(I) äîïóñòèìûõ ðåøå-íèé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è I ;(3) �óíêöèè m�, ñîïîñòàâëÿþùåé êàæäîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷å I 2D è êàæäîìó äîïóñòèìîìó ðåøåíèþ � 2 S�(I) íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîåöåëîå ÷èñëî m�(I; �), íàçûâàåìîå âåëè÷èíîé ðåøåíèÿ �.Åñëè Ï � çàäà÷à ìèíèìèçàöèè (ñîîòâåòñòâåííî ìàêñèìèçàöèè), òî îïòè-ìàëüíûì ðåøåíèåì èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è I 2 D� ÿâëÿåòñÿ òàêîå äîïó-ñòèìîå ðåøåíèå �� 2 S�(I), ÷òî äëÿ âñåõ � 2 S�(I) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâîm�(I; ��) 6 m�(I; �) (ñîîòâåòñòâåííî m�(I; ��) > m�(I; �)). Äëÿ îáîçíà-÷åíèÿ âåëè÷èíû m�(I; ��) îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷èI áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñèìâîë OPT�(I) (â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà çàäà÷à ÿñíàèç êîíòåêñòà, èíäåêñ Ï áóäåò îïóñêàòüñÿ).Àëãîðèòì A íàçûâàåòñÿ ïðèáëèæ¼ííûì àëãîðèòìîì ðåøåíèÿ çàäà÷èÏ, åñëè äëÿ ëþáîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è I 2 D� àëãîðèòì A îòûñêèâàåòíåêîòîðîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå � 2 S�(I). ×åðåç A(I) áóäåì îáîçíà÷àòüâåëè÷èíóm�(I; �) òîãî âîçìîæíîãî ðåøåíèÿ �, êîòîðîå A ñòðîèò ïî I . ÅñëèA(I) = OPT (I) äëÿ âñåõ I 2 D�, òî A íàçûâàåòñÿ òî÷íûì àëãîðèòìîìðåøåíèÿ çàäà÷è Ï.Ïðèâåä¼ííûå îïðåäåëåíèÿ ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü íà ïðèìåðå óæåèçâåñòíîé íàì çàäà÷è î êîììèâîÿæåðå. Ýòî çàäà÷à ìèíèìèçàöèè, ìíîæå-ñòâî å¼ èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ ñîñòîèò èç âñåõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ãîðîäîâè ïîïàðíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó íèìè. Äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ êîíêðåòíîé èí-äèâèäóàëüíîé çàäà÷è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âñå âîçìîæíûå ïåðåñòàíîâêè çà-äàííûõ ãîðîäîâ. Âåëè÷èíà ðåøåíèÿ äëÿ êàæäîé òàêîé ïåðåñòàíîâêè ðàâíàäëèíå ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàðøðóòà. Òàêèì îáðàçîì, ïðèáëèæ¼ííûé àëãî-ðèòì äëÿ äàííîé çàäà÷è äîëæåí îòûñêàòü òîëüêî íåêîòîðóþ ïåðåñòàíîâêóãîðîäîâ, à òî÷íûé àëãîðèòì äîëæåí âñåãäà îòûñêèâàòü ïåðåñòàíîâêó, ñîîò-âåòñòâóþùóþ ìàðøðóòó ìèíèìàëüíîé äëèíû.Åñëè îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à NP -òðóäíà (÷òî èìååò ìåñòî â äàííîìñëó÷àå), òî, êàê íàì èçâåñòíî, íåëüçÿ ïîñòðîèòü òî÷íûé ïîëèíîìèàëüíûéàëãîðèòì ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è (åñëè P 6= NP ). Áîëåå ðåàëèñòè÷íî ïîïû-òàòüñÿ íàéòè ïðèáëèæ¼ííûé àëãîðèòì A, âðåìÿ ðàáîòû êîòîðîãî îãðàíè-÷åíî ïîëèíîìîì íåâûñîêîé ñòåïåíè è êîòîðûé îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì,÷òî äëÿ âñåõ èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ I âåëè÷èíà A(I) ¾áëèçêà¿ ê âåëè÷èíåOPT (I). Ñëåäóþùèé ïðèìåð èëëþñòðèðóåò òèïû ðåçóëüòàòîâ, êîòîðûìèìû áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.�àññìîòðèì çàäà÷ó îá ¾óïàêîâêå â êîíòåéíåðû¿. Îíà �îðìóëèðóåòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì: Çàäàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâîU = fu1; u2; ::: ; ung ¾ïðåä-



142 �ëàâà 6. Ïîäõîäû ê ðåøåíèþ NP -ïîëíûõ çàäà÷ìåòîâ¿ è ¾ðàçìåðû¿ s(u) 2 [0; 1℄ êàæäîãî ïðåäìåòà u 2 U (ðàçìåð ïðåäìåòàïðåäñòàâëåí ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì); òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîå ðàçáèåíèå ìíî-æåñòâà U íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà U1; U2; ::: ; Uk, ÷òîáû ñóììàðàçìåðîâ ïðåäìåòîâ â êàæäîì ïîäìíîæåñòâå Ui íå ïðåâîñõîäèëà 1 è ÷òîáûk áûëî íàèìåíüøèì âîçìîæíûì. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðåäìåòû, ïðèíàäëå-æàùèå êàæäîìó ìíîæåñòâó Ui, óïàêîâûâàþòñÿ â îäèí êîíòåéíåð ðàçìåðà1, à íàøà öåëü � óïàêîâàòü ïðåäìåòû ìíîæåñòâà U â êàê ìîæíî ìåíüøåå÷èñëî êîíòåéíåðîâ.�àññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à NP -òðóäíà â ñèëüíîì ñìûñëå (â ÷àñòíîì ñëó-÷àå îíà äà¼ò çàäà÷ó 3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ), òàê ÷òî ìàëî íàäåæäû íà îòûñêàíèåäàæå ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîãî òî÷íîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Îä-íàêî äëÿ å¼ ðåøåíèÿ èìååòñÿ íåñêîëüêî çàñëóæèâàþùèõ âíèìàíèÿ ïðîñòûõïðèáëèæ¼ííûõ àëãîðèòìîâ.Îäèí èç íèõ èçâåñòåí ïîä íàçâàíèåì ¾â ïåðâûé ïîäõîäÿùèé¿. Ïðåäïî-ëîæèì, ÷òî èìååòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíòåéíåðîâ ðàçìåðà1, êàæäûé èç êîòîðûõ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïóñò. Àëãîðèòì çàêëþ-÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïîìåùàòü ïðåäìåòû â êîíòåéíåðû ïî î÷åðåäè, â ïî-ðÿäêå âîçðàñòàíèÿ íîìåðîâ. Ïðåäìåòû ïîìåùàþòñÿ â êîíòåéíåðû ñîãëàñíîñëåäóþùåìó ïðîñòîìó ïðàâèëó: ¾Î÷åðåäíîé ïðåäìåò ui ïîìåùàåòñÿ â êîí-òåéíåð ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì, ó êîòîðîãî ñóììà ðàçìåðîâ ïîìåù¼ííûõ âíåãî ïðåäìåòîâ íå ïðåâîñõîäèò 1�s(ui)¿. Äðóãèìè ñëîâàìè, ui ïîìåøàåòñÿ âïåðâûé èç êîíòåéíåðîâ, êóäà îí ìîæåò ïîïàñòü (íå íàðóøàÿ îãðàíè÷åíèÿ ïîðàçìåðó). Íà ðèñ. 6.1 ïîêàçàí ïðèìåð; çäåñü êàæäûé ïðåäìåò ïðåäñòàâëåíïðÿìîóãîëüíèêîì, èìåþùèì âûñîòó, ïðîïîðöèîíàëüíóþ ðàçìåðó ïðåäìåòà.

�èñ. 6..1: Ïðèìåð ðàçìåùåíèÿ ïî ïðàâèëó ¾â ïåðâûé ïîäõîäÿùèé¿, ãäå ïðåä-ìåò u6 êëàä¼òñÿ â êîíòåéíåð B2, ïîñêîëüêó ýòî ïåðâûé êîíòåéíåð, â êî-òîðûé u6 ìîæåò ïîìåñòèòüñÿ.Ñ èíòóèòèâíîé òî÷êè çðåíèÿ ýòîò àëãîðèòì êàæåòñÿ î÷åíü åñòåñòâåííûìè ðàçóìíûì. Îí íå íà÷èíàåò çàïîëíÿòü íîâûé êîíòåéíåð äî òåõ ïîð, ïîêàâñå íåïóñòûå êîíòåéíåðû íå áóäóò ñëèøêîì ñèëüíî çàïîëíåíû. ×òî ìîæíî



6.1. Îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæ¼ííûõ àëãîðèòìîâ 143ñêàçàòü î êà÷åñòâå ðàáîòû ýòîãî àëãîðèòìà?Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ÷èñëî êîíòåéíåðîâ, òðåáóþùèõñÿ äëÿ óêàçàííîãîàëãîðèòìà, êàê �óíêöèþ îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Îáîçíà÷èì ýòó �óíêöèþ÷åðåç FF (I).1 Èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà:FF (I) > 1FF (I) < &1 nXi=1 s(ui)' :Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìàíå ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ áîëåå îäíîãî êîíòåéíåðà, çàïîëíåííîãî ìåíåå ÷åì íàïîëîâèíó. (Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðâûé æå ïðåäìåò, ïîïàâøèé â òàêîé êîí-òåéíåð ñ á�oëüøèì íîìåðîì, äîëæåí áûë áûòü ïîìåù¼í àëãîðèòìîì ¾â ïåð-âûé ïîäõîäÿùèé¿, ò.å. òàêîé æå êîíòåéíåð ñ ìåíüøèì íîìåðîì.) Òî, ÷òî óêà-çàííàÿ ãðàíèöà � íàèëó÷øàÿ èç âîçìîæíûõ, ñëåäóåò èç ðàññìîòðåíèÿ èí-äèâèäóàëüíîé çàäà÷è U = fu1; u2; :::; ung, ãäå s(ui) = 1=2+ "; 1 6 i 6 n. Ïî-ñêîëüêó íèêàêèå äâà ïðåäìåòà íå ìîãóò ïîïàñòü â îäèí ÿùèê, òî FF (I) = n,â òî âðåìÿ êàê ñóììà ðàçìåðîâ ïðåäìåòîâ ðàâíà n=2 + n", è åñëè âûáðàòü" äîñòàòî÷íî ìàëûì, îíà áóäåò êàê óãîäíî áëèçêà ê n=2.Ñäåëàííîå çàìå÷àíèå ïîçâîëÿåò íàì òàêæå îöåíèòü, âî ñêîëüêî ðàç ïëî-õîå ðåøåíèå, ïîëó÷àåìîå àëãîðèòìîì ¾â ïåðâûé ïîäõîäÿùèé¿, ìîæåò îòëè-÷àòüñÿ îò îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ïîñêîëüêó ÿñíî, ÷òîOPT (I) > & nXi=1 s(ui)' ;òî îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âñåõ èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ I âûïîëíåíî íåðà-âåíñòâî FF (I) < 2 � OPT (I):Îäíàêî, êàê ñëåäóåò èç ïðèâåä¼ííîé íèæå òåîðåìû, äëÿ FF (I) èìååòñÿ ëó÷-øàÿ îöåíêà, ñì. [265℄.Òåîðåìà 6.1. Äëÿ âñåõ èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ I îá óïàêîâêå èìååò ìå-ñòî íåðàâåíñòâî FF (I) 6 1710OPT (I) + 2:Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóþò èíäèâèäóàëüíûå çàäà÷è I, äëÿ êîòîðûõ OPT (I)ñêîëü óãîäíî âåëèêî èFF (I) > 1710(OPT (I)� 1):1FF � ïåðâûå áóêâû àíãëèéñêèé ñëîâ First F it (ïåðâûé ïîäõîäÿùèé). � Ïðèì. ïåðåâ.



144 �ëàâà 6. Ïîäõîäû ê ðåøåíèþ NP -ïîëíûõ çàäà÷Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 6.1 õàðàêòåðèçóåò àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âõóäøåì ñëó÷àå àëãîðèòìà ¾â ïåðâûé ïîäõîäÿùèé¿. Âåëè÷èíà FF (I) íèêî-ãäà íå îòëè÷àåòñÿ îò îïòèìóìà áîëåå ÷åì íà 70%, è â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõòàêîå îòëè÷èå äåéñòâèòåëüíî äîñòèãàåòñÿ. (Íåáîëüøîå óëó÷øåíèå âåðõíåéîöåíêè, áëàãîäàðÿ êîòîðîìó ( 1710 )OPT (I) + 2 çàìåíÿåòñÿ íà d( 1710OPT (I)e,ïîëó÷åíî â ðàáîòå [144℄.) Ìû îïóñòèì ñëèøêîì äëèííîå äîêàçàòåëüñòâî òå-îðåìû 6.1, îäíàêî çàìåòèì, ÷òî áëèçêàÿ îöåíêà ïîâåäåíèÿ àëãîðèòìà â õóä-øåì ñëó÷àå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ðàññìîòðåíèÿ ïðèìåðîâ, ïðåäñòàâëåí-íûõ íà ðèñ. 6.2, äëÿ êîòîðûõ FF (I) = ( 53 )OPT (I). (Äîêàçàòåëüñòâî íèæíåéîöåíêè â òåîðåìå 6.1 ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå íåêîòîðîãî óñëîæíåíèÿ ýòèõïðèìåðîâ.)Èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à I :U = fu1; u2; ::: ; u18mg; s(ui) =8><>: 17 + " 1 6 i 6 6m13 + " 6m 6 i 6 12m12 + " 12m 6 i 6 18m

�èñ. 6..2: Èíäèâèäóàëüíûå çàäà÷è I ñ ïðîèçâîëüíî áîëüøèì çíà÷åíèåìOPT (I), äëÿ êîòîðûõ FF (I) ðàâíî 53OPT (I).Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé äëÿ àíàëèçà ïðèáëèæ¼ííûõàëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è îá óïàêîâêå. Òåïåðü ìîæíî ïåðåéòè ê àíàëèçóäðóãèõ àëãîðèòìîâ ñ ëó÷øèìè îöåíêàìè ïîâåäåíèÿ. Î÷åâèäíî, àëãîðèòì ¾âïåðâûé ïîäõîäÿùèé¿ ìîæíî âèäîèçìåíèòü, ïîëüçóÿñü, íàïðèìåð, ñëåäóþ-ùèì áîëåå ñîâåðøåííûì ïðàâèëîì ðàçìåùåíèÿ: êàæäûé ñëåäóþùèé ïðåä-ìåò ui ïîìåùàåì â òîò êîíòåéíåð, ñîäåðæèìîå êîòîðîãî áëèæå âñåãî ê âå-ëè÷èíå 1�s(ui), íî íå ïðåâîñõîäèò å¼ (åñëè èìååòñÿ íåñêîëüêî êîíòåéíåðîâ,îáëàäàþùèõ ýòèì ñâîéñòâîì, òî âûáèðàåì èç íèõ êîíòåéíåð ñ íàèìåíüøèì



6.1. Îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæ¼ííûõ àëãîðèòìîâ 145íîìåðîì). Ýòîò àëãîðèòì èçâåñòåí ïîä íàçâàíèåì ¾â íàèëó÷øèé èç ïîäõî-äÿùèõ¿. Ê ñîæàëåíèþ (è ê óäèâëåíèþ ìíîãèõ), àëãîðèòì ¾â íàèëó÷øèé èçïîäõîäÿùèõ¿ â õóäøåì ñëó÷àå èìååò, ïî ñóùåñòâó, òå æå õàðàêòåðèñòèêè,÷òî è àëãîðèòì ¾â ïåðâûé ïîäõîäÿùèé¿, ñì. [265℄.Íåñêîëüêî ëó÷øèé ïðèáëèæ¼ííûé àëãîðèòì ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè ó÷å-ñòü, ÷òî íàèõóäøåé äëÿ àëãîðèòìà ¾â ïåðâûé ïîäõîäÿùèé¿ (à òàêæå äëÿàëãîðèòìà ¾â íàèëó÷øèé èç ïîäõîäÿùèõ¿) îêàçûâàåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà âóïîðÿäî÷åíèè ïðåäìåòîâ ïðåäìåòû ñ ìåíüøèìè ðàçìåðàìè èäóò ðàíüøåïðåäìåòîâ ñ á�oëüøèìè ðàçìåðàìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðåäìåòû èç U óïî-ðÿäî÷åíû íå ïðîèçâîëüíî, à â ïîðÿäêå óìåíüøåíèÿ èõ ðàçìåðîâ è ïåðå-íóìåðîâàíû òàê, ÷òî s(u1) > s(u2) > ::: > s(un). Àëãîðèòì ïðèìåíåíèÿïðîöåäóðû ¾â ïåðâûé ïîäõîäÿùèé¿ ê ïåðåóïîðÿäî÷åííîìó òàêèì îáðàçîìñïèñêó ïðåäìåòîâ íàçûâàåòñÿ ¾â ïåðâûé ïîäõîäÿùèé â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ¿(ñîîòâåòñòâóþùàÿ �óíêöèÿ îáîçíà÷àåòñÿ FFD(I) 2. �àáîòà ýòîãî àëãîðèò-ìà õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé Äæîíñîíà [262℄ (íàáðîñîê äîêàçà-òåëüñòâà ñì. â [265℄).Òåîðåìà 6.2. Äëÿ âñåõ èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ îá óïàêîâêå âûïîëíÿåòñÿíåðàâåíñòâî FFD(I) 6 119 OPT (I) + 4:Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóþò èíäèâèäóàëüíûå çàäà÷è I, äëÿ êîòîðûõ OPT (I)ïðîèçâîëüíî âåëèêî è FFD(I) > 119 OPT (I):Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì ãàðàíòèþ, ÷òî àëãîðèòì ¾â ïåðâûé ïîäõîäÿ-ùèé â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ¿ äàæå â õóäøåì ñëó÷àå âûäà¼ò ðåøåíèå, îòëè÷àþ-ùååñÿ îò îïòèìàëüíîãî íå áîëåå ÷åì íà 22%. Êðîìå òîãî, âñòðå÷àþòñÿ èíäè-âèäóàëüíûå çàäà÷è, äëÿ êîòîðûõ ýòà îöåíêà äîñòèãàåòñÿ. Òàêîé æå ðåçóëü-òàò èìååò ìåñòî äëÿ àíàëîãè÷íîãî àëãîðèòìà ¾â íàèëó÷øèé èç ïîäõîäÿùèõâ ïîðÿäêå óáûâàíèÿ¿. Íà ðèñ. 6.3 ïîêàçàí êëàññ ïðèìåðîâ, ïîçâîëÿþùèõóñòàíîâèòü íèæíþþ îöåíêó äëÿ îáîèõ àëãîðèòìîâ.Äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè ñâåðõó çàêëþ÷àåòñÿ â òùàòåëüíîì ðàññìîòðå-íèè ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ, äàæå êðàòêîå èçëîæåíèå êîòîðûõ ïîòðåáîâàëî áûáîëüøå ìåñòà, ÷åì îòâåäåíî äëÿ âñåé íàñòîÿùåé ãëàâû. (Õîòÿ äëèííûå äî-êàçàòåëüñòâà äëÿ çàäà÷, ïîäîáíûõ çàäà÷å îá óïàêîâêå, � îáû÷íîå ÿâëåíèå,îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ äðóãèõ çàäà÷ áûëè ïîëó÷åíûáåç ãåðêóëåñîâûõ óñèëèé, à äëÿ çàäà÷è îá óïàêîâêå íåñêîëüêî áîëåå ñëàáûåîöåíêè ìîæíî ïîëó÷èòü ãîðàçäî ïðîùå.)Äàëüíåéøèå ìîäè�èêàöèè àëãîðèòìà ¾â ïåðâûé ïîäõîäÿùèé â ïîðÿä-êå óáûâàíèÿ¿ áûëè ïðåäëîæåíû â ðàáîòàõ [262, 542℄. Öåëü ýòèõ ìîäè�è-êàöèé ñîñòîÿëà â ïîëó÷åíèè ïîëèíîìèàëüíîãî ïî âðåìåíè ïðèáëèæ¼ííîãî2Áóêâà D â FFD � ýòî ñîêðàùåíèå îò De
reasing, ò.å. â ïîðÿäêå óìåíüøåíèÿ. � Ïðèì.ðåä.



146 �ëàâà 6. Ïîäõîäû ê ðåøåíèþ NP -ïîëíûõ çàäà÷Èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à I :U = fu1; u2; ::: ; u30mg; s(ui) = 8>>><>>>:12 + " 1 6 i 6 6m14 + 2" 6m 6 i 6 12m14 + " 12m 6 i 6 18m14 � 2" 18m 6 i 6 30m
�èñ. 6..3: Èíäèâèäóàëüíûå çàäà÷è I ñ ïðîèçâîëüíî áîëüøèì çíà÷åíèåìOPT (I), äëÿ êîòîðûõ FFD(I) ðàâíî ( 119 )OPT (I).àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è îá óïàêîâêå ñ åù¼ ëó÷øèìè îöåíêàìè ðåøåíèÿ.Îäíàêî íè äëÿ îäíîé èç ýòèõ ìîäè�èêàöèé ïîêà íå ïîëó÷åíà ñóùåñòâåííîëó÷øàÿ îöåíêà.Èòàê, ïðîâåä¼ííûé àíàëèç ïðèáëèæ¼ííûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷èîá óïàêîâêå, ìîæíî ïîäûòîæèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìû íà÷àëè àíàëèç ñèçó÷åíèÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè î÷åâèäíîãî, íî âåñüìà ðàçóìíîãî àëãîðèòìà.Ýòîò àíàëèç ïðîâîäèëñÿ ïîñðåäñòâîì ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ðàáîòû àëãîðèò-ìà â õóäøåì ñëó÷àå è ïîñðåäñòâîì ïîñòðîåíèÿ ïðèìåðîâ, ïîêàçûâàþùèõ,÷òî ýòè îöåíêè íå ìîãóò áûòü óëó÷øåíû. Íà îñíîâå ýòîãî àíàëèçà, à òàêæåèíòóèòèâíûõ ñîîáðàæåíèé î íåäîñòàòêàõ èñõîäíîãî àëãîðèòìà ìû ñòàëèèñêàòü äðóãèå àëãîðèòìû (âîçìîæíî, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé âñåãî ëèøüáîëåå ñëîæíûå âåðñèè èñõîäíîãî àëãîðèòìà) è àíàëèçèðîâàòü èõ. Îöåíêèïîãðåøíîñòåé àëãîðèòìîâ áûëè âûðàæåíû â âèäå îòíîøåíèé, ïðåäñòàâëÿ-þùèõ èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ âîçìîæíîñòè èõ ñðàâíåíèÿ è â íåêîòîðîìñìûñëå îòðàæàþùèõ áëèçîñòü ðåçóëüòàòîâ ê îïòèìóìó. Ýòîò îáùèé ïîäõîäìîæåò ñëóæèòü ìîäåëüþ èçó÷åíèÿ NP -òðóäíûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ èâ äåéñòâèòåëüíîñòè øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ (õîòÿ, êîíå÷íî, èíîãäà ìîãóò îêà-çàòüñÿ áîëåå àäåêâàòíûìè è ëåã÷å äîêàçóåìûìè îöåíêè äðóãîãî òèïà, ñì.,íàïðèìåð, [96,399℄).Äëÿ �îðìàëèçàöèè ýòîãî ïîäõîäà äàäèì åù¼ íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.Ïóñòü Ï � çàäà÷à ìèíèìèçàöèè (ñîîòâåòñòâåííî ìàêñèìèçàöèè), à I � ïðî-èçâîëüíàÿ èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à èç D�. Îïðåäåëèì îòíîøåíèå RA(I) ñëå-



6.1. Îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæ¼ííûõ àëãîðèòìîâ 147äóþùèì îáðàçîì: RA(I) = A(I)OPT (I)(ñîîòâåòñòâåííî RA(I) = OPT (I)A(I) ). Ïîãðåøíîñòüþ ïðèáëèæ¼ííîãî àëãîðèò-ìà A ðåøåíèÿ çàäà÷è Ï íàçîâåì âåëè÷èíó RA, îïðåäåëÿåìóþ ñëåäóþùèìîáðàçîì: 3RA = inf (r > 1 : RA(I) 6 r äëÿ âñåõ èíäèâèäóà-ëüíûõ çàäà÷ I 2 D�;) :Àñèìïòîòè÷åñêîé ïîãðåøíîñòüþ ïðèáëèæ¼ííîãî àëãîðèòìà A íàçîâ¼ì âå-ëè÷èíóR1A = inf 8><>: íàéä¼òñÿ N 2 Z+; òàêîå, ÷òî RA(I) 6 rr > 1 : äëÿ âñåõ I 2 D�; äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíîñîîòíîøåíèå OPT (I) > N 9>=>; :Çàìåòèì, ÷òî îòíîøåíèÿ, îïðåäåë¼ííûå âûøå, îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì,÷òî îòíîøåíèå äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè îáðàòíî îòíîøåíèþ äëÿ çàäà÷èìàêñèìèçàöèè. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ìû ïîëó÷àåì îäíîðîäíóþ øêàëó äëÿ ãðà-äàöèè ïðèáëèæ¼ííûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàçíûõ òèïîâ. Ïðè ýòîìâñåãäà èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ 1 6 RA 6 1 è 1 6 R1A 6 1, ïðè÷¼ì ÷åìîòíîøåíèå áëèæå ê 1, òåì ìåíüøå ïîãðåøíîñòü.Îòìåòèì òàêæå, ÷òî RA íå îáÿçàòåëüíî ðàâíî R1A . Òàê, íàïðèìåð, òåî-ðåìà 6.2 óòâåðæäàåò, ÷òî R1FFD = 119 , íî ëåãêî ïîñòðîèòü ïðèìåð òàêîé èí-äèâèäóàëüíîé çàäà÷è I , ÷òî OPT (I) = 2, è FFD(I) = 3, è, çíà÷èò, RFFD > 32 .Äëÿ çàäà÷è îá óïàêîâêå àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü, ïî-âèäèìîìó, âàæ-íåå, õîòÿ äëÿ çàäà÷ äðóãîãî òèïà áîëåå àäåêâàòíîé âåëè÷èíîé ìîæåò áûòüRA(I). Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî äëÿ èíòåðåñóþùèõ íàñ ïðèáëèæ¼ííûõ àëãî-ðèòìîâ îáå õàðàêòåðèñòèêè ñîâïàäàþò: RA = R1A . Â ëþáîì ñëó÷àå ïîëåçíîçíàòü îáå ýòè âåëè÷èíû, à ðàçëè÷èå ìåæäó íèìè ó÷èòûâàòü ïðè àíàëèçåïðèáëèæ¼ííîãî àëãîðèòìà.Â êà÷åñòâå äðóãîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì åù¼ ðàç çàäà÷ó î êîììèâîÿæå-ðå, ââåäÿ â å¼ óñëîâèå äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå. Èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷àI ïî-ïðåæíåìó ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî C ãîðîäîâ è ñïèñîê ðàññòî-ÿíèé ìåæäó íèìè. Â äàííîì ñëó÷àå, îäíàêî, ïîòðåáóåì, ÷òîáû ðàññòîÿíèÿïîä÷èíÿëèñü ¾íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà¿, ò.å. ÷òîáû äëÿ êàæäîé òðîéêèãîðîäîâ a; b; 
 èç ìíîæåñòâà C áûëî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèåd(a; 
) 6 d(a; b) + d(b; 
):3Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âåëè÷èíû RA(I) àâòîðû óïîòðåáëÿþò òåðìèí ¾absolute performan
eratio¿. Õîòÿ RA(I) è áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà, îíà, îäíàêî, íå ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíîé ïî-ãðåøíîñòüþ â îáû÷íîì ñìûñëå (îïðåäåëÿåìîé êàê ���A(I)�OPT (I)OPT (I) ����. Èçáåãàÿ çíà÷èòåëü-íîé ïåðåäåëêè òåêñòà ïðè ïåðåâîäå, ìû ïðåäïî÷ëè äëÿ âåëè÷èíû RA(I) òåðìèí ¾ïîãðåø-íîñòü¿, õîòÿ è ñîçíàâàëè êîìïðîìèññíîñòü ýòîãî ðåøåíèÿ. � Ïðèì. ðåä.



148 �ëàâà 6. Ïîäõîäû ê ðåøåíèþ NP -ïîëíûõ çàäà÷Ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, íàïðèìåð, êîãäà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ãîðîäàìèïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êðàò÷àéøèå ïóòè â íåêîòîðîé ñòàíäàðòíîé ìåòðèêåèëè åñëè äîïóñêàþòñÿ ìàðøðóòû, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íåêîòîðûå ãîðîäà ïîíåñêîëüêó ðàç, ïîñêîëüêó â ïîñëåäíåì ñëó÷àå êàæäîå èç çàäàííûõ ðàññòî-ÿíèé d(
i; 
j) ìîæåò áûòü çàìåíåíî äëèíîé êðàò÷àéøåãî ïóòè îò 
i ê 
j .Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî è ïðè óêàçàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ çàäà÷à îñòàåòñÿ NP -òðóäíîé. Áîëåå òîãî, äëÿ âñåõ àëãîðèòìîâ, êîòîðûå ìû ðàññìîòðèì â äàëü-íåéøåì, áóäåò âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå RA = R1A , òàê ÷òî ìû îãðàíè÷èìñÿðàññìîòðåíèåì âåëè÷èíû RA.�àññìîòðèì åñòåñòâåííûé ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì, íàçûâàåìûé ¾áëè-æàéøèé ñîñåä¿. Ýòîò àëãîðèòì îáîçíà÷àåòñÿ NN 4 è îïèñàí, íàïðèìåð, âðàáîòå [162℄. Ïóñòü C = f
1; 
2; ::: ; 
mg � çàäàííîå ìíîæåñòâî ãîðîäîâ. Âêà÷åñòâå ïåðâîãî ãîðîäà 
x(i) â èñêîìîì ìàðøðóòå âîçüìåì ãîðîä 
1. Åñëè÷àñòè÷íûé ìàðøðóò < 
�(1); 
�(2); :::; 
�(k) >, k < m, óæå ïîñòðîåí, òî âêà÷åñòâå ãîðîäà 
�(k+1) àëãîðèòì âûáèðàåò ãîðîä 
, áëèæàéøèé ê ãîðîäó
�(k), (ò.å. ãîðîä ñ íàèìåíüøèì ðàññòîÿíèåì d(
�(k); 
)), èç ãîðîäîâ, åù¼ íåïðèíàäëåæàùèõ ìàðøðóòó (åñëè èìååòñÿ íåñêîëüêî òàêèõ ãîðîäîâ, ìîæíîâûáðàòü ãîðîä ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì). Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà �îçåíêðàíò-öà, Ñòèðíçà è Ëüþèñà [457℄ ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòîò ïðèáëèæ¼ííûé àëãîðèòììîæåò âåñòè ñåáÿ ãîðàçäî õóæå, ÷åì ëþáîé èç îáñóæäàâøèõñÿ íàìè àëãî-ðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îá óïàêîâêå.Òåîðåìà 6.3. Äëÿ èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ î êîììèâîÿæåðå I ñ m ãîðî-äàìè è íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêà âûïîëíåíî íåðàâåíñòâîNN(I) 6 12(dlog 2me+ 1)OPT (I):Áîëåå òîãî, äëÿ ïðîèçâîëüíî áîëüøèõ çíà÷åíèé m ñóùåñòâóþò òàêèåèíäèâèäóàëüíûå çàäà÷è I ñ m ãîðîäàìè, ÷òîNN(I) > 13 �log 2(m+ 1) + 43�OPT (I):Íàèáîëåå âàæíîå óòâåðæäåíèå ýòîé òåîðåìû ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòüî÷åíü êðàòêî: Rnn = 1; îíî ïîêàçûâàåò íå ñëèøêîì áîëüøóþ ïåðñïåêòèâ-íîñòü àëãîðèòìà ¾áëèæàéøèé ñîñåä¿. Ïðèìåð ñëîæíîé ðåêóðñèâíîé êîí-ñòðóêöèè, èñïîëüçóåìîé äëÿ ïîëó÷åíèÿ íèæíåé îöåíêè òåîðåìû 6.3, ïðèm = 15 ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 6.4.Ïîãðåøíîñòü àëãîðèòìà ¾áëèæàéøèé ñîñåä¿ îñòàâëÿåò æåëàòü ìíîãîëó÷øåãî. Ìû óïîìÿíóëè îá ýòîì àëãîðèòìå ëèøü äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü,÷òî äàæå âåñüìà ðàçóìíûå ýâðèñòèêè ìîãóò ïðèâîäèòü ê ïëîõèì ðåçóëüòà-òàì, îòëè÷àþùèìñÿ îò îïòèìóìà â ïðîèçâîëüíî áîëüøîå ÷èñëî ðàç.Ê ñ÷àñòüþ, äðóãèå ïðèáëèæ¼ííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ðà-áîòàþò ãîðàçäî ëó÷øå. Â ñàìîì äåëå, â ðàáîòå �îçåíêðàíòöà, Ñòèðíçà è4NN �îò àíãëèéñêèõ ñëîâ Nearest Neighbor (áëèæàéøèé, ñîñåä).� Ïðèì. ïåðåâ.
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�èñ. 6..4: Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è î êîììè-âîÿæåðå, äëÿ êîòîðîé àëãîðèòì ¾áëèæàéøèé ñîñåä¿ ðàáîòàåò ïëîõî. Âýòîì ïðèìåðå èìååòñÿ 15 ãîðîäîâ, ðàññòîÿíèå d(
i; 
j) îïðåäåëÿåòñÿ êàêäëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè îò 
i ê 
j, ïîëó÷àåìîãî ñ èñïîëüçîâàíèåì ð¼-áåð, èçîáðàæåííûõ íà ðèñóíêå. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòè ðàññòîÿíèÿïîä÷èíÿþòñÿ íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà. Ïåðèìåòð äà¼ò îïòèìàëüíûéìàðøðóò äëèíû 15, à àëãîðèòì ¾áëèæàéøèé ñîñåä¿ âûäà¼ò çà÷åðí¼ííûéìàðøðóò äëèíû 27. Òàêèì îáðàçîì, RNN (I) = 2725 > 169 = 13 (log 2(m+1)+ 43 ).Ëüþèñà [457℄ ïðèâåäåíî íåñêîëüêî ïðèáëèæ¼ííûõ àëãîðèòìîâ ñ ïîãðåø-íîñòüþ RA = 2. Õîðîøî èçâåñòåí îáëàäàþùèé ýòèì ñâîéñòâîì àëãîðèòì,îñíîâàííûé íà ïîíÿòèè ¾ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî¿. �àññìîòðèì èíäè-âèäóàëüíóþ çàäà÷ó î êîììèâîÿæåðå, ïðåäñòàâëåííóþ â âèäå ïîëíîãî ãðà�à,âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ãîðîäà, à êàæäîå ðåáðî f
i; 
jg èìååò ¾äëè-íó¿ d(
i; 
j). Â òàêîì ãðà�å èìååòñÿ î÷åâèäíîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîò-âåòñòâèå ìåæäó âñåâîçìîæíûìè ìàøðóòàìè è ãàìèëüòîíîâûìè öèêëàìè.Îñòîâíûì äåðåâîì íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûé ïîäãðà�, ñîäåðæàùèé âñå âåðøèíûè íå ñîäåðæàùèé öèêëîâ (ò. å. ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âåðøèíàìè èìååòñÿ âòî÷íîñòè îäèí ïóòü áåç ïîâòîðÿþùèõñÿ ð¼áåð). Ïî èíäóêöèè ëåãêî äîêàçû-âàåòñÿ, ÷òî â ñâÿçíîì ãðà�å íà m âåðøèíàõ îñòîâíîå äåðåâî äîëæíî èìåòüm�1 ðåáðî. Ìèíèìàëüíûì îñòîâíûì äåðåâîì íàçûâàåòñÿ îñòîâíîå äåðåâî,ñóììà äëèí ð¼áåð êîòîðîãî ìèíèìàëüíà.Â îòëè÷èå îò ìàðøðóòîâ êîììèâîÿæåðà ìèíèìàëüíîé äëèíû ìèíèìàëü-



150 �ëàâà 6. Ïîäõîäû ê ðåøåíèþ NP -ïîëíûõ çàäà÷íûå îñòîâíûå äåðåâüÿ ìîæíî ëåãêî ïîñòðîèòü, çàòðàòèâ ïðè ýòîì âðåìÿ,îãðàíè÷åííîå ïîëèíîìîì íåâûñîêîé ñòåïåíè (ñì. [308℄ èëè [9℄). Áîëåå òîãî,äëèíà ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà äëÿ ãðà�à çàäà÷è î êîììèâîÿæåðåäîëæíà áûòü ìåíüøå äëèíû ìèíèìàëüíîãî ìàðøðóòà, ïîòîìó ÷òî îñòîâíîåäåðåâî (áîëåå êîðîòêîå, ÷åì ýòîò ìàðøðóò) ìîæåò áûãü ïîëó÷åíî èç íåãîïóò¼ì îòáðàñûâàíèÿ îäíîãî ðåáðà. Ýòî íàâîäèò íà ìûñëü, ÷òî äîñòàòî÷íîêîðîòêèé ìàðøðóò ìîæíî ïîëó÷èòü ïîñòðîåíèåì ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãîäåðåâà ñ ïîñëåäóþùèì ïîñåùåíèåì âñåõ ãîðîäîâ â ðåçóëüòàòå äâîéíîãî îá-õîäà äåðåâà. Íà ðèñ. 6.5 (á) òàêîé îáõîä óêàçàí äëÿ äåðåâà ñ ðèñ. 6.5 (à). Âðåçóëüòàòå òàêîãî îáõîäà íåêîòîðûå ãîðîäà ïðèõîäèòñÿ ïîñåùàòü áîëåå îä-íîãî ðàçà, îäíàêî ïîëó÷åííûé ìàðøðóò âñåãäà ìîæíî ñîêðàòèòü, åñëè êàæ-äûé ðàç èäòè ñðàçó â ñëåäóþùèé åù¼ íå ïîñåù¼ííûé ãîðîä, êàê ïîêàçàíîíà ðèñ. 6.5 (â). Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà îáåñïå÷èâàåò, ÷òîáû â ðåçóëüòàòåòàêîãî ñîêðàùåíèÿ äëèíà ìàðøðóòà íå óâåëè÷èâàëàñü.
�èñ. 6..5: Ïðåîáðàçîâàíèå îñòîâíîãî äåðåâà â ìàðøðóò äëÿ êîììèâîÿæåðàñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà ¾äâîéíîé îáõîä äåðåâà¿.Òàêèì îáðàçîì, äëèíà ìàðøðóòà, ïîëó÷àåìîãî â ðåçóëüòàòå èçëîæåííîéâûøå ïðîöåäóðû, íå ïðåâîñõîäèò óäâîåííîé äëèíû ìèíèìàëüíîãî îñòîâíî-ãî äåðåâà, ÷òî ñòðîãî ìåíüøå óäâîåííîé äëèíû îïòèìàëüíîãî ìàðøðóòà.Îáîçíà÷èì àëãîðèòì ¾äâîéíîãî îáõîäà ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà¿÷åðåçMST 5. Òîëüêî ÷òî äîêàçàííûé ðåçóëüòàò �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèìîáðàçîì:Òåîðåìà 6.4. Äëÿ âñåõ èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ î êîììèâîÿæåðå I, äëÿêîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, èìååò ìåñòî íåðà-âåíñòâî MST (I) < 2 � OPT (I):Ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî ïîëó÷åííàÿ äëÿ àëãîðèòìà MST îöåíêàíàèëó÷øàÿ èç âîçìîæíûõ è, ñëåäîâàòåëüíî, RMST = 2T , ïîñòðîèòü íåòðóä-íî, è ìû îñòàâëÿåì ýòî â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.5Îò àíãëèéñêèõ ñëîâ Minimum Spanning Tree (ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî).�Ïðèì. ïåðåâ.



6.1. Îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæ¼ííûõ àëãîðèòìîâ 151Èäåÿ, ëåæàùàÿ â îñíîâå àëãîðèòìàMST , áûëà ðàçâèòà Êðèñòî�èäèñîì[71℄, â ðåçóëüòàòå ÷åãî áûë ïîñòðîåí ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ýòîéçàäà÷è ñ åù¼ ìåíüøåé ïîãðåøíîñòüþ. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ êîìáèíàöèÿòåõíèêè ¾ïàðîñî÷åòàíèé¿ è ïîíÿòèé ¾ýéëåðîâ ãðà�¿ è ¾ýéëåðîâ ìàðøðóò¿.Ýéëåðîâûì ãðà�îì íàçûâàåòñÿ ãðà�, ó êîòîðîãî âñå âåðøèíû èìåþò ÷¼ò-íûå ñòåïåíè. Ýéëåðîâûì ìàðøðóòîì â ãðà�å íàçûâàåòñÿ öèêë, ïðîõîäÿ-ùèé ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó ÷åðåç êàæäîå ðåáðî. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿòîãî, ÷òîáû ãðà� G áûë ýéëåðîâûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâà-íèå â ãðà�å G ýéëåðîâà ìàðøðóòà (ñì., íàïðèìåð, [357℄). Áîëåå òîãî, ëåãêîïîñòðîèòü ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì îòûñêàíèÿ â òàêîì ãðà�å ýéëåðîâàìàðøðóòà. Êðèñòî�èäèñ çàìåòèë, ÷òî àëãîðèòì MST ìîæíî ðàñ÷ëåíèòüíà ÷åòûðå ñòàäèè: (1) îòûñêàíèå ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà, (2) ïðå-îáðàçîâàíèå îñòîâíîãî äåðåâà â ýéëåðîâ ãðà� ïîñðåäñòâîì äóáëèðîâàíèÿâñåõ ð¼áåð ãðà�à, (3) îòûñêàíèå â ïîñòðîåííîì ãðà�å ýéëåðîâà ìàðøðóòà,(4) ïðåîáðàçîâàíèå ñ ïîìîùüþ ñîêðàùåíèÿ ïîëó÷åííîãî ýéëåðîâà ìàðø-ðóòà â ìàðøðóò äëÿ êîììèâîÿæåðà. Ïîñêîëüêó îáùàÿ äëèíà äîáàâëÿåìûõð¼áåð ðàâíà äëèíå ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà (è, ñëåäîâàòåëüíî, ìåíü-øå ìèíèìàëüíîé äëèíû ìàðøðóòà äëÿ êîììèâîÿæåðà) è òàê êàê íåðàâåí-ñòâî òðåóãîëüíèêà ãàðàíòèðóåò, ÷òî çàìåíà äâóõ ð¼áåð îäíèì íå óâåëè÷èòäëèíû ìàðøðóòà, òî äëèíà ïîëó÷àþùåãîñÿ ìàðøðóòà ìîæåò ïðåâîñõîäèòüìèíèìàëüíî âîçìîæíóþ äëèíó ìàðøðóòà ñàìîå áîëüøåå â äâà ðàçà. Îäíà-êî Êðèñòî�èäèñ ïîêàçàë, ÷òî îñòîâíîå äåðåâî ìîæíî ïðåâðàòèòü â ýéëåðîâãðà� ñ åù¼ ìåíüøèìè èçäåðæêàìè.Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, ñîñðåäîòî÷èâ âíèìàíèå íà ìíîæåñòâå V 0 = fa1; a2;::: ; a2kg âåðøèí îñòîâíîãî äåðåâà, èìåþùèõ íå÷¼òíóþ ñòåïåíü (òàêèõ âåð-øèí äîëæíî ïðèñóòñòâîâàòü ÷¼òíîå ÷èñëî). Ïàðîñî÷åòàíèåì â ìíîæåñòâåV 0 íàçûâàåòñÿ åãî ðàçáèåíèå íà k 2-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ. Âåñîì òàêîãîïàðîñî÷åòàíèÿ íàçûâàåòñÿ ñóììà ðàññòîÿíèé d(
i; 
j), ãäå f
i; 
jg � ïîäìíî-æåñòâî ðàññìàòðèâàåìîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ è i < j (äëÿ òîãî ÷òîáû èçáåæàòüäóáëèðîâàíèÿ). Ëþáîå ïàðîñî÷åòàíèå äëÿ V 0 äà¼ò íàì k ð¼áåð, äîáàâëåíèåêîòîðûõ ê îñòîâíîìó äåðåâó ïðåâðàùàåò åãî â ýéëåðîâ ãðà�. Îáùàÿ äëè-íà ýòèõ ð¼áåð ðàâíà âåñó ïàðîñî÷åòàíèÿ. Ïàðîñî÷åòàíèåì ìèíèìàëüíîãîâåñà íàçûâàåòñÿ ïàðîñî÷åòàíèå, âåñ êîòîðîãî ìèíèìàëåí ñðåäè âåñîâ âñåõâîçìîæíûõ ïàðîñî÷åòàíèé. Ïàðîñî÷åòàíèÿ ìèíèìàëüíîãî âåñà ìîãóò áûòüíàéäåíû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè (ñì., íàïðèìåð,[324℄). Â ïðèáëèæ¼ííîì àëãîðèòìå Êðèñòî�èäèñà ñòàäèÿ 2 àëãîðèòìàMSTçàìåíÿåòñÿ ïðîöåäóðîé îòûñêàíèÿ ìèíèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ äëÿ ìíî-æåñòâà V 0 ñ ïîñëåäóþùèì ïðåâðàùåíèåì îñòîâíîãî äåðåâà â ýéëåðîâ ãðà�ïîñðåäñòâîì äîáàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ð¼áåð.Îñíîâíîå íàáëþäåíèå, ïîçâîëÿþùåå îöåíèòü ïîãðåøíîñòü ýòîãî àëãî-ðèòìà, ñîñòîèò â òîì, ÷òî âåñ ïàðîñî÷åòàíèÿ ìèíèìàëüíîãî âåñà íå ìîæåòïðåâîñõîäèòü ïîëîâèíû äëèíû ìèíèìàëüíîãî ìàðøðóòà äëÿ êîììèâîÿæå-ðà. Â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåâðàòèì âíà÷àëå ìàðø-ðóò ìèíèìàëüíîé äëèíû â ìàðøðóò òîëüêî íà âåðøèíàõ èç V 0. Ýòîãî ìîæíîäîáèòüñÿ, èñêëþ÷èâ èç çàäàííîãî ìàðøðóòà âåðøèíû, íå ïðèíàäëåæàùèåV 0. Â ðåçóëüòàòå, â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷èòñÿ ìàðøðóò,



152 �ëàâà 6. Ïîäõîäû ê ðåøåíèþ NP -ïîëíûõ çàäà÷äëèíà êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò äëèíû èñõîäíîãî. Ïîñòðîåííûé ìàðøðóò çà-äà¼ò íà ìíîæåñòâå V 0 äâà ïàðîñî÷åòàíèÿ, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ, åñëè áðàòüð¼áðà â ìàðøðóòå ÷åðåç îäíî. Íàèìåíüøèé èç âåñîâ ýòèõ äâóõ ïàðîñî÷å-òàíèé íå ïðåâîñõîäèò ïîëîâèíû äëèíû ìàðøðóòà. Îáîçíà÷èâ ïîñòðîåííûéàëãîðèòì ÷åðåç MM 6 ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.Òåîðåìà 6.5. Äëÿ âñåõ èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ î êîììèâîÿæåðå, äëÿ êî-òîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, èìååò ìåñòî íåðàâåí-ñòâî MM(I) < 32OPT (I):Êàê è ðàíüøå, íåòðóäíî ïîñòðîèòü ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî ýòàîöåíêà, ïî ñóùåñòâó, íàèëó÷øàÿ âîçìîæíàÿ (ñì., íàïðèìåð, [97℄) è ïîýòîìóRMM = 32 . Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå èçâåñòåí ïðèáëèæ¼ííûé ïîëèíîìèàëüíûéàëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è î êîììèâîÿæåðå ñ íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêà,ïîãðåøíîñòü êîòîðîãî áûëà áû ìåíüøå.Ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû äëÿ çàäà÷è î êîììèâîÿæåðå, ïîäîáíî ðå-çóëüòàòàì äëÿ çàäà÷è îá óïàêîâêå, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé õàðàêòåðíûé ïðèìåðòîãî, íà ÷òî ìîæíî íàäåÿòüñÿ ïðè ðåøåíèè òðóäíûõ çàäà÷ ïîëèíîìèàëüíû-ìè àëãîðèòìàìè. Â îáåèõ çàäà÷àõ èìååòñÿ ãàðàíòèÿ îòûñêàíèÿ ïðèáëèæ¼í-íûõ ðåøåíèé, äîâîëüíî áëèçêèõ ê îïòèìàëüíîìó, õîòÿ íè äëÿ îäíîé èç íèõíàèëó÷øàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ íå òàê áëèçêà ê 1, êàê õîòåëîñüáû.Ê ñîæàëåíèþ, èìååòñÿ áîëüøîå ÷èñëî NP -òðóäíûõ çàäà÷ äðóãîãî òè-ïà, äëÿ êîòîðûõ íå èçâåñòíû ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû, äàæå ñ òàêîéîöåíêîé ïîãðåøíîñòè. Îäèí èç ïðèìåðåâ ïîäîáíûõ çàäà÷ � çàäà÷à î ðàñ-êðàñêå ãðà�à: ¾Çàäàí ãðà� G = (V; E), òðåáóåòñÿ íàéòè òàêóþ �óíêöèþf : V ! f1; 2; ::: ; kg, ÷òî f(u) 6= f(v), åñëè fu; vg 2 E è k � íàèìåíüøååâîçìîæíîå¿. Â äàííîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ñîñòîèò èçâñåõ òàêèõ �óíêöèé f : V ! f1; 2; ::: ; jV jg, ÷òî f(u) 6= f(v), åñëè fu; vg 2 E.Âåëè÷èíà äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ f ðàâíàmaxff(v) : v 2 V g. Â ðàáîòåÄæîí-ñîíà [264℄ äëÿ áîëüøîãî ÷èñëà ïîëèíîìèàëüíûõ ïðèáëèæ¼ííûõ àëãîðèòìîâA ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàñêðàñêå ãðà�à äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå òàêîé êîí-ñòàíòû 
 è òàêîãî áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ãðà�îâ G = (V; E), ÷òîA(G) > 
 � jV j �OPT (G):Áîëåå òîãî, íàèëó÷øàÿ èç èçâåñòíûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ îöåíîê ïîãðåøíî-ñòè äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ A ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàñêðàñêå ãðà�àèìååò âèä A(G) = 
 � jV jlog jV jOPT (G)(ñì. [264℄). Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ çàäà÷è î ðàñêðàñêå ãðà�à íå èçâåñòåí ïî-ëèíîìèàëüíûé ïðèáëèæ¼ííûé àëãîðèòì ñ îöåíêîé ïîãðåøíîñòè, õîòÿ áûáëèçêîé ê îöåíêå RA <1.6ÌÌ� îò àíãëèéñêèõ ñëîâ Minimum Mat
hing (ìèíèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå) . �Ïðèì. ïåðåâ.



6.1. Îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæ¼ííûõ àëãîðèòìîâ 153Çàäà÷à î ðàñêðàñêå ãðà�à, òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå òðóä-íîé, ÷åì çàäà÷à îá óïàêîâêå è çàäà÷à î êîììèâîÿæåðå ñ íåðàâåíñòâîì òðå-óãîëüíèêà. Äëÿ ýòîé çàäà÷è çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ìû íå òîëüêî íå ìî-æåì ïîëó÷èòü ãàðàíòèðîâàííîãî îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ (åñëè P 6= NP ), íîäàæå ðàçóìíûõ îöåíîê ïðèáëèæåíèÿ ê îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ. Äâå äðó-ãèå çàäà÷è, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ â òàêîé æå ñòåïåíè íå ïîääàþùèìèñÿðåøåíèþ, � ýòî çàäà÷à îòûñêàíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïî ìîùíîñòè ìíîæåñòâàíåçàâèñèìûõ âåðøèí â ãðà�å è çàäà÷à îòûñêàíèÿ ìèíèìàëüíîãî ìàðøðóòàäëÿ êîììèâîÿæåðà, åñëè íå òðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíè-êà. (Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû åù¼ âåðíåìñÿ ê ýòèì çàäà÷àì.)Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âîçíèêàþùåå î÷åâèäíûì îáðàçîì ïîäðàçäåëå-íèå çàäà÷ íà õîðîøî è ïëîõî ðåøàåìûå ïðèáëèæ¼ííûìè ìåòîäàìè, ïî-âèäèìîìó, íå èìååò îòíîøåíèÿ ê òîìó �àêòó, ÷òî ýòè çàäà÷è òåñíî ñâÿçàíûïîñðåäñòâîì ïîëèíîìèàëüíûõ ñâîäèìîñòåé. Ìîæíî áûëî áû äóìàòü, ÷òîòàêàÿ ñâîäèìîñòü ïîçâîëÿåò ïðåîáðàçîâàòü õîðîøèé ïðèáëèæ¼ííûé àëãî-ðèòì ðåøåíèÿ îäíîé çàäà÷è â õîðîøèé ïðèáëèæ¼ííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿäðóãîé. Îäíàêî, âîîáùå ãîâîðÿ, ýòî íå òàê, ÷òî ìîæíî óâèäåòü èç ïðèâå-ä¼ííîãî íèæå ïðèìåðà.Íàïîìíèì, ÷òî â ðàçä. 3.1.3 áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî çàäà÷è ÂÅ�ØÈÍ-ÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ è ÍÅÇÀÂÈÑÈÌÎÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ î÷åíü òåñíî ñâÿ-çàíû. Äëÿ ãðà�à G = (V; E) ïîäìíîæåñòâî V 0 � V ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñè-ìûì ìíîæåñòâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äîïîëíèòåëüíîå ïîäìíîæåñòâîV n V 0 ÿâëÿåòñÿ âåðøèííûì ïîêðûòèåì â G. Áîëåå òîãî, ýòà âçàèìîñâÿçüïåðåíîñèòñÿ è íà ñîîòâåòñòâóþùèå îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è. ÌíîæåñòâîV 0 � ìàêñèìàëüíîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî â G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàV nV 0 � ìèíèìàëüíîå âåðøèííîå ïîêðûòèå â G (â ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àÿõâ êà÷åñòâå âåëè÷èíû ðåøåíèÿ áåðåòñÿ ÷èñëî âåðøèí â íåçàâèñèìîì ìíîæå-ñòâå è âåðøèííîì ïîêðûòèè ñîîòâåòñòâåííî). Îäíàêî, õîòÿ íàì íå èçâåñòåíïðèáëèæ¼ííûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ñ ïîãðåøíîñòüþ RA < 1 äëÿðåøåíèÿ çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå (ñì. [263℄), èìå-åòñÿ î÷åâèäíûé àëãîðèòì îòûñêàíèÿ ìèíèìàëüíîãî âåðøèííîãî ïîêðûòèÿñ ïîãðåøíîñòüþ RA 6 2 (ñì. [167℄).Ïîñëåäíèé àëãîðèòì îñíîâàí íà èäåå ¾ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ¿â ãðà�å. Ïàðîñî÷åòàíèåì â ãðà�å G = (V; E) íàçûâàåòñÿ òàêîå ìíîæåñòâîE0 � E, ÷òî íèêàêèå äâà ðåáðà èç E0 íå èìåþò îáùåé âåðøèíû (âçàèìîîò-íîøåíèå ìåæäó ýòèì ïîíÿòèåì è ïîíÿòèåì, èñïîëüçîâàâøèìñÿ â àëãîðèòìåÊðèñòî�èäèñà äëÿ çàäà÷è î êîììèâîÿæåðå, ñîâåðøåííî î÷åâèäíî). Ïàðîñî-÷åòàíèå E0 íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñëè êàæäîå èç ð¼áåð, îñòàâøèõñÿ âìíîæåñòâå EnE0, èìååò îáùóþ âåðøèíó ñ íåêîòîðûì ýëåìåíòîì ìíîæåñòâàE0.Ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå ñòðîèòñÿ î÷åíü ïðîñòî çà ïîëèíîìèàëüíîåâðåìÿ: ê íåêîòîðîìó óæå ïîñòðîåííîìó ïàðîñî÷åòàíèþ ïîñëåäîâàòåëüíî äî-áàâëÿþòñÿ ð¼áðà, ïîêà ýòî âîçìîæíî. Áîëåå òîãî, çàìåòèì, ÷òî åñëè E0 �ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå äëÿ G, òî ìíîæåñòâî âñåõ êîíöîâ ð¼áåð èç E0äîëæíî áûòü âåðøèííûì ïîêðûòèåì G (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå E0 íå ìàêñè-ìàëüíî). Òàêîå âåðøèííîå ïîêðûòèå èìååò ìîùíîñòü, ðàâíóþ 2jE0j. Âàæ-íîå îáñòîÿòåëüñòâî ñîñòîèò â òîì, ÷òî ëþáîå ïàðîñî÷åòàíèå äëÿ G äîëæíî



154 �ëàâà 6. Ïîäõîäû ê ðåøåíèþ NP -ïîëíûõ çàäà÷èìåòü ïî êðàéíåé ìåðå jE0j âåðøèí, ïîñêîëüêó îíî äîëæíî âêëþ÷àòü ïîêðàéíåé ìåðå îäèí êîíåö êàæäîãî ðåáðà ðàññìîòðåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ E0.Òàêèì îáðàçîì, ìîùíîñòü âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ, êîòîðîå ñòðîèòñÿ ïî ïàðî-ñî÷åòàíèþ E0, íå ïðåâîñõîäèò óäâîåííîé ìîùíîñòè ìèíèìàëüíî âîçìîæíîãîïàðîñî÷åòàíèÿ.Ïðè÷èíà âåñüìà ðàçëè÷íîãî ïîâåäåíèÿ çàäà÷ î ìàêñèìàëüíîì íåçàâè-ñèìîì ìíîæåñòâå è ìèíèìàëüíîì âåðøèííîì ïîêðûòèè ïî îòíîøåíèþ êðåøåíèþ ïîëèíîìèàëüíûìè ïðèáëèæ¼ííûìè àëãîðèòìàìè ñòàíîâèòñÿ ÿñ-íà, åñëè ìû ïîïûòàåìñÿ ñ ïîìîùüþ ïîëèíîìèàëüíîãî ñâåäåíèÿ îäíîé çàäà-÷è ê äðóãîé ïðåîáðàçîâàòü ïðèâåä¼ííûé âûøå àëãîðèòì ðåøåíèÿ îäíîé èçíèõ â àëãîðèòì ðåøåíèÿ äðóãîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ ãðà� ñ 1000âåðøèíàìè è ìèíèìàëüíîå âåðøèííîå ïîêðûòèå ìîùíîñòè 490. Óêàçàííûéâûøå ïðèáëèæ¼ííûé àëãîðèòì ãàðàíòèðóåò, ÷òî íàéäåííîå ñ åãî ïîìîùüþâåðøèííîå ïîêðûòèå èìååò ìîùíîñòü íå áîëåå 980, ïîñêîëüêó îòíîøåíèåíå ïðåâîñõîäèò 2, îäíàêî îòíîøåíèå ìîùíîñòåé ñîîòâåòñòâóþùèõ íåçàâè-ñèìûõ ìíîæåñòâ ìîæåò äîñòèãàòü âåëè÷èíû1000� 4901000� 980 = 51020 = 25;5:Õîòÿ ñâîäèìîñòü ñîõðàíÿåò îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ, îíà íå ñîõðàíÿåò îòíî-øåíèÿ âåëè÷èíû îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ê âåëè÷èíå ïðèáëèæ¼ííîãî. Íåòîñíîâàíèé ïîëàãàòü, ÷òî áëèçêîå ê îïòèìóìó äîïóñòèìîå ðåøåíèå îäíîéçàäà÷è îòîáðàæàåòñÿ â áëèçêîå ê îïòèìóìó äîïóñòèìîå ðåøåíèå äðóãîéçàäà÷è. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî ÷òîáû ñâîäèìîñòè, èñïîëüçóåìûå äëÿ äî-êàçàòåëüñòâà NP -ïîëíîòû ìîæíî áûëî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿõîðîøèõ ïðèáëèæ¼ííûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ îäíîé çàäà÷è â àíàëîãè÷íûåàëãîðèòìû ðåøåíèÿ äðóãîé, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñâîäèìîñòè ñîõðàíÿëè âå-ëè÷èíó ðåøåíèé áîëåå ðàâíîìåðíî.�àññìîòðåííûå íàìè òèïû ïîâåäåíèÿ ïðèáëèæ¼ííûõ àëãîðèòìîâ íå èñ-÷åðïûâàþò âñåõ âîçìîæíîñòåé. Ìû âèäåëè, ÷òî íåêîòîðûå çàäà÷è ðåøàþò-ñÿ ïðèáëèæ¼ííî ãîðàçäî õóæå, ÷åì çàäà÷à îá óïàêîâêå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,èìååòñÿ ðÿä çàäà÷, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå ïðîñòûìè.Âåðí¼ìñÿ, íàïðèìåð, ê îïðåäåë¼ííîé â ðàçä. 3.2.1 çàäà÷å �ÞÊÇÀÊ.Å¼ îïòèìèçàöèîííûé âàðèàíò �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ¾Çà-äàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî U ¾ïðåäìåòîâ¿, äëÿ êàæäîãî èç u 2 U+ ¾ðàç-ìåð¿ s(u) 2 Z+ è ¾ñòîèìîñòü¿ v(u) 2 Z+, à òàêæå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëîB > maxfs(u) : u 2 Ug � ¾¼ìêîñòü ðþêçàêà¿. Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîå ïîä-ìíîæåñòâî U 0 � U , ÷òî Pu2U 0 s(u) 6 B, è âåëè÷èíà Pu2U 0 s(u) ïðèíèìàåòíàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå¿. Èíûìè ñëîâàìè, íåîáõîäèìî ìàêñèìèçè-ðîâàòü öåííîñòü òîãî, ÷òî ïîìåùàåòñÿ â ¾ðþêçàê¿, ïðè óñëîâèè, ÷òî ñóììàðàçìåðîâ ïðåäìåòîâ, ïîìåù¼ííûõ â ðþêçàê, íå ïðåâîñõîäèò åãî ¼ìêîñòè.Îäèí ïðîñòîé ïðèáëèæ¼ííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ðàáîòà-åò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Óïîðÿä÷èâàåì ìíîæåñòâî U = fu1; u2; ::: ; ung ïîóáûâàíèþ ¾óäåëüíîé öåííîñòè¿, ò. å. òàê, ÷òî v(u1)=s(u1) > v(u2)=s(u2) >::: > v(un)=s(un). Çàòåì, íà÷èíàÿ ñ ïóñòîãî ìíîæåñòâà U 0, ïîñëåäîâàòåëüíîäîáàâëÿåì ê íåìó ïðåäìåòû èç ñïèñêà, ïðè÷¼ì ïðè äîáàâëåíèè ïðåäìåòà



6.1. Îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæ¼ííûõ àëãîðèòìîâ 155ui ïðîâåðÿåì, íå ïðåâîñõîäèò ëè ñóììà ðàçìåðîâ, óæå ñîäåðæàùèõñÿ â U 0ïðåäìåòîâ, âåëè÷èíû B�s(ui). Çàòåì ñðàâíèâàåì ñòîèìîñòü ðåøåíèÿ, ïîëó-÷åííîãî ýòèì ¾æàäíûì àëãîðèòìîì¿ ñ ìàêñèìóìîì ñòîèìîñòè ïðåäìåòîâ èçìíîæåñòâà U è âûáèðàåì èç ýòèõ äâóõ âåëè÷èí íàèáîëüøóþ. Íå ïðåäñòàâ-ëÿåò òðóäà äîêàçàòü, ÷òî ïîñòðîåííûé òàêèì îáðàçîì ñîñòàâíîé æàäíûéàëãîðèòì GA7 èìååò ïîãðåøíîñòü RGA = 2.Îäíàêî, âêëþ÷àÿ ýòîò àëãîðèòì â áîëåå ñîâåðøåííóþ ïðîöåäóðó, ìîæ-íî äîñòè÷ü ãîðàçäî áîëüøåãî. Ñàõíè [464℄ ïîêàçàë, ÷òî äëÿ âñåõ k > 1 ñó-ùåñòâóåò òàêîé ïðèáëèæ¼ííûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì Ak, ÷òî RAk 61+(1=k). Îñíîâíàÿ èäåÿ ïîñòðîåíèÿ òàêîãî àëãîðèòìà çàêëþ÷àåòñÿ â èñïû-òàíèè â êà÷åñòâå èñõîäíîãî ìíîæåñòâà U 0 âñåõ âîçìîæíûõ ìíîæåñòâ, ñîñòî-ÿùèõ íå áîëåå ÷åì èç k ïðåäìåòîâ, è ïîñëåäóþùåãî äîáàâëåíèÿ ê íåìó (ñèñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà GA) êàê ìîæíî áîëüøåãî ÷èñëà ïðåäìåòîâ. Çà-òåì íàèëó÷øåå èç ïîëó÷åííûõ ìíîæåñòâ áåðåòñÿ â êà÷åñòâå ïðèáëèæ¼ííîãîðåøåíèÿ.Ê ñîæàëåíèþ, õîòÿ äëÿ êàæäîãî �èêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ k âðåìÿ ðà-áîòû ñîîòâåòñòâóþùåãî àëãîðèòìà �àêòè÷åñêè ïîëèíîìèàëüíî çàâèñèò îòn; log V è log S (ãäå V = maxfv(u) : u 2 Ug è S = maxfs(u) : u 2 Ug),ýòè ïîëèíîìû âñåãäà ñîäåðæàò k â ïîêàçàòåëå. ×òîáû ãàðàíòèðîâàòü ðåøå-íèÿ, î÷åíü áëèçêèå ê îïòèìàëüíîìó, ïðèøëîñü áû îáðàòèòüñÿ ê àëãîðèòìó,âðåìåíí�aÿ ñëîæíîñòü êîòîðîãî áûëà áû ïîëèíîìîì î÷åíü âûñîêîé ñòåïåíèè êîòîðûé ìîã áû îêàçàòüñÿ âåñüìà äîðîãèì äëÿ ïðèìåíåíèÿ íà ïðàêòèêå.Òåì íå ìåíåå óêàçàííûå àëãîðèòìû âåäóò ñåáÿ, ïî êðàéíåé ìåðå òåîðåòè-÷åñêè, ëó÷øå, ÷åì àëãîðèòìû äëÿ çàäà÷è îá óïàêîâêå, ïîñêîëüêó, êàê ìûâèäåëè, äëÿ ïîñëåäíåé çàäà÷è íå èçâåñòíî ïðèáëèæ¼ííîãî ïîëèíîìèàëüíîãîàëãîðèòìà ñ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ RA, ñóùåñòâåííî ëó÷øåé, ÷åì 119 .Äëÿ çàäà÷è î ðþêçàêå èìåþòñÿ ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû, äëÿ êîòîðûõRA êàê óãîäíî áëèçêà ê 1.Áîëåå òîãî, íåäàâíîÈáàððà èÊèì [248℄8 äîêàçàëè, ÷òî äëÿ çàäà÷è î ðþê-çàêå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå ñ àíàëîãè÷íîé îöåíêîéïîãðåøíîñòè áåç èñïîëüçîâàíèÿ àëãîðèòìà, ñîäåðæàùåãî k â ïîêàçàòåëå.Ýòîò ðåçóëüòàò áàçèðóåòñÿ íà òîì, ÷òî çàäà÷à î ðþêçàêå ìîæåò áûòü ðåøå-íà ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûì îïòèìèçàöèîííûì àëãîðèòìîì. Èáàððà è Êèìïîêàçàëè, êàê çà ñ÷åò ïîòåðè òî÷íîñòè ïîñðåäñòâîì îêðóãëåíèÿ è ìàñøòà-áèðîâàíèÿ ïîäîáíûé îïòèìèçàöèîííûé àëãîðèòì ìîæåò áûòü ïðåâðàùåí âïîëèíîìèàëüíûé.Äëÿ èëëþñòðàöèè ýòîãî ìåòîäà ïðåäïîëîæèì, ÷òî A � ïñåâäîïîëèíîìè-àëüíûé îïòèìèçàöèîííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðþêçàêå, âðåìåíí�aÿñëîæíîñòü êîòîðîãî èìååò ïîðÿäîê, ñêàæåì,O(n2V log (nV S)):Êàæäóþ èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó î ðþêçàêå ìîæíî ìîäè�èöèðîâàòü, çà-ìåíÿÿ ñòîèìîñòè v(u) âñåõ ïðåäìåòîâ u 2 U íîâîé âåëè÷èíîé v0(u) =7GA � îò àíãëèéñêèõ ñëîâ Greedy Algorithm (æàäíûé àëãîðèòì). � Ïðèì. ïåðåâ.8Ñì. òàêæå ðàáîòû Áàáàòà [13*, 14*℄. � Ïðèì. ðåä.



156 �ëàâà 6. Ïîäõîäû ê ðåøåíèþ NP -ïîëíûõ çàäà÷bv(u)=K
, äëÿ íåêîòîðîãî �èêñèðîâàííîãî K > 0. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ àëãî-ðèòìà A ê âîçíèêøåé â ðåçóëüòàòå èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷å òðåáóåòñÿ âðåìÿïîðÿäêà O(n2(V=K) log (nV S)):Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó îïòèìàëüíîå ðåøåíèå íå ìîæåò ñîäåðæàòü áîëüøå÷åì n ïðåäìåòîâ, òî èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ âçàèìîñâÿçü ìåæäó OPT (I), ñòî-èìîñòüþ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è, è OPT (I 0), ñòîèìîñòüþîïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ìîäè�èöèðîâàííîé çàäà÷è:OPT (I)�K �OPT (I 0) 6 Kn:Çàìåòèì, ÷òî K �OPT (I)0 íå ïðåâîñõîäèò ñòîèìîñòè îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿçàäà÷è I 0, âûðàæåííîé â èñõîäíûõ ñòîèìîñòÿõ ïðåäìåòîâ. Òàêèì îáðàçîì,åñëè âçÿòü îïòèìàëüíîå ðåøåíèå U 0 çàäà÷è I 0 â êà÷åñòâå ïðèáëèæ¼ííîãîðåøåíèÿ çàäà÷è I , òî åãî ñòîèìîñòü áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò ñòîèìîñòè îïòè-ìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è I íå áîëåå ÷åì íà Kn.Æåëàåìûé ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ òåïåðü, åñëè âûáèðàòü K çàâèñÿùèìîò èñõîäíîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è I . Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ïîëîæèòü K =V=(k+1)n, ãäå k � �èêñèðîâàííîå ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî. Â ðåçóëüòàòåïîëó÷àåòñÿ ïðèáëèæ¼ííûé àëãîðèòì Ak, èìåþùèé âðåìåíí�yþ ñëîæíîñòüïîðÿäêà O(kn3 log (nV S)) è, ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷åííóþ ïîëèíîìîì îòn; log V; log S è k (âðåìÿ, çàòðà÷èâàåìîå íà ïîñòðîåíèå ïî èíäèâèäóàëüíîéçàäà÷å I çàäà÷è I 0, íå ïðåâîñõîäèò âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà A íà âõîäåI 0). Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêóAk(I) > OPT (I)�Kn = OPT (I)� V=(k + 1)è òàê êàê OPT (I) > V , ïîëó÷àåìRAk (I) = OPT (I)Ak(I) 6 Ak(I) + V=(k + 1)Ak(I) 6 1 + V=(k + 1)V � V=(k + 1) = 1 + (1=k):÷òî è óòâåðæäàëîñü. (Àëãîðèòì Èáàððû è Êèìà íåñêîëüêî ñëîæíåå, îäíàêîïðèâåä¼ííûõ ðàññóæäåíèé äîñòàòî÷íî äëÿ èëëþñòðàöèè îñíîâíîé èäåè.)Àïïðîêñèìàöèîííûå âîçìîæíîñòè, âûÿâëåííûå íà ïðèìåðå ýòèõ àëãî-ðèòìîâ, íå îãðàíè÷èâàþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî çàäà÷åé î ðþêçàêå, à ïðîÿâ-ëÿþòñÿ òàêæå â íåêîòîðûõ äðóãèõ ñèòóàöèÿõ. Ïîýòîìó äëÿ îáñóæäåíèÿðåçóëüòàòîâ ïîäîáíîãî òèïà ïîëåçíî èìåòü îáùóþ òåðìèíîëîãèþ. Íàçîâåìàïïðîêñèìàöèîííîé ñõåìîé äëÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è Ï àëãîðèòì A,êîòîðûé, íà÷èíàÿ ðàáîòàòü íà âõîäå, ñîñòîÿùåì èç äâóõ îáúåêòîâ � èíäè-âèäóàëüíîé çàäà÷è I 2 D� è ¾æåëàåìîé òî÷íîñòè¿ " > 0, âûäà¼ò òàêîåäîïóñòèìîå ðåøåíèå � 2 S�(I), ÷òîRA"(I) 6 1 + ":Çäåñü òåðìèí ¾ñõåìà¿ èñïîëüçóåòñÿ ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòèA ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð ïðèáëèæ¼ííûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ï,ïî îäíîìó äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ " > 0.



6.1. Îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæ¼ííûõ àëãîðèòìîâ 157Ïðèáëèæ¼ííàÿ ñõåìà A íàçûâàåòñÿ ïðèáëèæ¼ííîé ñõåìîé ñ ïîëèíîìè-àëüíûì âðåìåíåì ðàáîòû (èëè ïðîñòî ïðèáëèæ¼ííîé ïîëèíîìèàëüíîé ñõå-ìîé), åñëè äëÿ êàæäîãî " > 0 ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì A" èìååò ïî-ëèíîìèàëüíóþ âðåìåíí�yþ ñëîæíîñòü. Ïðèáëèæ¼ííàÿ ñõåìà A íàçûâàåòñÿâïîëíå ïîëèíîìèàëüíîé ïðèáëèæ¼ííîé ñõåìîé, åñëè å¼ âðåìåííàÿ ñëîæ-íîñòü îãðàíè÷åíà ïîëèíîìîì îò Length[I ℄ è 1=". Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü àëãîðèòìîâ, ïðåäëîæåííàÿ Ñàõíè [464℄, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëè-íîìèàëüíóþ ïðèáëèæ¼ííóþ ñõåìó äëÿ çàäà÷è î ðþêçàêå, îäíàêî îíà íå ÿâ-ëÿåòñÿ âïîëíå ïîëèíîìèàëüíîé ïðèáëèæ¼ííîé ñõåìîé. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüàëãîðèòìîâ Èáàððû è Êèìà [248℄ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âïîëíå ïîëèíîìèàëü-íóþ ïðèáëèæ¼ííóþ ñõåìó äëÿ ýòîé çàäà÷è.Íåêîòîðûå óëó÷øåíèÿ ïðèáëèæ¼ííîé ñõåìû Èáàððû è Êèìà îáñóæäà-þòñÿ â ðàáîòå [329℄. Àíàëîãè÷íûå ïðèáëèæ¼ííûå ñõåìû äëÿ çàäà÷, ïîõîæèõíà çàäà÷ó î ðþêçàêå, à òàêæå äëÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ èç òåîðèè ðàñïèñàíèéìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [465℄ è [221℄. Îñíîâíàÿ èäåÿ âñåõ ýòèõ ïðèáëèæ¼ííûõñõåì àíàëîãè÷íà îïèñàííîé âûøå: â êà÷åñòâå îñíîâû ñõåìû áåðåòñÿ ïñåâäî-ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, çàòåì ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû îêðóãëåíèÿ è ìàñ-øòàáèðîâàíèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû çà ñ÷åò îãðàíè÷åííîãî óìåíüøåíèÿ òî÷íîñòèçíà÷èòåëüíî óìåíüøèòü âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà. Âïîëíå ïîëèíîìèàëüíûåïðèáëèæ¼ííûå ñõåìû âî ìíîãèõ îòíîøåíèÿõ � ýòî ëó÷øåå, íà ÷òî ìîæíîðàññ÷èòûâàòü ïðè ðåøåíèè NP -òðóäíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè. Åñëè P 6= NP ,òî äëÿ ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è, êàê íàì èçâåñòíî, íå óäà¼òñÿ ïîñòðîèòü ïðè-áëèæ¼ííîãî ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà A, äëÿ êîòîðîãî RA = 1. Îäíàêîïîñêîëüêó R1A � âåëè÷èíà, îïðåäåëÿåìàÿ àñèìïòîòè÷åñêè, òî âïîëíå âîç-ìîæíî ñóùåñòâîâàíèå ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà ñ R1A = 1. Íàïðèìåð,Ëèïòîí è Òàðüÿí [354℄ óêàçàëè ïðèáëèæ¼ííûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòìA äëÿ îòûñêàíèÿ ìàêñèìàëüíûõ íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â ïëàíàðíûõ ãðà-�àõ (ýòà ïîäçàäà÷à íà ïëîñêèõ ãðà�àõ îñòàåòñÿ NP -òðóäíîé) ñ îöåíêîéîòêëîíåíèÿ îò îïòèìóìàjA(I) �OPT (I)j 6 O �1=plog logOPT (I)� � OPT (I):Äðóãàÿ âîçìîæíîñòü äîñòè÷ü îòíîøåíèÿ R1A = 1 ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îãðà-íè÷èòü âåëè÷èíó jA(I)�OPT (I)j êîíñòàíòîé, íå çàâèñÿùåé îò I . Íàïðèìåð,äëÿ çàäà÷è óïàêîâêè ìîæíî áûëî áû ïîïûòàòüñÿ ïîëó÷èòü òàêîé ïðèáëè-æ¼ííûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, ÷òî A(I) 6 OPT (I) + 1 äëÿ âñåõ èí-äèâèäóàëüíûõ çàäà÷ I . Õîòÿ äëÿ çàäà÷è îá óïàêîâêå òàêîé àëãîðèòì íåèçâåñòåí, �îðîâèòö è Ñàõíè [222℄ ïîêàçàëè, ÷òî åãî ìîæíî ïîñòðîèòü äëÿNP -òðóäíîé çàäà÷è îá óïàêîâêå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî ÷èñëà ïðåäìåòîââ äâà êîíòåéíåðà. Ïîäîáíûõ ðåçóëüòàòîâ î ðàçíîñòè jA(I) � OPT (I)j äëÿNP -òðóäíûõ çàäà÷ èçâåñòíî íåìíîãî, îäíàêî íåñêîëüêî çàäà÷, äëÿ ðåøå-íèÿ êîòîðûõ íå èçâåñòíî ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà, óäà¼òñÿ ïðèáëèçèòüïîäîáíûì îáðàçîì; ñì. [504, 286, 285℄.



158 �ëàâà 6. Ïîäõîäû ê ðåøåíèþ NP -ïîëíûõ çàäà÷6.2. Ïðèìåíåíèå òåîðèè NP -ïîëíîòû ê îòûñêà-íèþ ïðèáëèæ¼ííûõ ðåøåíèéÄî íàñòîÿùåãî âðåìåíè ìû íå ïðèâåëè íèêàêèõ àðãóìåíòîâ â ïîëüçó òî-ãî, ÷òî âûÿâëåííûå ðàçëè÷èÿ â âîçìîæíîñòè ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ NP -òðóäíûõ çàäà÷ èìåþò îáúåêòèâíûå ïðè÷èíû, à íå ÿâëÿþòñÿ ïðîñòî ðå-çóëüòàòîì íàøåãî íåóìåíèÿ íàõîäèòü õîðîøèå ïðèáëèæ¼ííûå àëãîðèòìû.Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî íåêîòîðûå èç ýòèõ ðàçëè÷èé âäåéñòâèòåëüíîñòè� íåîòúåìëåìàÿ ÷åðòà ñàìèõ çàäà÷ è ÷òî òåîðèåé NP -ïîëíîòû ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû î÷åðòèòü ãðàíèöû âîçìîæ-íîñòåé ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è. Äëÿ îïòèìèçàöèîííîéçàäà÷è Ï íàçîâåì àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øåé äîñòèæèìîé îòíîñèòåëü-íîé ïîãðåøíîñòüþ âåëè÷èíóRMIN (�) = inf 8><>: äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ï ñóùåñòâóåò òàêîér > 1 : ïðèáëèæ¼ííûé ïîëèíîìèàëüíûéàëãîðèòì A; ÷òî R1A = r: 9>=>; :Íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ, èçëîæåííûõ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ìîæíî ïðåäïî-ëîæèòü, ÷òî ñóùåñòâóþò NP -òðóäíûå çàäà÷è, äëÿ êîòîðûõ RMIN (�) =1,ñóùåñòâóþò NP -òðóäíûå çàäà÷è, äëÿ êîòîðûõ 1 < RMIN (�) < 1, à òàêæåNP -òðóäíûå çàäà÷è, äëÿ êîòîðûõ RMIN (�) = 1. Åñëè ðåàëèçóåòñÿ ïîñëåä-íÿÿ âîçìîæíîñòü, òî ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå âàæíûå ïîäñëó÷àè: Ïìîæåò áûòü ðåøåíà (1) ïîëèíîìèàëüíîé ïðèáëèæ¼ííîé ñõåìîé, (2) âïîëíåïîëèíîìèàëüíîé ïðèáëèæ¼ííîé ñõåìîé, (3) ïðèáëèæ¼ííûì ïîëèíîìèàëü-íûì àëãîðèòìîì A, äëÿ êîòîðîãî R1A = 1, è (4) ïðèáëèæ¼ííûì ïîëèíî-ìèàëüíûì àëãîðèòìîì, A, äëÿ êîòîðîãî ïðè íåêîòîðîì �èêñèðîâàííîì Kâûïîëíåíî íåðàâåíñòâî jA(I)�OPT (I)j 6 K. Êîíå÷íî, âîçìîæíû è äðóãèåòèïû îöåíîê îòêëîíåíèÿ îò îïòèìóìà, íî ïåðå÷èñëåííûå ÷åòûðå òèïà îöå-íîê â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàèáîëåå èçó÷åíû, è â äàëüíåéøåì ìû îãðàíè÷èìñÿòîëüêî èìè.Ïðè ïîèñêå äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî äëÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è íåêîòîðûåèç ïåðå÷èñëåííûõ âîçìîæíîñòåé íå ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû, ìû, êàê îáû÷-íî, íàòàëêèâàåìñÿ íà òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ïîêà íå èçâåñòíî, ñîâïàäàþòëè êëàññû P è NP . Ïîýòîìó ïî-ïðåæíåìó îñòàåòñÿ âîçìîæíûì, ÷òî âñåNP -ýêâèâàëåíòíûå çàäà÷è ïîääàþòñÿ ðåøåíèþ òî÷íî çà ïîëèíîìèàëüíîåâðåìÿ (âñå îáñóæäàâøèåñÿ äî ñèõ ïîð îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿêàê NP -ë¼ãêèìè, òàê è NP -òðóäíûìè). Ïî ýòîé ïðè÷èíå ìû îïÿòü îãðàíè-÷èìñÿ óñëîâíûìè ðåçóëüòàòàìè, äîêàçûâàÿ, ÷òî åñëè P 6= NP , òî çàäà÷à Ïíå ìîæåò áûòü ðåøåíà ïðèáëèæ¼ííûì ïîëèíîìèàëüíûì àëãîðèòìîì îïðå-äåë¼ííîãî òèïà.Âíà÷àëå ðàññìîòðèì îäíó èç íàèáîëåå åñòåñòâåííûõ îöåíîê îòêëîíåíèÿîò îïòèìóìà, à èìåííî ðåçóëüòàò âèäà ¾äëÿ âñåõ èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷I èìååò ìåñòî îöåíêà jA(I) � OPT (I)j 6 K, ãäå K � êîíñòàíòà¿. Ïðèìåð



6.2. Ïðèìåíåíèå òåîðèè NP -ïîëíîòû ê îòûñêàíèþ ïðèáëèæ. ðåøåíèé 159çàäà÷è, äëÿ êîòîðîé òàêàÿ îöåíêà èñêëþ÷àåòñÿ, äà¼ò íàì çàäà÷à î ðþêçàêå;å¼ îïòèìèçàöèîííûé âàðèàíò áûë îïðåäåë¼í â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.Òåîðåìà 6.6. Åñëè P 6= NP , òî íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîãî ïðè-áëèæ¼ííîãî àëãîðèòìà A äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðþêçàêå ñ îöåíêîéjA(I) �OPT (I)j 6 K;ãäå K � íåêîòîðàÿ �èêñèðîâàííàÿ êîíñòàíòà.Äîêàçàòåëüñòâî 1. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò. å. ÷òî A � àëãîðèòì, îáëàäà-þùèé ýòèì ñâîéñòâîì (íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òîK � ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî). Ïîêàæåì, ÷òî àëãîðèòì A ìîæíî ïðèìå-íèòü äëÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðþêçàêå çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, ÷òîïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ P 6= NP . Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîöåäóðà î÷åíüïðîñòà. Åñëè çàäàíà ëþáàÿ èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à î ðþêçàêå I , ïîñòðîèìïî I íîâóþ èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó I 0, çàìåíÿÿ ñòîèìîñòü v(u) êàæäîãîïðåäìåòà âåëè÷èíîé (K + 1)v(u), è ïðèìåíèì ê çàäà÷å I àëãîðèòì A. Î÷å-âèäíî, ÷òî âñå ýòî ìîæíî îñóùåñòâèòü çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Áîëååòîãî, äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ çàäà÷è I 0 îêàçûâàþòñÿ òî÷íî òàêèìè æå, êàê èó çàäà÷è I , à âåëè÷èíà ðåøåíèÿ çàäà÷è I 0 ðîâíî â K + 1 ðàç áîëüøå âå-ëè÷èíû ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèÿ çàäà÷è I . Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà ëþáîãîðåøåíèÿ çàäà÷è I 0 � öåëîå êðàòíîå âåëè÷èíû K + 1, òî èç ñîîòíîøåíèÿjA(I 0) � OPT (I)j 6 K íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî jA(I 0) � OPT (I 0)j = 0 è,ñëåäîâàòåëüíî,jA(I 0)�OPT (I)j = jA(I 0)�OPT (I 0)j=(K + 1) = 0;ãäå A0 îáîçíà÷àåò îïèñàííûé âûøå àëãîðèòì. Òàêèì îáðàçîì, äîïóñòèìîåðåøåíèå, êîíñòðóèðóåìîå àëãîðèòìîì A0, îáÿçàòåëüíî áóäåò îïòèìàëüíûì,òàê ÷òî A0 � ïîëèíîìèàëüíûé îïòèìèçàöèîííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷èî ðþêçàêå, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ P 6= NP .Åäèíñòâåííîå ñâîéñòâî, èñïîëüçîâàâøååñÿ â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå, çàêëþ-÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âåëè÷èíû âñåõ ðåøåíèé ìîæíî óìíîæèòü íà ïðîèçâîëü-íóþ êîíñòàíòó u; ïðè ýòîì ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé íå èçìåíèòñÿ.Ïîñêîëüêó ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ ìíîãèõ äðóãèõ çàäà÷, íàïðèìåðçàäà÷è î êîììèâîÿæåðå (ñ íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêà), òî ëåãêî âèäåòü, ÷òîäîêàçàòåëüñòâà ýòîãî òèïà øèðîêî ïðèìåíèìû. Ìåíåå î÷åâèäíî, ÷òî ýòà æåèäåÿ ïðèìåíèìà ê ðåøåíèþ çàäà÷ ñîâåðøåííî èíîé ïðèðîäû. �àññìîòðèì,íàïðèìåð, çàäà÷ó î ìàêñèìàëüíîì íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå. Â ýòîé çàäà÷åíåò ÷èñåë, êîòîðûå ìîæíî áûëî áû óìíîæèòü, ïîýòîìó ¾óìíîæèì¿ âåñüãðà� öåëèêîì!Òåîðåìà 6.7. Åñëè P 6= NP , òî íå ñóùåñòâóåò ïðèáëèæ¼ííîãî ïîëè-íîìèàëüíîãî àëãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì íåçàâè-ñèìîì ìíîæåñòâå ñ îöåíêîéjA(G) �OPT (G)j 6 Käëÿ íåêîòîðîé �èêñèðîâàííîé êîíñòàíòû K.



160 �ëàâà 6. Ïîäõîäû ê ðåøåíèþ NP -ïîëíûõ çàäà÷Äîêàçàòåëüñòâî 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A � ïðèáëèæ¼ííûé àëãîðèòì, îáëà-äàþùèé ýòèì ñâîéñòâîì, è îïÿòü ïðåäïîëîæèì, ÷òî K � ïîëîæèòåëüíîåöåëîå ÷èñëî. Êàê è â ïðåäûäóùåì äîêàçàòåëüñòâå, ïîêàæåì, ÷òî A ìîæíîïðèìåíèòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëèíîìèàëüíîãî îïòèìèçàöèîííîãî àëãîðèòìà,÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ P 6= NP . Ïóñòü ãðà� G îïðåäåëÿåò èí-äèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó î âåðøèííîì ïîêðûòèè. Ïðîöåäóðà çàêëþ÷àåòñÿ âïîñòðîåíèè íîâîãî ãðà�à G0, ñîñòîÿùåãî èç K + 1 ýêçåìïëÿðîâ ãðà�à G.Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî OPT (G0) = (K + 1)OPT (G). Áîëåå òîãî, äëÿ ãðà�àG ìîæíî ïîñòðîèòü íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå ïî êðàéíåé ìåðå èçdA(G0)=(K + 1)e âåðøèí. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîñìîòðåòü, ñêîëüêî âåð-øèí àëãîðèòì A âûáèðàåò èç êàæäîãî ýêçåìïëÿðà ãðà�à G, è ñðåäè ýòèõïîäìíîæåñòâ âçÿòü ïîäìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíîé ìîùíîñòè. ÏîñêîëüêójA(G0)�OPT (G0)j � jA(G0)� (K + 1)OPT (G)j 6 K;òî íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî äëÿ G áóäåò ñîäåðæàòü â òî÷íîñòè OPT (G) âåð-øèí. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèâåä¼ííàÿ âûøå ïðîöåäóðà � îïòèìèçàöèîííûé àë-ãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå. Ýòîòàëãîðèòì ïîëèíîìèàëüíûé ïî âðåìåíè, òàê êàêK � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿîò G.Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ÷èòàòåëü ìîæåò ïîïûòàòüñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿýòèì ïîäõîäîì, ÷òîáû äîêàçàòü àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ çàäà÷è îòûñêà-íèÿ ìèíèìàëüíîãî ïîêðûâàþùåãî ìíîæåñòâà � îïòèìèçàöèîííîãî àíàëîãàçàäà÷è ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ, îïðåäåë¼ííîé â ðàçä. 3.2.1.Ïðåæäå ÷åì îò ðåçóëüòàòîâ î ðàçíîñòè âåðíóòüñÿ ê ðåçóëüòàòàì îá îòíî-ñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè, îòìåòèì, ÷òî âîçìîæíû ðåçóëüòàòû ïðîìåæóòî÷-íîãî òèïà. Íåñêîëüêî âèäîèçìåíèâ òåõíèêó, ïðèìåí¼ííóþ â äîêàçàòåëüñòâåòåîðåìû 6.7, äëÿ çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå ìîæíî ïî-êàçàòü, ÷òî êàêîâû áû íè áûëè K è " > 0, íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîãîïðèáëèæ¼ííîãî àëãîðèòìà ñ îöåíêîéjA(G) �OPT (G)j 6 K �OPT (G)1�"(åñëè P 6= NP ). Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ ýòîé è äðóãèõ çàäà÷ ïîëó÷å-íû â ðàáîòàõ [402℄ è [309℄. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî, êàê âèäíî èç ðåçóëüòàòîâËèïòîíà è Òàðüÿíà [354℄, óïîìÿíóòûõ â êîíöå ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, ðå-çóëüòàòû ýòîãî òèïà íå èñêëþ÷àþò âîçìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëèíîìè-àëüíîãî ïðèáëèæ¼ííîãî àëãîðèòìà ñ ïîãðåøíîñòüþ R1A = 1. Åäèíñòâåííûéèçâåñòíûé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíî-ãî ïðèáëèæ¼ííîãî àëãîðèòìà A ñ àñèìïòîòè÷åñêîé ïîãðåøíîñòüþ R1A = 1(åñëè P 6= NP ), ñîñòîèò â äîêàçàòåëüñòâå òîãî, ÷òî èç P 6= NP ñëåäóåòRMIN (�) > 1, ò.å. ïðèíöèïèàëüíî áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå. Ïîñêîëüêóòàêèå äîêàçàòåëüñòâà óäîáíåå ñ÷èòàòü äîêàçàòåëüñòâîì íèæíåé îöåíêè äëÿâåëè÷èíû RMIN (�) (â ñëó÷àå êîãäà 1 < RMIN (�) <1), òî ìû âðåìåííî îò-ëîæèì èõ îáñóæäåíèå; âìåñòî ýòîãî èçó÷èì âîïðîñ î âîçìîæíîñòè ðåøåíèÿçàäà÷è Ï âïîëíå ïîëèíîìèàëüíîé ïðèáëèæ¼ííîé ñõåìîé.



6.2. Ïðèìåíåíèå òåîðèè NP -ïîëíîòû ê îòûñêàíèþ ïðèáëèæ. ðåøåíèé 161Íàïîìíèì, ÷òî â ïðåäûäóùåé ãëàâå áûëî ñêàçàíî, ÷òî âñå èçâåñòíûåâïîëíå ïîëèíîìèàëüíûå ïðèáëèæ¼ííûå ñõåìû äëÿ ðåøåíèÿ NP -òðóäíûõçàäà÷ èìåþò èñòî÷íèêîì ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûå îïòèìèçàöèîííûå àëãî-ðèòìû. Â ñâÿçè ñ ýòèì íå óäèâèòåëüíî, ÷òî ñèëüíàÿ NP -ïîëíîòà îêàçû-âàåòñÿ ñâÿçàííîé ñ ñóùåñòâîâàíèåì òàêèõ ñõåì. Â äåéñòâèòåëüíîñòè âçà-èìîñâÿçü ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ ñ âïîëíå ïîëèíîìèàëüíûìèïðèáëèæ¼ííûìè ñõåìàìè íîñèò äâóñòîðîííèé õàðàêòåð. Ïóñòü Ï � îïòè-ìèçàöèîííàÿ çàäà÷à, a Length[I ℄ è Max[I ℄ � äâå, ñâÿçàííûå ñ íåé ìåðûèíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ (ñì. ðàçä. 4.2), è ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåëè÷èíû âñåõðåøåíèé � ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äîêàçàí âðàáîòàõ �ýðè è Äæîíñîíà [151, 152℄.Òåîðåìà 6.8. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ïîëèíîì q, çàâèñÿùèé îò äâóõïåðåìåííûõ, ÷òî äëÿ ëþáîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è I 2 D� âûïîëíåíîñîîòíîøåíèå OPT (I) < q(Length[I ℄; Max[I ℄);òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ âïîëíå ïîëèíîìèàëüíîé ïðèáëèæ¼ííîé ñõåìûäëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ï ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîãîîïòèìèçàöèîííîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è Ï.Äîêàçàòåëüñòâî 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A � ïîäîáíàÿ ñõåìà äëÿ ðåøåíèÿ çà-äà÷è Ï. Ñîîòâåòñòâóþùèé îïòèìèçàöèîííûé àëãîðèòì A0 ðàáîòàåò ñëåäó-þùèì îáðàçîì. Ïóñòü I � íåêîòîðàÿ èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à, ïîëîæèì" = q(Length[I ℄; Max[I ℄)�1è ïðèìåíèì ê çàäà÷å I ñõåìó A ïðè çàäàííîé òî÷íîñòè ". Çà âðåìÿ, îãðà-íè÷åííîå ïîëèíîìîì îò Length[I ℄, èq(Length[I ℄; Max[I ℄)è ñëåäîâàòåëüíî, çà ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, àëãîðèòì A íàõîäèò äî-ïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è I ñ ïîãðåøíîñòüþRA"(I) 6 1 + "Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ï � çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè (àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿïðèìåíèìû è â òîì ñëó÷àå, êîãäà Ï � çàäà÷à ìèíèìèçàöèè). Òîãäà, â ñèëóîïðåäåëåíèÿ " è ïðåäïîëîæåíèÿ î q, èìååìOPT (I) 6 (1 + ")A"(I)èëè OPT (I)�A"(I) 6 " �OPT (I) < 1:Îäíàêî, ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ âñåõ ðåøåíèé � öåëûå ÷èñëà, îòñþäà âû-òåêàåò, ÷òî A"(I) = OPT (I) è, ñëåäîâàòåëüíî, A0 çà ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîåâðåìÿ íàõîäèò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.



162 �ëàâà 6. Ïîäõîäû ê ðåøåíèþ NP -ïîëíûõ çàäà÷Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷àåì ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà íåâîçìîæíîñòè ñó-ùåñòâîâàíèÿ âïîëíå ïîëèíîìèàëüíîé îïòèìèçàöèîííîé ñõåìû äëÿ ðåøåíèÿçàäà÷è Ï.Ñëåäñòâèå. Ïóñòü Ï � îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à ñ öåëî÷èñëåííûìè âå-ëè÷èíàìè ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðåäïîëîæåíèÿì òåîðåìû 6.8. ÅñëèÏ ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷åé, òî (ïðè P 6= NP ) Ïíå ìîæåò áûòü ðåøåíà âïîëíå ïîëèíîìèàëüíîé ïðèáëèæ¼ííîé ñõåìîé.Äâà îñíîâíûõ óñëîâèÿ ñëåäñòâèÿ çàêëþ÷àþòñÿ â òîì, ÷òî âåëè÷èíû ðå-øåíèé çàäà÷è Ï � íå ñëèøêîì áîëüøèå öåëûå ÷èñëà è ÷òî Ï NP -òðóäíàâ ñèëüíîì ñìûñëå. Ýòè óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ìíîãèõ ïðåäñòàâëÿþùèõèíòåðåñ çàäà÷, âêëþ÷àÿ, íàïðèìåð, çàäà÷è îá óïàêîâêå, ðàñêðàñêå ãðà�à, îìàêñèìàëüíîì íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå è ìèíèìàëüíîì âåðøèííîì ïîêðû-òèè. Òàêèì îáðàçîì, ìû âëàäååì îáùèì âåñüìà ñèëüíûì ìåòîäîì äîêàçà-òåëüñòâà òîãî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò âïîëíå ïîëèíîìèàëüíûõ ïðèáëèæ¼ííûõñõåì.Íåñêîëüêî òðóäíåå äîêàçûâàòü íåâîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ïðèáëè-æ¼ííûõ ïîëèíîìèàëüíûõ, íî íå âïîëíå ïîëèíîìèàëüíûõ ñõåì. Ïðîñòåéøèéñïîñîá çàêëþ÷àåòñÿ, ïî-âèäèìîìó, ïðîñòî â äîêàçàòåëüñòâå òîãî, ÷òî åñëèP 6= NP , òî äëÿ íåêîòîðîãî r > 1 íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîãî ïðèáëè-æ¼ííîãî àëãîðèòìà A ðåøåíèÿ çàäà÷è Ï ñ ïîãðåøíîñòüþ RA < r. Çàäà÷à îðàñêðàñêå ãðà�à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèìåð çàäà÷è, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâî-âàíèå òàêîãî r î÷åâèäíî. Â ñàìîì äåëå, ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì A äëÿðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàñêðàñêå ãðà�à ñ ïîãðåøíîñòüþ RA < 43 äîëæåí áûëáû ðàñêðàøèâàòü 3-ðàñêðàøèâàåìûé ãðà� íå áîëåå ÷åì â 3 öâåòà è, ñëåäî-âàòåëüíî, ðåøàë áû NP -ïîëíóþ çàäà÷ó �ÀÑÊ�ÀØÈÂÀÅÌÎÑÒÜ ��ÀÔÀÂ 3 ÖÂÅÒÀ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè P 6= NP , òîïðèáëèæ¼ííîãî àëãîðèòìà ñ òàêîé ïîãðåøíîñòüþ íå ñóùåñòâóåò è, ñëåäîâà-òåëüíî, íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîé ïðèáëèæ¼ííîé ñõåìû äëÿ çàäà÷è îðàñêðàñêå ãðà�à. Èçëîæåííóþ âûøå èäåþ ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü â âèäåíåñëîæíîé òåîðåìû.Òåîðåìà 6.9. Ïóñòü Ï � çàäà÷à ìèíèìèçàöèè, âåëè÷èíû âñåõ ðåøå-íèé êîòîðîé � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿíåêîòîðîãî �èêñèðîâàííîãî K 2 Z+ çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ: ¾Çàäàíà èí-äèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à I 2 D�, âåðíî ëè, ÷òî OPT (I) 6 K ÿâëÿåòñÿNP -òðóäíîé¿. Òîãäà åñëè P 6= NP , òî íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëü-íîãî ïðèáëèæ¼ííîãî àëãîðèòìà A ðåøåíèÿ çàäà÷è Ï ñ ïîãðåøíîñòüþRA < 1 + 1K è Ï íå ìîæåò áûòü ðåøåíà ïîëèíîìèàëüíîé ïðèáëèæ¼í-íîé ñõåìîé.Êîíå÷íî, äëÿ çàäà÷ ìàêñèìèçàöèè èìååò ìåñòî àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò.Òåîðåìà 6.9 ïðèìåíèìà òàêæå ê çàäà÷å îá óïàêîâêå (ïðè K = 2), çàäà÷å ìè-íèìèçàöèè ñðîêà âûïîëíåíèÿ çàäàíèé, âîçíèêàþùåé èç çàäà÷è �ÀÑÏÈÑÀ-ÍÈÅ Ñ ÎÒÍÎØÅÍÈÅÌ Ï�ÅÄØÅÑÒÂÎÂÀÍÈß èç ðàçä. 4.1 (ïðèK = 3);ñì. [336℄, è ìíîæåñòâó äðóãèõ çàäà÷. Îäíàêî èìååòñÿ öåëûé ðÿä çàäà÷, íåñîäåðæàùèõ NP -òðóäíûõ ïîäçàäà÷ íóæíîãî âèäà, è äëÿ íèõ âîïðîñ î ñó-ùåñòâîâàíèè ïîëèíîìèàëüíîé ïðèáëèæ¼ííîé ñõåìû îñòàåòñÿ îòêðûòûì.



6.2. Ïðèìåíåíèå òåîðèè NP -ïîëíîòû ê îòûñêàíèþ ïðèáëèæ. ðåøåíèé 163Âåðí¼ìñÿ òåïåðü ê âîïðîñó îá îòûñêàíèè íèæíåé îöåíêè âåëè÷èíûRMIN (�). Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà 6.9 íå äà¼ò âîçìîæíîñòè ïîëó÷èòü òàêóþîöåíêó, ïîñêîëüêó â å¼ �îðìóëèðîâêå ó÷àñòâóåò òîëüêî RA, à íàèëó÷øàÿäîñòèæèìàÿ íèæíÿÿ îöåíêà âåëè÷èíû RA íå îáÿçàòåëüíî ñïðàâåäëèâà äëÿàñèìïòîòè÷åñêîé ïîãðåøíîñòè R1A . Ýòî ìîæíî ïîÿñíèòü íà ïðèìåðå çàäà-÷è îá óïàêîâêå. Òåîðåìà 6.9 óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè P 6= NP , òî äëÿ ðåøåíèÿçàäà÷è îá óïàêîâêå íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ïîëèíîìèàëüíîãî ïðèáëèæ¼í-íîãî àëãîðèòìà A ñ ïîãðåøíîñòüþ RA < 32 . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê ìû óæåâèäåëè, R1FFD = 119 < 32 . Íà ñàìîì äåëå, äàæå ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî P 6= NP ,ìîæíî ëèøü óòâåðæäàòü, ÷òî â çàäà÷å îá óïàêîâêå èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî1 6 RMIN (�) 6 119 .Òåì íå ìåíåå äëÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ îöåíêè, ïîëó÷àåìûå ñ ïîìîùüþ òåî-ðåìû 6.9, ìîãóò áûòü òàê óñèëåíû, ÷òî îíè îêàæóòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è äëÿàñèìïòîòè÷åñêîé ïîãðåøíîñòè. Ïîÿñíèì ýòî íà çàäà÷å î ðàñêðàñêå ãðà�îâ.Òåîðåìà 6.10. Åñëè P 6= NP , òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàñêðàñêå ãðà-�îâ íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîãî ïðèáëèæ¼ííîãî àëãîðèòìà A ñàñèìïòîòè÷åñêîé ïîãðåøíîñòüþ R1A < 43 .Äîêàçàòåëüñòâî 4. Ïîêàæåì, ÷òî ñ ïîìîùüþ ëþáîãî òàêîãî àëãîðèòìà Aìîæíî áûëî áû ïîëó÷èòü ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ çàäà÷è �ÀÑÊ�À-ØÈÂÀÅÌÎÑÒÜ ��ÀÔÀ Â 3 ÖÂÅÒÀ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþP 6= NP . Â êîíñòðóêöèè èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå ¾êîìïîçèöèÿ¿ äâóõ ãðà�îâ.Ïóñòü G1 = (V1; E1) è G2 = (V2; E2) � äâà ãðà�à. Êîìïîçèöèåé G = G1[G2℄ýòèõ ãðà�îâ íàçûâàåòñÿ ãðà� ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V = V1 � V2 è ìíîæå-ñòâîì ð¼áåðE = (f(u1; u2); (v1; v2)g : ëèáî fu1; u2g 2 E1;ëèáî u1 = v1 è fu2; v2g 2 E2:Ïðèìåð êîìïîçèöèè äâóõ ãðà�îâ ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 6.6. ÊîìïîçèöèþG1[G2℄ óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê ðåçóëüòàò çàìåíû êàæäîé âåðøèíûãðà�à G1 ýêçåìïëÿðîì ãðà�à G2 ñ ïîñëåäóþùåé çàìåíîé êàæäîãî ðåáðàãðà�à G1 ïîëíûì äâóäîëüíûì ïîäãðà�îì, ñîåäèíÿþùèì êàæäóþ âåðøèíóýêçåìïëÿðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîé âåðøèíå ðåáðà, ñ êàæäîé âåðøèíîéýêçåìïëÿðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî âòîðîé âåðøèíå ýòîãî ðåáðà.�èñ. 6.6.�àññìîòðèì ñëåäóþùèé àëãîðèòì äëÿ çàäà÷è �ÀÑÊ�ÀØÈÂÀÅÌÎÑÒÜ��ÀÔÀ Â 3 ÖÂÅÒÀ. ÏîñêîëüêóR1A < 43 , òî ñóùåñòâóåò òàêîå íåîòðèöàòåëü-íîå öåëîå ÷èñëîK 2 Z+, ÷òî äëÿ âñåõ ãðà�îâG ñ OPT (G) > K âûïîëíÿåòñÿñîîòíîøåíèå A(G) 6 � 43�OPT (G). Ïóñòü G = (V; E) � ïðîèçâîëüíàÿ èíäè-âèäóàëüíàÿ çàäà÷à �ÀÑÊ�ÀØÈÂÀÅÌÎÑÒÜ ��ÀÔÀ Â 3 ÖÂÅÒÀ. ÏóñòüG0 � ïîëíûé ãðà� íà K âåðøèíàõ. Ïîëîæèì G� = G0[G℄. Çàìåòèì, ÷òî G�� ýòî â òî÷íîñòè K èçîìîð�íûõ ýêçåìïëÿðîâ ãðà�à G, ïðè÷¼ì ëþáûå äâåâåðøèíû èç ðàçëè÷íûõ ýêçåìïëÿðîâ ñîåäèíåíû ðåáðîì, ïîýòîìóOPT (G�) = K � OPT (G) > K:
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�èñ. 6..6: Êîìïîçèöèÿ G1[G2℄ ãðà�îâ G1 è G2.Áîëåå òîãî, ðàçìåð ãðà�à G� è âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ åãî ïîñòðîåíèÿ (ïî-ñêîëüêó K íå çàâèñèò îò G), îãðàíè÷åíû ïîëèíîìàìè îò ðàçìåðà ãðà�àG. Ïîýòîìó âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà A íà ãðà�å G� òàêæå áóäåò îãðàíè-÷åíî ïîëèíîìîì îò ðàçìåðà ãðà�à G. Îäíàêî åñëè G 3-ðàñêðàøèâàåì, òîñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâàA(G�) 6 43 �OPT (G�) 6 43 � 3K = 4K:Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè G íåðàñêðàøèâàñì â 3 öâåòà, òîA(G�) > OPT (G�) > 4K:Ñëåäîâàòåëüíî, G ìîæíî ðàñêðàñèòü â òðè öâåòà òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà A(G�) < 4K. Ïîýòîìó ïðîöåäóðà, ñîñòîÿùàÿ â ïîñòðîåíèè ãðà�à G�è ïðèìåíåíèè ê íåìó àëãîðèòìà A, äà¼ò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ ðå-øåíèÿ çàäà÷è �ÀÑÊ�ÀØÈÂÀÅÌÎÑÒÜ ��ÀÔÀ Â 3 ÖÂÅÒÀ. Ýòî ïðèâîäèòê ïðîòèâîðå÷èþ è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.Àíàëîãè÷íîå äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè RMIN (�) > 43 ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿóïîìèíàâøåéñÿ âûøå çàäà÷è î ïîñòðîåíèè ðàñïèñàíèÿ ñ îòíîøåíèåì ïðåä-øåñòâîâàíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, â òî âðåìÿ êàê äëÿ çàäà÷è î ðàñêðàñêå ãðà�îâíå èçâåñòåí ïîëèíîìèàëüíûé ïðèáëèæ¼ííûé àëãîðèòì ñ îöåíêîé R1A <1,äëÿ çàäà÷è î ïîñòðîåíèè ðàñïèñàíèÿ äåëî îáñòîèò ãîðàçäî ëó÷øå. Äëÿ å¼ðåøåíèÿ ïîëèíîìèàëüíûé ïðèáëèæ¼ííûé àëãîðèòì A ñ îöåíêîé ïîãðåø-íîñòè R1A = 2 áûë ïðåäëîæåí �ðýõåìîì [185℄, è ïîýòîìó äëÿ ýòîé çàäà÷è



6.2. Ïðèìåíåíèå òåîðèè NP -ïîëíîòû ê îòûñêàíèþ ïðèáëèæ. ðåøåíèé 165âåëè÷èíà RMIN (�) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì 43 6 RMIN (�) 6 2 (â ïðåä-ïîëîæåíèè P 6= NP ).Äëÿ çàäà÷è î ðàñêðàñêå ãðà�îâ íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ âåëè÷èíû RMIN (�),ðàâíàÿ 43 , ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî óëó÷øåíà ìåòîäîì ¾óâåëè÷åíèÿ¿ ïî-ãðåøíîñòè. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, äîêàçàííûé â [146℄.Òåîðåìà 6.11. Åñëè P 6= NP , òî äëÿ çàäà÷è î ðàñêðàñêå ãðà�îâ íå ñó-ùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîãî ïðèáëèæ¼ííîãî àëãîðèòìà A ñ ïîãðåøíî-ñòüþ R1A < 2.Äîêàçàòåëüñòâî 5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîé ïîëèíîìèàëüíûé ïðèáëèæ¼í-íûé àëãîðèòì A ñóùåñòâóåò. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 6.10, ïîêà-æåì, ÷òî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà A ìîæíî ðåøèòü NP -ïîëíóþ çàäà÷ó �ÀÑ-Ê�ÀØÈÂÀÅÌÎÑÒÜ ��ÀÔÀ Â 3 ÖÂÅÒÀ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Äëÿýòîãî îïÿòü âîñïîëüçóåìñÿ îïåðàöèåé êîìïîçèöèè ãðà�îâ. Îäíàêî íàì ïî-íàäîáèòñÿ äîïîëíèòåëüíîå ïîíÿòèå ¾ìóëüòèðàñêðàñêè¿ ãðà�à: (k; m)-ìóëü-òèðàñêðàñêîé ãðà�à G = (V; E) íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ f , ñîïîñòàâëÿþùàÿêàæäîé âåðøèíå v 2 V ìíîæåñòâî f(v) � f1; 2; :::; Kg, òàêàÿ, ÷òî jf(v)j = mäëÿ âñåõ âåðøèí v, è åñëè fu; vg 2 E, òî f(u) è f(v) íå ñîäåðæàò îá-ùèõ ýëåìåíòîâ. Íà ðèñ. 6.7 ïðåäñòàâëåí ïðèìåð (5,2)-ìóëüòèðàñêðàñêè. m-õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì ãðà�à G, �m(G), íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå öåëîå÷èñëî k > 1, òàêîå, ÷òî ñóùåñòâóåò (k; r)-ìóëüòèðàñêðàñêà ãðà�à G. Çàìå-òèì, ÷òî (k; 1)-ìóëüòèðàñêðàñêà ñîîòâåòñòâóåò îáû÷íîé ðàñêðàñêå ãðà�à, àâåëè÷èíà �(G) ñîâïàäàåò ñ OPT (G).
�èñ. 6..7: (5.2)-ìóëüòèðàñêðàøèâàíèå ïÿòèóãîëüíèêà C5; êàæäàÿ âåðøè-íà v ïîìå÷åíà ñîîòâåòñòâóþùèì ìíîæåñòâîì ¾öâåòîâ¿ f(v). Ìîæíîïîêàçàòü, ÷òî �(C5) = 5.Ïðè äîêàçàòåëüñòâå äàííîé òåîðåìû ãðà�û Hn; n > 6, îïðåäåëÿåìûåíèæå, èãðàþò òó æå ðîëü, ÷òî è ïîëíûå ãðà�û ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû6.10. �ðà� Hn = (Vn; En) èìååò n(n � 1)(n � 2)=6 âåðøèí, ñîîòâåòñòâó-þùèõ ðàçëè÷íûì 3-õ ýëåìåíòíûì ïîäìíîæåñòâàì ìíîæåñòâà f1; 2; ::: ; ng.Ïðè÷åì äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåáðîì èç En òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-ãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäìíîæåñòâà íå ïåðåñåêàþòñÿ. Âàæíåéøåå ñâîéñòâîýòèõ ãðà�îâ, êàê äîêàçàíî â ðàáîòå [146℄, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè n > 6âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ�3(Hn) = n è �4(Hn) = 2n� 4:



166 �ëàâà 6. Ïîäõîäû ê ðåøåíèþ NP -ïîëíûõ çàäà÷Ýòî ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ãðà�û â êà÷åñòâå ¾óâåëè÷èòåëÿ ïî-ãðåøíîñòè¿.Ïîñêîëüêó R1A < 2, òî ñóùåñòâóþò òàêèå " > 0 è K 2 Z+, ÷òî äëÿ âñåõãðà�îâ G ñ OPT (G) > K âûïîëíåíî ñâîéñòâîA(G) 6 (2� ")OPT (G):Ïóñòü N > maxf6; Kg - òàêîå öåëîå ÷èñëî, ÷òî 2N � 4 > (2 � ")N .�àññìîòðèì ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïðîâåðêè ðàñêðàøèâàåìîñòè ãðà�à â 3öâåòà.Ïóñòü G = (V; E) � ïðîèçâîëüíûé ãðà� è íóæíî âûÿñíèòü, ìîæíî ëè åãîðàñêðàñèòü â 3 öâåòà. Âíà÷àëå ïîñòðîèì ãðà�-êîìïîçèöèþG� = HN [G℄ (ýòîìîæíî ñäåëàòü çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, ïîñêîëüêó N íå çàâèñèò îò G).Çàòåì ïðèìåíèì ê ãðà�óG� àëãîðèòì A, ÷òî îïÿòü-òàêè ïîòðåáóåò âðåìåíè,îãðàíè÷åííîãî ïîëèíîìîì îò ðàçìåðà ãðà�à G. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ãðà�G ðàñêðàøèâàåì â 3 öâåòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A(G�) < 2N � 4.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðà� G ðàñêðàøèâàåì â 3 öâåòà. Òîãäà ãðà� G� ìîæ-íî ðàñêðàñèòü, èñïîëüçóÿ òîëüêî N öâåòîâ. Ýòî äåëàåòñÿ ñëåäóþùèì îá-ðàçîì. Ôèêñèðóåì íåêîòîðîå (N; 3)-ìóëüòèðàñêðàøèâàèèå ãðà�à HN (îíîñóùåñòâóåò ïîòîìó, ÷òî �3(HN ) = N) è ðàñêðàñèì êàæäûé ýêçåìïëÿð ãðà-�à G, ñîäåðæàùèéñÿ â G�, â òðè öâåòà, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíå HN ïðèâûáðàííîì ìóëüòèðàñêðàøèâàíèè. Íèêàêèå äâå âåðøèíû ðàçëè÷íûõ ýêçåì-ïëÿðîâ ãðà�à G, ñîåäèíåííûå â G� ðåáðîì, íå áóäóò îêðàøåíû â îäèí öâåò,ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû ãðà�à HN ñîåäèíåíû ðåáðîì, è, ñëå-äîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïðè ìóëüòèðàñêðàøèâàíèè ìíîæåñòâà íåïåðåñåêàþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ðàñêðàñêó ãðà�à G� â N öâå-òîâ. Èç îïðåäåëåíèé N è " ñëåäóåò, ÷òî åñëè G ðàñêðàøèâàåòñÿ â 3 öâåòà,òî A(G�) 6 (2� ")OPT (G�) 6 (2� ")N < 2N � 4:Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðåäïîëîæèì, ÷òî G íåëüçÿ ðàñêðàñèòü â 3 öâåòà.Òîãäà ïðè ëþáîé ðàñêðàñêå ãðà�à G� êàæäûé ýêçåìïëÿð ãðà�à G äîë-æåí ñîäåðæàòü âåðøèíû íå ìåíåå ÷åòûð¼õ ðàçíûõ öâåòîâ. Ïî îïðåäåëå-íèþ ãðà�à G�, ëþáûå äâà ýêçåìïëÿðà ãðà�à G, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîñåä-íèì âåðøèíàì ãðà�à HN , íå äîëæíû ñîäåðæàòü âåðøèí îäèíàêîâîãî öâå-òà. Ïîýòîìó ëþáîå ðàñêðàøèâàíèå ãðà�à G� â k öâåòîâ èíäóöèðóåò (k; 4)-ìóëüòèðàñêðàøèâàíèå ãðà�à HN , ïîëó÷àåìîå ïîñðåäñòâîì ñîïîñòàâëåíèÿêàæäîé âåðøèíå v 2 VN ëþáîé ÷åòâ¼ðêè öâåòîâ, èñïîëüçóåìûõ â ñîîòâåò-ñòâóþùåì ýêçåìïëÿðå ãðà�à G. Îäíàêî ïîñêîëüêó �4(HN ) = 2N � 4, òîîòñþäà ñëåäóåò, ÷òî k > 2N � 4, ò. å. G� íå ìîæåò áûòü ðàñêðàøåí ìåíåå÷åì â 2N � 4 öâåòà. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî åñëè G íåëüçÿ ðàñêðàñèòü â 3öâåòà, òî A(G�) > OPT (G�) > 2N � 4:Òàêèì îáðàçîì, ãðà� G ðàñêðàøèâàåì â 3 öâåòà òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà A(G�) < 2N � 4, è ïîñòðîåííûé âûøå àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìè-àëüíûì. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ, ÷òî P 6= NP , è òåîðåìà äîêà-çàíà.



6.2. Ïðèìåíåíèå òåîðèè NP -ïîëíîòû ê îòûñêàíèþ ïðèáëèæ. ðåøåíèé 167Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 6.11 ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè P 6= NP , òîäëÿ çàäà÷è î ðàñêðàñêå ãðà�îâ 2 6 RMIN (�) 61. Áîëåå ñèëüíûõ íèæíèõîöåíîê â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå èçâåñòíî, õîòÿ è ñóùåñòâóåò ïðåäïîëîæåíèå,÷òî RMIN (�) =1.Îòìåòèì, ÷òî âñå ïðèâåä¼ííûå ðàíåå íèæíèå îöåíêè âåëè÷èíû RMIN (�)ðåøàþùèì îáðàçîì çàâèñåëè îò òîãî �àêòà, ÷òî ó çàäà÷è Ï èìåëàñü NP -òðóäíàÿ ïîäçàäà÷à âèäà: ¾Çàäàíî I 2 D�, âåðíî ëè, ÷òî OPT (I) 6 K?¿ (èëè¾Çàäàíî I 2 D�, âåðíî ëè, ÷òî OPT (I) > K?¿) � ïðè íåêîòîðîì �èêñèðî-âàííîì ÷èñëå K. Åñëè Ï íå îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì, òî ïðèìåíÿâøàÿñÿâûøå ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà íå ñðàáîòàåò. Òåì íå ìåíåå äàæå â ýòîì ñëó-÷àå íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû óäà¼òñÿ ñîõðàíèòü. Âåðí¼ìñÿ åù¼ ðàç ê çàäà÷å îìàêñèìàëüíîì íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå. Äëÿ ýòîé çàäà÷è íå èçâåñòåí ïîëè-íîìèàëüíûé ïðèáëèæ¼ííûé àëãîðèòì A ñ àñèìïòîòè÷åñêîé ïîãðåøíîñòüþR1A < 1, íî ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè K ïîäçàäà÷à: ¾Çàäàíãðà� G, âåðíî ëè, ÷òî G ñîäåðæèò íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ìîùíîñòè íåìåíåå K?¿ � ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Äîêàæåì ñëåäóþùèéðåçóëüòàò.Òåîðåìà 6.12. Èìååò ìåñòî îäíà èç äâóõ ñëåäóþùèõ âîçìîæíîñòåé.Ëèáî çàäà÷ó î ìàêñèìàëüíîì íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå ìîæíî ðåøèòüïîëèíîìèàëüíîé ïðèáëèæ¼ííîé ñõåìîé, ëèáî äëÿ ýòîé çàäà÷è íå ñóùå-ñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîãî ïðèáëèæ¼ííîãî àëãîðèòìà A ñ R1A <1.Äîêàçàòåëüñòâî 6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A � òàêîé ïîëèíîìèàëüíûé ïðèáëè-æ¼ííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, ÷òî R1A < 1. Ïîñêîëüêó ìîæíîñ÷èòàòü, ÷òî A âñåãäà íàõîäèò íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ìîùíîñòè íå ìåíåå1, òî R1A < 1. Ïóñòü RA = r. Ïîñòðîèì ïðèáëèæ¼ííóþ ñõåìó ñëåäóþùèìîáðàçîì. Äëÿ ëþáîãî " > 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç N" íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëîN , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî r1=N < 1 + ". (Ïîñêîëüêó â äàëü-íåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ r �èêñèðîâàíî, òî äëÿ êðàòêîñòè èíäåêñ ó N" áóäåìîïóñêàòü.) Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðà�à G = (V; E) óêàæåì ñïîñîá îòûñêàíèÿíåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà ìîùíîñòè M > OPT (G)=(1 + ") çà âðåìÿ, îãðàíè-÷åííîå ïîëèíîìîì îò ðàçìåðà ãðà�à G.Âíà÷àëå îïðåäåëèì ïî èíäóêöèè ãðà� GN = (VN ; EN ) ñëåäóþùèì îá-ðàçîì: G1 = G, à äëÿ 1 < i 6 N ïîëîæèì Gi = Gi�1[G℄. Ïîñêîëüêó Nçàâèñèò òîëüêî îò ", òî ïðè �èêñèðîâàííîì " ãðà� GN ìîæíî ïîñòðîèòüçà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Áîëåå òîãî, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî OPT (Gi) =(OPT (G))i; 1 < i 6 N , è ïî ëþáîìó íåçàâèñèìîìó ïîäìíîæåñòâó SN â GNçà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ìîæíî ïîñòðîèòü òàêîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâîS â G, ÷òî jSj > djSN j1=Ne:�àññìîòðèì ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà A ê ãðà�ó GN . ÏîñêîëüêóRA = r, òî ïîëó÷àåìîå äëÿ ãðà�à GN íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî SN èìååòìîùíîñòü jSN j > OPT (GN )=r = (OPT (G))N=r:



168 �ëàâà 6. Ïîäõîäû ê ðåøåíèþ NP -ïîëíûõ çàäà÷Èñïîëüçóÿ ýòî ìíîæåñòâî, äëÿ ãðà�à G ìîæíî ïîñòðîèòü íåçàâèñèìîå ìíî-æåñòâî S, òàêîå, ÷òîjSj > d((OPT (G))N=r)1=Ne > OPT (G)=r1=N > OPT (G)=(1 + ")(ãäå ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïîëó÷åíî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ÷èñëà N). Ïðè�èêñèðîâàííîì " îïèñàííàÿ âûøå ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà G ìî-æåò áûòü âûïîëíåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâåàëãîðèòìà A ìû ïîñòðîèëè ïîëèíîìèàëüíóþ ïðèáëèæ¼ííóþ ñõåìó ðåøåíèÿçàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå.Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 6.12 ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:äëÿ çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå èìåþòñÿ òîëüêî äâåâîçìîæíîñòè: ëèáî RMIN (�) = 1, ëèáî RMIN (�) =1; ò.å. ïðîìåæóòî÷íîåçíà÷åíèå âåëè÷èíû RMIN (�) íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, åñëè áû óäàëîñüïîëó÷èòü õîòü êàêîé-íèáóäü ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ñ àñèìïòîòè÷åñêîéïîãðåøíîñòüþ, ìåíüøåé 1, òî ìîæíî áûëî áû ïîñòðîèòü ïîëèíîìèàëüíûéàëãîðèòì ñ ëþáîé, êàê óãîäíî áëèçêîé ê 1 àñèìïòîòè÷åñêîé ïîãðåøíîñòüþ.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè áû äëÿ íåêîòîðîãî " > 0 íàì óäàëîñü äîêàçàòü,÷òî íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîãî ïðèáëèæ¼ííîãî àëãîðèòìà ñ ïîãðåø-íîñòüþ RA < 1 + ", òî îòñþäà âûòåêàëî áû, ÷òî ó âñåõ ïîëèíîìèàëüíûõïðèáëèæ¼ííûõ àëãîðèòìîâ RA = R1A = 1. Õîòÿ ìû è ïðåäïîëàãàåì, ÷òîRMIN (�) =1, íàì íå èçâåñòíû íèêàêèå ïåðñïåêòèâíûå ïîäõîäû ê äîêàçà-òåëüñòâó ýòîãî óòâåðæäåíèÿ.Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ïîñëåäíåìó òèïó îòðèöàòåëüíûõ ðåçóëü-òàòîâ. Äëÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ Ï âñå-òàêè óäà¼òñÿ äîêàçàòü, ÷òî RMIN (�) =1(â ïðåäïîëîæåíèè P 6= NP ). Ýòè äîêàçàòåëüñòâà î÷åíü ïîõîæè íà óæå ðàñ-ñìîòðåííûå äîêàçàòåëüñòâà íèæíèõ îöåíîê, îòëè÷èå ëèøü â òîì, ÷òî òåïåðüóäà¼òñÿ ¾óâåëè÷èòü ïîãðåøíîñòü¿ â ãîðàçäî áîëüøåé ñòåïåíè. Â êà÷åñòâåïðèìåðà ðàññìîòðèì îïÿòü çàäà÷ó î êîììèâîÿæåðå, íå ïðåäïîëàãàÿ íà ñåéðàç, ÷òî äëÿ ðàññòîÿíèé ìåæäó ãîðîäàìè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî òðåóãîëü-íèêà. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äîêàçàíà â ðàáîòå [469℄.Òåîðåìà 6.13. Åñëè P 6= NP , òî äëÿ çàäà÷è î êîììèâîÿæåðå íå ñóùå-ñòâóåò ïðèáëèæ¼ííîãî ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà ñ àñèìïòîòè÷å-ñêîé ïîãðåøíîñòüþ R1A <1.Äîêàçàòåëüñòâî 7. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðèáëèæ¼ííûé àëãîðèòì, óäîâëåòâî-ðÿþùèé ïåðå÷èñëåííûì â óñëîâèè òåîðåìû ñâîéñòâàì, ñóùåñòâóåò. Òîãäàäëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà K ñóùåñòâîâàë áû ïîëèíî-ìèàëüíûé àëãîðèòì A ñ ïîãðåøíîñòüþ RA 6 K. Ïîêàæåì, èñïîëüçóÿ âàðè-àíò ñâåäåíèÿ �Ö _ ÊÌ èç ãë. 2, êàê ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà A ìîæåò áûòüðåøåíà NP -òðóäíàÿ çàäà÷à �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÖÈÊË. Ïóñòü G = (V; E) �ïðîèçâîëüíûé ãðà�. Ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùóþ èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó îêîììèâîÿæåðå I . Ïóñòü V � ìíîæåñòâî ãîðîäîâ, è ïóñòü ðàññòîÿíèå ìåæäóãîðîäàìè u è v ðàâíî



6.2. Ïðèìåíåíèå òåîðèè NP -ïîëíîòû ê îòûñêàíèþ ïðèáëèæ. ðåøåíèé 169
d(u; v) = ( 1; åñëè fu; vg 2 E;K � jV j â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.ßñíî, ÷òî ïîñòðîèòü èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó I è ïðèìåíèòü ê íåé àëãî-ðèòì A ìîæíî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (ïîñêîëüêó K íå çàâèñèò îò G).Îäíàêî åñëè â G åñòü ãàìèëüòîíîâ öèêë, òî OPT (I) = jV j, à åñëè â Gíåò ãàìèëüòîíîâà öèêëà, òî OPT (I) > K � jV j. Òàêèì îáðàçîì, âîñïîëüçî-âàâøèñü îöåíêîé ïîãðåøíîñòè àëãîðèòìà A, ïîëó÷èì, ÷òî A(I) 6 K � jV jòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â G èìååòñÿ ãàìèëüòîíîâ öèêë. Ñëåäîâàòåëüíî,èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëèíîìèàëüíîãî ïðèáëèæ¼ííîãî àëãîðèòìà A ñ ïîãðåø-íîñòüþ RA < 1 ñëåäóåò, ÷òî ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅ� ëåæèò â êëàññå P , ÷òîïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ P 6= NP .Ýòà òåîðåìà óêàçûâàåò íà òî, ÷òî íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà ñóùåñòâåí-íî äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè ïîëó÷åííûõ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ïîëîæèòåëüíûõðåçóëüòàòîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê çàäà÷å î êîììèâîÿæåðå. Åñëè íåðàâåíñòâî òðå-óãîëüíèêà âûïîëíåíî, òî èìååì îöåíêó RMIN (�) 6 32 , à áåç íåðàâåíñòâàòðåóãîëüíèêà RMIN (�) = 1 (ïðè óñëîâèè P 6= NP ). Íåêîòîðûå ðåçóëüòà-òû îòíîñèòåëüíî äðóãèõ çàäà÷, àíàëîãè÷íûå òåîðåìå 6.13, ìîæíî íàéòè âðàáîòàõ [469℄ è [459℄.Òàêèì îáðàçîì, îòíîñèòåëüíî ëþáîãî èç âîçìîæíûõ òèïîâ ïîâåäåíèÿïðèáëèæ¼ííûõ àëãîðèòìîâ, ïåðå÷èñëåííûõ â ðàçä. 6.1, ìîæíî äîêàçàòüíåãàòèâíûå ðåçóëüòàòû, ñîñòîÿùèå â òîì, ÷òî åñëè P 6= NP , òî äëÿ êîí-êðåòíîé çàäà÷è Ï íå ñóùåñòâóåò ïðèáëèæ¼ííîãî àëãîðèòìà ñ òåì èëè èíûìïîâåäåíèåì. Ýòî íàâîäèò íà ìûñëü î òîì, ÷òî â ïðåäïîëîæåíèè ðàçëè÷èÿêëàññîâ P è NP îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è ìîæíî êëàññè�èöèðîâàòü ñîãëàñ-íî çíà÷åíèþ âåëè÷èíû RMIN (�) (à åñëè RMIN (�) = 1, òî âîçìîæíà åù¼áîëåå òîíêàÿ êëàññè�èêàöèÿ). Íà ðèñ. 6.8 ïðåäñòàâëåíû èçâåñòíûå �àêòûî òàêîé êëàññè�èêàöèè äëÿ íåêîòîðûõ çàäà÷, îáñóæäàâøèõñÿ âûøå.Â çàêëþ÷åíèå íàïîìíèì ÷èòàòåëþ, ÷òî, íåñìîòðÿ íà òî ÷òî ìû âûáðàëèäëÿ èçó÷åíèÿ îñîáåííî õàðàêòåðíûå âèäû ïîãðåøíîñòåé, âîçìîæíû òàêæåè äðóãèå âèäû ïîãðåøíîñòåé, ðàññìîòðåííûå â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ. Êðîìåòîãî, ýòà îáëàñòü èññëåäîâàíèé ïðîäîëæàåò ðàçâèâàòüñÿ, è â íåé ïîñòîÿí-íî ïîëó÷àþò íîâûå, êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå ðåçóëüòàòû.Äàëüíåéøóþ èí�îðìàöèþ ìîæíî íàéòè â ðàáîòå �ýðè è Äæîíñîíà [147℄,ãäå ïðèâåäåíà àííîòèðîâàííàÿ áèáëèîãðà�èÿ ðàáîò â ýòîé îáëàñòè, îïóá-ëèêîâàííûõ ê ñåðåäèíå 1976 ã.



170 �ëàâà 6. Ïîäõîäû ê ðåøåíèþ NP -ïîëíûõ çàäà÷Çíà÷åíèå RMIN (îáîçí. ñì. ïîä òàáëèöåé)Íàèìåíîâàíèå çàäà÷è 1 2 3 4 5�þêçàê + + + +Óïàêîâêà â + + +êîíòåéíåðûÌèíèìàëüíîå + + +âåðøèííîå ïîêðûòèåÌàêñèìàëüíîå íåçàâè- + + +ñèìîå ìíîæåñòâîÊîììèâîÿæåð ñ íåðàâåí- + + +ñòâîì òðåóãîëüíèêà�àñêðàñêà ãðà�îâ + + +Êîììèâîÿæåð + + + +�àñïèñàíèå ñ îòíîøåíèåì + + + +ïðåäøåñòâîâàíèÿÎáîçíà÷åíèÿ ñòîëáöîâ:1: RMIN (�) = 1. Îöåíêà ðàçíîñòè.2: RMIN (�) = 1. Âïîëíå ïîëèíîìèàëüíàÿ ñõåìà.3: RMIN (�) = 1. Ïîëèíîìèàëüíàÿ ñõåìà.4: 1 < RMIN (�) <15: RMIN (�) =1�èñ. 6.8. Êëàññè�èêàöèÿ íåñêîëüêèõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ îòíîñè-òåëüíî çíà÷åíèé âåëè÷èíû RMIN (�). Ïðè RMIN (�) = 1 èìåþòñÿ ðàç-ëè÷íûå âîçìîæíîñòè. Ñâåòëûå (ïóñòûå) ïðÿìîóãîëüíèêè óêàçûâàþò íàîòêðûòûå â íàñòîÿùåå âðåìÿ âîïðîñû. Çàòåíåííûå (ñî çíàêîì ¾+¿) ïðÿ-ìîóãîëüíèêè óêàçûâàþò íà òî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ âîçìîæíîñòü íåèìååò ìåñòà ëèáî ïîòîìó, ÷òî ýòî ìîæíî äîêàçàòü ïðè óñëîâèè P 6=NP , ëèáî ïîòîìó, ÷òî óæå èçâåñòåí ëó÷øèé àëãîðèòì.6.3. Îöåíêè ïîãðåøíîñòè è ïîâåäåíèå àëãîðèò-ìîâ ¾íà ïðàêòèêå¿Íåòðóäíî ïîíÿòü ïðè÷èíó, â ñèëó êîòîðîé î÷åíü æåëàòåëüíî èìåòü òàêèåîöåíêè ïîãðåøíîñòåé, êàêèå îáñóæäàëèñü âûøå äëÿ ýâðèñòè÷åñêèõ àëãî-ðèòìîâ. Äàæå åñëè êîíêðåòíàÿ îïåíêà ïîãðåøíîñòè è íå ñòîëü ñèëüíà, êàêõîòåëîñü áû (ðåøåíèå, îòëè÷àþùååñÿ îò îïòèìàëüíîãî íà 50%, ÷àñòî íå ìî-æåò ñ÷èòàòüñÿ óäîâëåòâîðèòåëüíûì), òåì íå ìåíåå âåñüìà ðàçóìíî íà÷àòüðåøåíèå çàäà÷è ñ ïðîñòîãî àëãîðèòìà, èìåþùåãî òàêóþ îöåíêó ïîãðåøíî-ñòè, à çàòåì óëó÷øèòü å¼, ïîëüçóÿñü áîëåå ñîâåðøåííûìè ýâðèñòèêàìè è ìå-òîäàìè ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè. Êðîìå òîãî, íåêîòîðûå äîêàçàííûå îöåíêèïîãðåøíîñòè äîñòàòî÷íî õîðîøè è ìîãóò áûòü äîñòèãíóòû áåç ÷ðåçìåðíûõ



6.3. Îöåíêè ïîãðåøíîñòè è ïîâåäåíèå àëãîðèòìîâ ¾íà ïðàêòèêå¿ 171çàòðàò ìàøèííîãî âðåìåíè. Â ÷àñòíîñòè, âåñüìà óäîâëåòâîðèòåëüíûìè ìî-ãóò îêàçàòüñÿ âïîëíå ïîëèíîìèàëüíûå ïðèáëèæ¼ííûå ñõåìû ïðè çíà÷åíèÿõ", ìåíÿþùèõñÿ â ðàçóìíûõ ïðåäåëàõ. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó ïîãðåøíîñòèîöåíèâàþòñÿ â ðàñ÷¼òå íà õóäøèé ñëó÷àé, òî íà ïðàêòèêå ïðèáëèæ¼ííûåàëãîðèòìû âåäóò ñåáÿ ãîðàçäî ëó÷øå, ÷åì ìîæíî áûëî áû ïðåäïîëîæèòüíà îñíîâå îöåíêè èõ ïîãðåøíîñòè.Ïîä÷åðêíåì åù¼ ðàç, ÷òî ýòî èìååò ìåñòî ¾íà ïðàêòèêå¿. Íàèáîëüøèéèíòåðåñ äëÿ íàñ ïðåäñòàâëÿåò òî, â êàêîé ñòåïåíè íàø àëãîðèòì ¾íà ïðàê-òèêå¿ áóäåò ïðèáëèæàòü îïòèìàëüíîå ðåøåíèå. Â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâû êàíàëèçó ïîãðåøíîñòè ¾â õóäøåì ñëó÷àå¿ ìîæíî áûëî áû ïîïûòàòüñÿ îöå-íèòü ïîãðåøíîñòü ¾â ñðåäíåì¿. Òàêîé àíàëèç â äåéñòâèòåëüíîñòè èìååò áî-ãàòóþ èñòîðèþ è äî íåäàâíåãî âðåìåíè îñóùåñòâëÿëñÿ ïðåèìóùåñòâåííîïðè ïîìîùè ýìïèðè÷åñêèõ ìåòîäîâ.×àñòî èçó÷åíèå ïîâåäåíèÿ àëãîðèòìîâ ¾â ñðåäíåì¿ ñâîäèëîñü ïðîñòîê �îðìèðîâàíèþ ìíîæåñòâà ïðåäïîëîæèòåëüíî ¾òèïè÷íûõ¿ èíäèâèäóàëü-íûõ çàäà÷, ïðîãîíêå ñîïåðíè÷àþùèõ àëãîðèòìîâ íà ýòîì ìíîæåñòâå è ñðàâ-íåíèþ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Êîíå÷íî, ïîëåçíîñòü ýêñïåðèìåíòîâ òàêîãîðîäà çàâèñåëà îò òîãî, íàñêîëüêî ¾òèïè÷íà¿ ðàññìàòðèâàåìàÿ âûáîðêà èí-äèâèäóàëüíûõ çàäà÷, êðîìå òîãî, íå âñåãäà äîñòàòî÷íî ïðîñòî îáðàçîâàòüïîäõîäÿùèé íàáîð èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷.Åñëè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èíäèâèäóàëüíûå çàäà÷è, ïðåäïîëîæèòåëüíîâñòðå÷àþùèåñÿ íà ïðàêòèêå, ïîä÷èíÿþòñÿ íåêîòîðîìó êîíêðåòíîìó ðàñ-ïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòåé, òî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ áîëåå ñîâåðøåííûìèìåòîäàìè. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæåò îêàçàòüñÿ äîñòóïíûì ìåòîä ïîñòðîåíèÿ¾ñëó÷àéíûõ¿ èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷, ïîä÷èíÿþùèõñÿ çàäàííîìó ðàñïðåäå-ëåíèþ âåðîÿòíîñòåé. Íà ïîñòðîåííîé òàêèì îáðàçîì âûáîðêå çàòåì ìîæíîèññëåäîâàòü ïîâåäåíèå àëãîðèòìîâ.Íåêîòîðûå ýêñïåðèìåíòû, âûïîëíåííûå â ýòîì íàïðàâëåíèè, ïîäòâåð-æäàþò ñäåëàííîå âûøå çàìå÷àíèå, ÷òî ïîâåäåíèå àëãîðèòìà â ñðåäíåì ãî-ðàçäî ëó÷øå, ÷åì ïîâåäåíèå â õóäøåì ñëó÷àå. Â ðàáîòå Äæîíñîíà [262℄ àë-ãîðèòìû ¾â ïåðâûé ïîäõîäÿùèé¿ è â ¾ïåðâûé ïîäõîäÿùèé â ïîðÿäêå óáû-âàíèÿ¿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îá óïàêîâêå àíàëèçèðîâàëèñü ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî ïðè ñàìûõ ðàçíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ðàñïðåäåëåíèè ðàçìåðîâ ïðåä-ìåòîâ, ïðè÷¼ì â êà÷åñòâå îöåíêè îïòèìóìà OPT (I) èñïîëüçîâàëàñü ñóììàðàçìåðîâ ïðåäìåòîâ. Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèé áûëî âûÿñíåíî, ÷òî ïî-ãðåøíîñòü RFF (I) â ñðåäíåì ðàâíà 1.07, â òî âðåìÿ êàê â õóäøåì ñëó÷àåîíà ðàâíà 1.70, à ïîãðåøíîñòü RFFD(I) â ñðåäíåì ðàâíà 1.02, â òî âðåìÿ êàêâ õóäøåì ñëó÷àå îíà ðàâíà 1.22. (Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî âçàèìíîå ðàíæè-ðîâàíèå ýòèõ àëãîðèòìîâ ¾â ñðåäíåì ñëó÷àå¿ ïî÷òè òàêîå æå, êàê ¾â õóä-øåì ñëó÷àå¿.) Â ðàáîòå Ñàõíè [466℄ áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî îäíà êîíêðåòíàÿâïîëíå ïîëèíîìèàëüíàÿ ïðèáëèæ¼ííàÿ ñõåìà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îá óïî-ðÿäî÷åíèè ñ äèðåêòèâíûìè ñðîêàìè ðàáîòàåò ñ ïîãðåøíîñòüþ âñåãî 1,005äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà " âûáðàíî òàê, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü ïîãðåøíîñòü1.10, à àëãîðèòì â äåéñòâèòåëüíîñòè ïî÷òè âñåãäà íàõîäèò îïòèìàëüíîå ðå-øåíèå. Îäíàêî ïîäîáíûé ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïðîâåä¼í ëèøü äëÿ î÷åíüíåáîëüøîãî ÷èñëà àëãîðèòìîâ, è â íàñòîÿùåå âðåìÿ, âåðîÿòíî, íåðàçóìíî



172 �ëàâà 6. Ïîäõîäû ê ðåøåíèþ NP -ïîëíûõ çàäà÷äåëàòü ðåøèòåëüíûå è ïîñïåøíûå âûâîäû.Â íåêîòîðûõ íåäàâíèõ ðàáîòàõ ïðåäëîæåíû áîëåå ñîâåðøåííûå ïîäõî-äû, ïîçâîëÿþùèå äîêàçûâàòü òåîðåìû îá îæèäàåìîì ïîâåäåíèè ïðèáëè-æ¼ííûõ àëãîðèòìîâ ïðè ðàçëè÷íûõ êîíêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ âåðîÿò-íîñòåé. Â ðàáîòå [191℄, íàïðèìåð, â ïðåäïîëîæåíèè ¾ðàâíîâåðîÿòíîñòè¿ âíåêîòîðîì ñìûñëå âñåõ ãðà�îâ íà n âåðøèíàõ äîêàçàíî, ÷òî íåêîòîðûéïðîñòîé àëãîðèòì ðàñêðàñêè A èìååò ñðåäíþþ ïîãðåøíîñòü RA(G), ðàâ-íóþ 2, õîòÿ â õóäøåì ñëó÷àå ïîãðåøíîñòü RA(G) ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîâåëèêà. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû äëÿ çàäà÷è îá óïàêîâêå,ñì. [484,541℄, äëÿ çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå, çàäà-÷è î ãàìèëüòîíîâîì öèêëå è ãåîìåòðè÷åñêèõ âåðñèé çàäà÷ î êîììèâîÿæåðåè äåðåâå Øòåéíåðà, ñì. [282, 283, 284, 18℄. Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî äàæå äëÿïðîñòåéøèõ àëãîðèòìîâ è ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé òàêîé àíàëèç ìîæåòîêàçàòüñÿ âåñüìà çàòðóäíèòåëüíûì, ýòî íàïðàâëåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìíî-ãîîáåùàþùèì è â áëèæàéøåì áóäóùåì ìîæíî îæèäàòü ïîÿâëåíèÿ íîâûõðåçóëüòàòîâ ýòîãî òèïà.Êîíå÷íî, àíàëèç ïîâåäåíèÿ àëãîðèòìîâ â ñðåäíåì, ðàññìàòðèâàåìûé êàêîñíîâà äëÿ îöåíêè èõ ïîâåäåíèÿ ¾íà ïðàêòèêå¿, èìååò ñâîè íåäîñòàòêè.Äëÿ òîãî ÷òîáû âû÷èñëèòü ñðåäíåå, íåîáõîäèìî â ïåðâóþ î÷åðåäü ïðåäïî-ëîæèòü, ÷òî èíäèâèäóàëüíûå çàäà÷è ïîä÷èíÿþòñÿ íåêîòîðîìó ðàñïðåäåëå-íèþ âåðîÿòíîñòåé, è äîâîëüíî ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ íå ÿñíî, êàêîå ðàñïðåäå-ëåíèå ñëåäóåò âûáðàòü. (Èíòåðåñíûé ñïîñîá èçáåæàòü ýòîãî ïóò¼ì ïðèìå-íåíèÿ àëãîðèòìîâ, îáëàäàþùèõ âíóòðåííåé ðàíäîìèçàöèåé, îáñóæäàåòñÿ âðàáîòå [441℄.) �àñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, äëÿ êîòîðûõ, ïîëüçóÿñü ìåòîäà-ìè, èìåþùèìèñÿ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü, ìîæíî àíàëèçèðîâàòü àëãîðèòìû,ìîãóò äîâîëüíî ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ îò èñòèííûõ ðàñïðåäåëåíèé, âñòðå÷àþ-ùèõñÿ íà ïðàêòèêå, ãäå ïðåîáëàäàþò çàäà÷è ñî ñëîæíîé ñòðóêòóðîé (÷òîâåä¼ò ê îòêëîíåíèÿì, ñ áîëüøèì òðóäîì ïîääàþùèìñÿ �îðìàëèçàöèè). Íàïðàêòèêå òàêæå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ìîãóò íåïðåäñêàçóåìûì îáðà-çîì ìåíÿòüñÿ ñî âðåìåíåì. Êðîìå òîãî, ðåçóëüòàòû î ïîãðåøíîñòè â ñðåäíåìíè÷åãî íå ãîâîðÿò î ðàáîòå àëãîðèòìîâ íà êîíêðåòíûõ çàäà÷àõ, â òî âðå-ìÿ êàê îöåíêà ïîãðåøíîñòè â õóäøåì ñëó÷àå äà¼ò ïî êðàéíåé ìåðå îöåíêóïîâåäåíèÿ àëãîðèòìîâ. Ïîýòîìó, åñëè íóæíî ïîëó÷èòü êàê ìîæíî áîëüøåèí�îðìàöèè î ïîâåäåíèè ïðèáëèæ¼ííûõ àëãîðèòìîâ íà ïðàêòèêå, âåðîÿò-íî, ëó÷øå âñåãî ïîäâåðãíóòü èõ àíàëèçó âñåìè âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè êàêñ òî÷êè çðåíèÿ ïîâåäåíèÿ â õóäøåì ñëó÷àå, òàê è ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîâåäåíèÿâ ñðåäíåì.



�ëàâà 7.Çà ïðåäåëàìè êëàññàNP -ïîëíûõ çàäà÷Â íàñòîÿùåé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñêîëüêî òåîðåòè÷åñêèõ âîïðîñîâ, ñâÿ-çàííûõ ñ òåîðèåé NP -ïîëíûõ çàäà÷ (è âîçíèêøèõ áëàãîäàðÿ åé). Ó ÷èòà-òåëÿ íå ïðåäïîëàãàåòñÿ íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ çíàíèé, äàæå íà÷èíàþ-ùèé âïîëíå ìîæåò îñâîèòü îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ýòîé ãëàâû è èõ ñâÿçü ñîñòàëüíîé òåîðèåé. ×èòàòåëè, çàèíòåðåñîâàâøèåñÿ ðåçóëüòàòàìè, ïðèâåä¼í-íûìè â íàñòîÿùåé ãëàâå, ñìîãóò íàéòè áîëåå ïîäðîáíûå ñâåäåíèÿ, âêëþ÷àÿäîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ðåçóëüòàòîâ â ñòàòüÿõ è êíèãàõ, óêàçàííûõ â ñïèñêåëèòåðàòóðû. Ñëåäóÿ ïðèíÿòîìó ðàíåå ñòèëþ èçëîæåíèÿ, ìû áóäåì îïðåäå-ëÿòü íîâûå ïîíÿòèÿ â òåðìèíàõ ÿçûêîâ è ìàøèí Òüþðèíãà è îáñóæäàòü èõíå�îðìàëüíî â òåðìèíàõ ìàññîâûõ çàäà÷ è àëãîðèòìîâ.Â ðàçä. 7.1 ñ òî÷êè çðåíèÿ, èçëîæåííîé â ãë. 2, ðàññìàòðèâàþòñÿ èçâåñò-íûå ðåçóëüòàòû è ãèïîòåçû î ñòðóêòóðå êëàññàNP è îáñóæäàåòñÿ ñóùåñòâî-âàíèå â êëàññå NP òðóäíîðåøàåìûõ çàäà÷, íå ÿâëÿþùèõñÿ NP -ïîëíûìè. Âðàçä. 7.2�7.4 îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû ¾ïîëíîòû¿ äëÿ êëàññîâ çàäà÷, êîòîðûåïðåäñòàâëÿþòñÿ áîëåå òðóäíûìè, ÷åì NP -ïîëíûå çàäà÷è, îäíàêî òðóäíîðå-øàåìîñòü ýòèõ çàäà÷ òàêæå åù¼ ïðåäñòîèò äîêàçàòü. Â ðàçä. 7.2, â ÷àñò-íîñòè, ðàññìàòðèâàåòñÿ ¾ïîëèíîìèàëüíàÿ èåðàðõèÿ¿, à â ðàçä. 7.3 ââîäèòñÿïîíÿòèå KP-ïîëíîòû äëÿ çàäà÷ ïåðå÷èñëåíèÿ. Â ðàçä. 7.4 íà îñíîâå ïîíÿòèÿïîëíîòû ñ ïîëèíîìèàëüíîé ïàìÿòüþ íà÷èíàåòñÿ îáñóæäåíèå âçàèìîñâÿçèîãðàíè÷åíèé ïî âðåìåíè è ïî ïàìÿòè. Â ðàçä. 7.5 ýòî îáñóæäåíèå ïðîäîë-æàåòñÿ, ïðè ýòîì ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ¾ñâîäèìîñòü ñ ëîãàðè�ìè÷åñêîé ïàìÿ-òüþ¿ è ïîêàçûâàåòñÿ, êàê îíî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ èññëåäîâàíèÿîãðàíè÷åíèé ïî ïàìÿòè â çàäà÷àõ êëàññà P . Íàêîíåö, â ðàçä. 7.6 ìû âíîâüâîçâðàùàåìñÿ ê �óíäàìåíòàëüíîé ïðîáëåìå ¾âåðíî ëè, ÷òî P = NP ?¿. Õîòÿìû ñ÷èòàåì, ÷òî ýòè êëàññû ðàçëè÷íû, íî, ïî-âèäèìîìó, èìåþòñÿ ñåðü¼çíûåïðåïÿòñòâèÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñîâðåìåííûìè ìåòîäà-ìè, è ìû îáñóæäàåì âîçìîæíûå îáúÿñíåíèÿ ýòîãî �àêòà.



174 �ëàâà 7. Çà ïðåäåëàìè êëàññà NP -ïîëíûõ çàäà÷7.1. Ñòðóêòóðà êëàññà NPÂ ãë. 2 óæå ïðèâîäèëàñü ïðîñòàÿ äèàãðàììà êëàññà NP , èçîáðàæ¼ííàÿ íàðèñ. 7.1. Íàïîìíèì, ÷òî êëàññ NP â êà÷åñòâå ïîäêëàññîâ ñîäåðæèò êëàññ Pè êëàññ NP -ïîëíûõ çàäà÷ (ñîêðàù¼ííî NPC). Â ïðåäïîëîæåíèè P 6= NPýòè äâà êëàññà íå ïåðåñåêàþòñÿ.
�èñ. 7..1: Óòî÷í¼ííàÿ äèàãðàììà êëàññà NP (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî P 6=NP ).Åñëè P 6= NP , òî NP íå ìîæåò ñîâïàäàòü òàêæå è ñ êëàññîì P [NPC.Îáîçíà÷èì ÷åðåç NPI êëàññ NP n (P [NPC) çàäà÷, èìåþùèõ ¾ïðîìåæóòî÷-íóþ¿ ñëîæíîñòü (ìåæäó P è NP ). Òî, ÷òî êëàññ NPI íå ïóñò (â ïðåäïîëî-æåíèè, ÷òî P 6= NP ), åñòü ñëåäñòâèå áîëåå îáùåãî ðåçóëüòàòà, äîêàçàííîãîËàäíåðîì [312℄. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñ�îðìóëèðîâàòü ýòîò ðåçóëüòàò, íàïîìíèì,÷òî ðåêóðñèâíûì ÿçûêîì íàçûâàåòñÿ ëþáîé ÿçûê, êîòîðûé ìîæíî ðàñïî-çíàòü íåêîòîðîé (íå îáÿçàòåëüíî ïîëèíîìèàëüíîé) ÄÌÒ-ïðîãðàììîé, îñòà-íàâëèâàþùåéñÿ íà âñåõ âõîäàõ.Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü B � òàêîé ðåêóðñèâíûé ÿçûê, ÷òî B =2 P . Òîãäàñóùåñòâóåò ðàñïîçíàâàåìûé çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ÿçûê D 2 P ,òàêîé, ÷òî ÿçûê A = D \ B íå ïðèíàäëåæèò P , A _ B, íî íå èìååòìåñòà B _ A.Ýòà òåîðåìà áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü B � ïðîèç-âîëüíûé NP -ïîëíûé ÿçûê. Åñëè P 6= NP , òî B =2 P , ïîýòîìó óñëîâèå òåîðå-ìû âûïîëíÿåòñÿ. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó D 2 P è B 2 NP , òî ïîëó÷àþùèéñÿÿçûê A ïðèíàäëåæèò NP . Èç òåîðåìû, ñëåäîâàòåëüíî, âûòåêàåò, ÷òî íå èìå-åò ìåñòà B _ A, òàê ÷òî A íå ìîæåò áûòü NP -ïîëíûì, è ïîñêîëüêó A =2 P ,òî A 2 NPI . �àññìîòðèì êîíêðåòíûé ïðèìåð. Ïóñòü B � ýòî NP -ïîëíàÿ çà-äà÷à �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÖÈÊË. Òîãäà òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî ñóùåñòâóåòòàêîé êëàññ ãðà�îâ, ðàñïîçíàâàåìûõ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, ÷òî çàäà-÷à �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÖÈÊË, áóäó÷è ðàññìîòðåíà íà êëàññå ýòèõ ãðà�îâ,èå ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé è íå ïðèíàäëåæèò êëàññó P (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òîP 6= NP ).Åñëè P 6= NP , òî òåîðåìà 7.1 óòâåðæäàåò íå òîëüêî íåïóñòîòó êëàñ-ñà NPI , íî òàêæå äà¼ò íåêîòîðóþ èí�îðìàöèþ î ñòðóêòóðå ýòîãî êëàññà



7.1. Ñòðóêòóðà êëàññà NP 175ïðîìåæóòî÷íûõ çàäà÷. Â ïðåäïîëîæåíèè P 6= NP êëàññ NPI äîëæåí ñîñòî-ÿòü èç áåñêîíå÷íîãî ñåìåéñòâà ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ÿçûêîâ.Íàïðèìåð, åñëè B � ëþáàÿ çàäà÷à èç êëàññà NPI , òî òåîðåìà 7.1 ïîçâîëÿ-åò ïîñòðîèòü çàäà÷ó, êîòîðàÿ ¾ïðîùå¿, ÷åì B, íî âñ¼ åù¼ íå ïðèíàäëåæèòêëàññó P . Ëàäíåð [312℄ äîêàçàë òàêæå, ÷òî åñëè P 6= NP , òî êëàññ NPIäîëæåí ñîäåðæàòü òàêèå ïàðû ÿçûêîâ C è D, ÷òî íè C _ D íè D _ C.Òàêèì îáðàçîì, åñëè P 6= NP , òî â êëàññå NP îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãîïîðÿäêà, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì _, äîëæíû áûòü íåñðàâíèìûåýëåìåíòû.Ïîñëå ýòèõ òåîðåòè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé ìîæíî çàäàòüñÿ âîïðîñîì: ñóùå-ñòâóþò ëè ¾åñòåñòâåííûå¿ çàäà÷è, ÿâëÿþùèåñÿ êàíäèäàòàìè íà ïðèíàäëåæ-íîñòü êëàññó NPI? Â ïðåäïîëîæåíèè P 6= NP äëÿ óêàçàíèÿ ïðåäñòàâèòåëåéýòîãî êëàññà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà òåîðåìà 7.1, íî ÿçûêè, êîòîðûåïðè ýòîì ïîëó÷àþòñÿ, îêàçûâàþòñÿ âåñüìà íååñòåñòâåííûìè èç-çà ñëîæíîéòåõíèêè ¾äèàãîíàëèçàöèè¿, ïðèìåíÿåìîé äëÿ èõ ïîñòðîåíèÿ. Êîíå÷íî, ëþ-áàÿ ¾îòêðûòàÿ¿ çàäà÷à èç êëàññà NP , ò. å. çàäà÷à, äëÿ êîòîðîé íå äîêàçàíàíè ïðèíàäëåæíîñòü êëàññó P , íè NP -ïîëíîòà, ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ êàíäèäà-òîì íà ïðèíàäëåæíîñòü êëàññó NPI . Îäíàêî íåêîòîðûå îòêðûòûå çàäà÷èïðèíÿòî ñ÷èòàòü áîëåå âåðîÿòíûìè êàíäèäàòàìè, ïîñêîëüêó îíè âûäåðæàëèïðîâåðêó âðåìåíåì è èì ïðèñóùè íåêîòîðûå ñâîéñòâà, âèäèìî îòëè÷àþùèåèõ îò çàäà÷, NP -ïîëíîòà êîòîðûõ óæå äîêàçàíà. Â ÷àñòíîñòè, òðè îòêðû-òûå çàäà÷è, ïðèâåä¼ííûå â ðàáîòå Êàðïà [280℄, îñòàþòñÿ îòêðûòûìè, è âíàñòîÿùåå âðåìÿ è èõ ÷àñòî ñ ðàçëè÷íîé ñòåïåíüþ óâåðåííîñòè îòíîñÿò êçàäà÷àì èç êëàññà NPI .ÈÇÎÌÎ�ÔÈÇÌ ��ÀÔÎÂÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà�û G = (V; E) è G0 = (V; E0).ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî ãðà�û G è G0 èçîìîð�íû, ò. å. ñóùåñòâóåò ëèâçàèìíî-îäíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ f : V ! V , òàêàÿ, ÷òî fu; vg 2 E òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà ff(u); f(v)g 2 E0?ÑÎÑÒÀÂÍÛÅ ×ÈÑËÀÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíî ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóþò ëè öåëûå ÷èñëà m è n; m; n > 1, òàêèå, ÷òîK = mn?ËÈÍÅÉÍÎÅ Ï�Î��ÀÌÌÈ�ÎÂÀÍÈÅ1ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû öåëî÷èñëåííûå âåêòîðû Vi = (vi[1℄; ::::::; vi[n℄), 1 6i 6 m, D = (d1; :::; dm), C = (
1; :::; 
m), öåëîå ÷èñëî B.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé âåêòîð X = (x1; :::; xn) ñ ðàöèîíàëüíû-ìè êîîðäèíàòàìè, ÷òî ViX 6 di, 1 6 i 6 m è CX > B?Èññëåäîâàòåëè, ïðåäïðèíèìàâøèå ïîïûòêè äîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à ÈÇÎ-ÌÎ�ÔÈÇÌ ��ÀÔÎÂ ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé, îòìå÷àþò, ÷òî å¼ ñòðóêòóðà ãî-ðàçäî áîëåå îãðàíè÷èòåëüíà, ÷åì ñòðóêòóðà òèïè÷íîé NP -ïîëíîé çàäà÷è,1Ë. �. Õà÷èÿí [33*℄ äîêàçàë, ÷òî ýòà çàäà÷à ëåæèò â êëàññå �. � Ïðèì. ðåä.



176 �ëàâà 7. Çà ïðåäåëàìè êëàññà NP -ïîëíûõ çàäà÷òàêîé, íàïðèìåð, êàê ÈÇÎÌÎ�ÔÈÇÌ ÏÎÄ��ÀÔÓ. Äîêàçàòåëüñòâà NP -ïîëíîòû òðåáóþò îïðåäåë¼ííîé ñâîáîäû äåéñòâèé â òîì ñìûñëå, ÷òî åñ-ëè èñêîìàÿ ñòðóêòóðà X (ïîäìíîæåñòâî, ïåðåñòàíîâêà, ðàñïèñàíèå è ò. ä.)ñóùåñòâóåò, òî îíà äîëæíà ñóùåñòâîâàòü è òîãäà, êîãäà íåêîòîðûå äåòàëèðàññìàòðèâàåìîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è ëîêàëüíî èçìåíÿþòñÿ. Íàïðèìåð,�óíêöèÿ f áóäåò èçîìîð�èçìîì ãðà�à H è ïîäãðà�à ãðà�à G, äàæå åñëèâ G äîáàâèòü èëè èñêëþ÷èòü íåêîòîðûå ð¼áðà, íå ïðèíàäëåæàùèå îáðàçóîòîáðàæåíèÿ f . Îäíàêî åñëè f åñòü èçîìîð�èçì H è G, òî ëþáîå èçìå-íåíèå â G äîëæíî ñîïðîâîæäàòüñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì èçìåíåíèåì â H , âïðîòèâíîì ñëó÷àå f óæå íå áóäåò èçîìîð�èçìîì. Äðóãèìè ñëîâàìè, äîêà-çàòåëüñòâà NP -ïîëíîòû, âèäèìî, òðåáóþò îïðåäåë¼ííîé èçáûòî÷íîñòè çà-äà÷è, îòñóòñòâóþùåé â çàäà÷å ÈÇÎÌÎ�ÔÈÇÌ ��ÀÔÎÂ. Ê ñîæàëåíèþ,îòñóòñòâèå èçáûòî÷íîñòè ìàëî ïîìîãàåò êàê ïðè ïîñòðîåíèè ïîëèíîìèàëü-íîãî àëãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ÈÇÎÌÎ�ÔÈÇÌ ��ÀÔÎÂ, òàê è ïðèäîêàçàòåëüñòâå òîãî, ÷òî ýòà çàäà÷à ëåæèò â êëàññå NPI .Àðãóìåíòû â ïîëüçó òîãî, ÷òî çàäà÷è ÑÎÑÒÀÂÍÛÅ ×ÈÑËÀ è ËÈÍÅÉ-ÍÎÅ Ï�Î��ÀÌÌÈ�ÎÂÀÍÈÅ, âèäèìî, íå ÿâëÿþòñÿ NP -ïîëíûìè, èìåþòäðóãîé èñòî÷íèê. Íàïîìíèì, ÷òî â ãë. 2 áûëî îòìå÷åíî, ÷òî èç ïðèíàä-ëåæíîñòè çàäà÷è Ï êëàññó NP , ïî-âèäèìîìó, íå ñëåäóåò, ÷òî â êëàññå NPëåæèò äîïîëíåíèå �C ýòîé çàäà÷è (ò. å. çàäà÷à ñ ïðîòèâîïîëîæíûì îòâå-òîì: Y�C = D� n Y�). Îïðåäåëèì
o�NP = f�C : � 2 NPgèëè â òåðìèíàõ ÿçûêîâ
o�NP = f�� n L : L� ÿçûê â àë�àâèòå � è L 2 NPg:Îñíîâûâàÿñü íà òîì, ÷òî ìíîãèå çàäà÷è èç êëàññà 
o�NP , âèäèìî, íå ïðè-íàäëåæàò NP , âïîëíå ðàçóìíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî NP 6= 
o�NP . Îòìåòèì,÷òî, õîòÿ àðãóìåíòû â ïîëüçó ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ áëèçêè ê àðãóìåíòàì,ïðèâîäèâøèìñÿ â ïîëüçó òîãî, ÷òî P 6= NP , ïðåäïîëîæåíèå NP 6= 
o�NP¾ñèëüíåå¿, ÷åì P 6= NP . Êëàññ P çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè âçÿòèÿäîïîëíåíèÿ (ò. å. P = 
o � P ), ïîýòîìó èç òîãî, ÷òî NP 6= 
o�NP , ñëåäóåò,÷òî P 6= NP , õîòÿ íåðàâåíñòâî P 6= NP ìîæåò èìåòü ìåñòî è â òîì ñëó÷àå,êîãäà NP = 
o�NP . Òåì íå ìåíåå ñëåäóþùàÿ íåñëîæíàÿ òåîðåìà ïîêàçû-âàåò, ÷òî èìååòñÿ òåñíàÿ ñâÿçü ìåæäó NP -ïîëíîòîé çàäà÷ ÑÎÑÒÀÂÍÛÅ×ÈÑËÀ è ËÈÍÅÉÍÎÅ Ï�Î��ÀÌÌÈ�ÎÂÀÍÈÅ è ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òîNP 6= 
o�NP .Òåîðåìà 7.2. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ NP -ïîëíàÿ çàäà÷à Ï, ÷òî �C 2NP , òî NP = 
o�NP .Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 2.1 èïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè êîìïîçèöèè ìàøèí Òüþ-ðèíãà. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî P 6= NP è NP 6= 
o�NP , òåîðåìà 7.2 äà¼ò íàìíîâóþ êàðòèíó êëàññà NP è åãî îêðóæåíèÿ, èçîáðàæ¼ííóþ íà ðèñ. 7.2.



7.1. Ñòðóêòóðà êëàññà NP 177Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 7.2 ïîëó÷àåì, ÷òî çàäà÷à Ï 2 NP ,äëÿ êîòîðîé �C ïðèíàäëåæèò êëàññó NP , íå ìîæåò áûòü NP -ïîëíîé, åñëè,êîíå÷íî, NP 6= 
o�NP . Ïîýòîìó áûëî áû åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî òàêàÿçàäà÷à Ï íå ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé. Îäíàêî è çàäà÷à ÑÎÑÒÀÂÍÛÅ ×ÈÑËÀ,è çàäà÷à ËÈÍÅÉÍÎÅ Ï�Î��ÀÌÌÈ�ÎÂÀÍÈÅ îáëàäàþò ýòèì ñâîéñòâîì.
�èñ. 7..2: Êàðòèíà êëàññà NP è åãî íåïîñðåäñòâåííûõ ñîñåäåé â ïðåäïî-ëîæåíèè, ÷òî P 6= NP è NP 6= 
o�NP . Êëàññ P ìîæåò ñîâïàäàòü, àìîæåò è íå ñîâïàäàòü ñ êëàññîì NP \ 
o�NP .Î÷åâèäíî, ÷òî çàäà÷à ÑÎÑÒÀÂÍÛÅ ×ÈÑËÀ ëåæèò â êëàññå NP . Äî-ïîëíèòåëüíîé ê íåé çàäà÷åé áóäåò çàäà÷à Ï�ÎÑÒÛÅ ×ÈÑËÀ: ¾Äàíî ïîëî-æèòåëüíîå öåëîå ÷èñëîK. Âåðíî ëè, ÷òîK � ïðîñòîå?¿ Áûëî [434℄ ïîêàçàíî,÷òî Ï�ÎÑÒÛÅ ×ÈÑËÀ ïðèíàäëåæèò êëàññó NP , à èìåííî áûëî äîêàçàíî,÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà K èìååòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ïðîñòîòû ýòîãî÷èñëà, äîñòàòî÷íî êîðîòêîå äëÿ òîãî, ÷òîáû åãî ìîæíî áûëî óêàçàòü è ïðî-âåðèòü çà âðåìÿ, îãðàíè÷åííîå ïîëèíîìîì îò logK. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîìñ ïîìîùüþ �óíäàìåíòàëüíîé òåîðåìû äâîéñòâåííîñòè èç òåîðèè ëèíåéíîãîïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à, äîïîëíèòåëüíàÿ ê çàäà÷åËÈÍÅÉÍÎÅ Ï�Î��ÀÌÌÈ�ÎÂÀÍÈÅ, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàðèàíò çàäà-÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è, çíà÷èò, ïðèíàäëåæèò êëàññó NP .Òàêèì îáðàçîì, åñëè NP 6= 
o�NP , òî íè çàäà÷à ÑÎÑÒÀÂÍÛÅ ×ÈÑ-ËÀ, íè çàäà÷à ËÈÍÅÉÍÎÅ Ï�Î��ÀÌÌÈ�ÎÂÀÍÈÅ íå ìîãóò áûòü NP -ïîëíûìè. Ýòîò �àêò ìîæíî ñ÷èòàòü äîâîëüíî ñèëüíûì àðãóìåíòîì â ïîëü-çó òîãî, ÷òî óêàçàííûå çàäà÷è íå ÿâëÿþòñÿ NP -ïîëíûìè. Åñëè íè îäíà èçíèõ íå ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, òî îíè ïðèíàäëå-æàò êëàññó NPI . Ñëåäóþùèé àðãóìåíò, âèäèìî, íåñêîëüêî ñëàáåå. Êàê óæåîòìå÷àëîñü, ñèìïëåêñ-ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-âàíèÿ, õîòÿ è èìååò ýêñïîíåíöèàëüíóþ âðåìåí�yþ ñëîæíîñòü, î÷åíü ÷àñòîðàáîòàåò íàñòîëüêî áûñòðî, ÷òî âîçíèêàåò îùóùåíèå, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòüäðóãîé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðûéóæå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì. Â ñëó÷àå çàäà÷è ÑÎÑÒÀÂÍÛÅ ×ÈÑËÀìû â íåêîòîðîì ñìûñëå äàæå áëèæå ê ïîñòðîåíèþ ïîëèíîìèàëüíîãî àëãî-ðèòìà.Àëãîðèòì äëÿ âûÿñíåíèÿ âîïðîñà, ÿâëÿåòñÿ çàäàííîå ÷èñëî ïðîñòûì èëèñîñòàâíûì, ïðåäëîæåí â ðàáîòå Ìèëëåðà [385℄. Â ýòîé ðàáîòå òàêæå äîêà-



178 �ëàâà 7. Çà ïðåäåëàìè êëàññà NP -ïîëíûõ çàäà÷çàíî, ÷òî åñëè âåðíà ¾ðàñøèðåííàÿ ãèïîòåçà �èìàíà¿ èç òåîðèè ÷èñåë, òîàëãîðèòì Ìèëëåðà èìååò ïîëèíîìèàëüíóþ âðåìåíí�yþ ñëîæíîñòü. Òàêèìîáðàçîì, õîòÿ íè äëÿ îäíîé èç óêàçàííûõ çàäà÷ íå èçâåñòíî ïîëèíîìèàëü-íîãî àëãîðèòìà2, ìû ïî÷òè óâåðåíû, ÷òî íèêòî íå áóäåò óòâåðæäàòü, ÷òîýòè çàäà÷è NP -ïîëíû. (Íà ñàìîì äåëå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî Ï 2 NP è�C 2 NP , ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê óêàçàíèå íà òî, ÷òî çàäà÷à Ï ìîæåòáûòü ðåøåíà ïîëèíîìèàëüíûì àëãîðèòìîì, õîòÿ ìû ïîêà è íå çíàåì, âåðíîëè, ÷òî P = NP \ 
o�NP .)Íàëè÷èå òàêèõ (áîëåå èëè ìåíåå âåðîÿòíûõ) êàíäèäàòîâ íà ïðèíàäëåæ-íîñòü êëàññó NPI ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü íîâûå êëàññû ¾òðóäíûõ¿ çàäà÷ âêëàññå NP . Â ÷àñòíîñòè, îòíîøåíèå ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè _ ïîçâî-ëÿåò ïîñòðîèòü êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ êàæäîé èç çàäà÷ ÈÇÎÌÎ�-ÔÈÇÌ ��ÀÔÎÂ, ËÈÍÅÉÍÎÅ Ï�Î��ÀÌÌÈ�ÎÂÀÍÈÅ (LP) è ÑÎÑÒÀÂ-ÍÛÅ ×ÈÑËÀ ñ î÷åâèäíûìè ñëåäñòâèÿìè. Íàïðèìåð, åñëè çàäà÷à II 2 NPîáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî Ï _ LP è LP _ Ï, òî Ï ðàçðåøèìà çà ïîëè-íîìèàëüíîå âðåìÿ (èëè NP -ïîëíà, èëè ëåæèò â êëàññå NPI) òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà LP ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (ñîîòâåòñòâåííî NP -ïîëíà èëè ëåæèò â êëàññå NPI).Îáû÷íî íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî �îðìóëèðîâêè çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàì-ìèðîâàíèÿ, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ â ñàìûõ ðàçíûõ ðàáîòàõ ïî ëèíåéíîìóïðîãðàììèðîâàíèþ, ýêâèâàëåíòíû îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ _ çàäà÷å LP .�èññ è Äîáêèí [448℄ ðåçþìèðîâàëè îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îòíîñèòåëüíî ýòîãîêëàññà çàäà÷ è íåñêîëüêî ðàñøèðèëè åãî, Èòàè [251℄ ïîêàçàë, ÷òî íåêîòîðûåçàäà÷è î ðàöèîíàëüíûõ ïîòîêàõ â ñåòÿõ òàêæå ýêâèâàëåíòíû çàäà÷å LP .Çàäà÷è, ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíûå çàäà÷å ÈÇÎÌÎ�ÔÈÇÌ ��ÀÔÎÂ,áûëè íàéäåíû Áóñîì [52℄, Áàáàè [23℄, Ìèëëåðîì [386℄, Êîçåíîì [300, 304℄ èäðóãèìè àâòîðàìè. Îäíàêî áîëüøèíñòâî íàéäåííûõ çàäà÷ ýòîãî êëàññà ëè-áî ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè âåðñèÿìè çàäà÷è ÈÇÎÌÎ�ÔÈÇÌ ��ÀÔÎÂ,ëèáî çàäà÷àìè îá èçîìîð�èçìå îáúåêòîâ è ñòðóêòóð äðóãîãî òèïà, òàê ÷òîâñå ýòè çàäà÷è îäíîãî è òîãî æå ¾òèïà¿. Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ ïî òåîðèè ÷è-ñåë �îðìóëèðóþòñÿ óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâûå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàíåêîòîðûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü êëàññ çàäà÷,ýêâèâàëåíòíûõ çàäà÷å ÑÎÑÒÀÂÍÛÅ ×ÈÑËÀ. Íåêîòîðûå èç ýòèõ ýêâèâà-ëåíòíîñòåé ïðèâåäåíû ñðåäè îòêðûòûõ çàäà÷ â ïðèëîæåíèè.Åñëè èìååòñÿ çàäà÷à èç êëàññà NP , êîòîðóþ ìû ñ÷èòàåì òðóäíîé, íîNP -ïîëíîòó êîòîðîé ìû äîêàçàòü íå ìîæåì, òî ñóùåñòâóþò, êîíå÷íî, áîëååñèëüíûå ñïîñîáû ïîäòâåðæäåíèÿ å¼ òðóäíîðåøàåìîñòè, ÷åì äîêàçàòåëüñòâîýêâèâàëåíòíîñòè ýòîé çàäà÷è îäíîé èç îòêðûòûõ çàäà÷. Îäèí èç ìåòîäîâ,óïîìÿíóòûé â ãë. 5, çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè ñâîäèìîñòè ïî Òüþðèí-ãó. Åñëè óäàñòñÿ äîêàçàòü, ÷òî íåêîòîðàÿ èçâåñòíàÿ çàäà÷à �0 ñâîäèìà ïîÒüþðèíãó çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ê ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å Ï, òî, î÷å-âèäíî, Ï, ïîäîáíî �0, ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà P = NP , õîòÿ ìû è íå ìîæåì äîêàçàòü NP -ïîëíîòó çàäà÷èÏ, ïîñêîëüêó íå èçâåñòíî, ñëåäóåò ëè èç ñâîäèìîñòè �0 _T � ñâîäèìîñòü2Ñì. ïðåäûäóùóþ ñíîñêó � Ïðèì. ðåä.



7.1. Ñòðóêòóðà êëàññà NP 179�0 _ �. (Â îáùåì ñëó÷àå èç ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè ïî Òüþðèíãó íåñëåäóåò ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü [316℄, õîòÿ òàêèå ïðèìåðû â êëàññå NPíå èçâåñòíû.)Ïîòåíöèàëüíî áîëåå ïîëåçíàÿ èäåÿ ïðåäëîæåíà â ðàáîòå [3℄. Îíà ñîñòî-èò â èñïîëüçîâàíèè ïîíÿòèÿ ¾
-ñâîäèìîñòü¿. Ýòî ïîíÿòèå ïîçâîëÿåò äîêà-çûâàòü òðóäíîðåøàåìîñòü çàäà÷è íå â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî P 6= NP , à âïðåäïîëîæåíèè, ÷òî NP 6= 
o�NP . Òàêèì îáðàçîì, ïîíÿòèå 
-ñâîäèìîñòèñëàáåå ïîíÿòèé ñâîäèìîñòè ïî Òüþðèíãó è ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè, íîîíî ïîçâîëÿåò äàòü ñóùåñòâåííîå ïîäòâåðæäåíèå ïðåäïîëîæåíèþ î òîì, ÷òîðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à òðóäíà.Â îòëè÷èå îò äðóãèõ ðàññìîòðåííûõ íàìè ïîíÿòèé ñâîäèìîñòè ïîíÿòèå
-ñâîäèìîñòè èìååò íåäåòåðìèíèðîâàííûé õàðàêòåð. Îïðåäåëèì âíà÷àëåïîíÿòèå îòíîøåíèÿ RM , âû÷èñëÿåìîãî ÍÄÌÒ-ïðîãðàììîé:RM = (< x; y >: ñóùåñòâóåò ñëîâî z; òàêîå, ÷òî íà âõîäå xè äîãàäêå z ïðîãðàììà M âûäà¼ò y(çäåñü ¾âûäà¼ò¿ îçíà÷àåò òî æå ñàìîå, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè �óíêöèé ÄÌÒ-ïðîãðàììàìè).Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÿçûê L1 â àë�àâèòå � 
-ñâîäèòñÿ ê ÿçûêó L2 â àë-�àâèòå �2 (îáîçíà÷åíèå: L1 _
 L2), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿÍÄÌÒ-ïðîãðàììà M , ÷òî äëÿ êàæäîãî x 2 �� ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå ñëîâîy 2 ��2, òàêîå, ÷òî < x; y >2 RM , è äëÿ âñåõ < x; y >2 RM âûïîëíÿåòñÿñîîòíîøåíèå x 2 L1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà y 2 L2. Äðóãèìè ñëîâàìè,íà êàæäîì âõîäå x ïðîãðàììûM èìååòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî îñòàíàâëè-âàþùååñÿ âû÷èñëåíèå, è âñå îñòàíàâëèâàþùèåñÿ íà x âû÷èñëåíèÿ âûäàþòýëåìåíòû èç L2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x 2 L1.Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îòíîøåíèå 
-ñâîäèìîñòè _
 , ïîäîáíî îòíîøåíèþïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè_, òðàíçèòèâíî, à òàêæå, ÷òî èç L1 _ L2 ñëåäó-åò L1 _
 L2 (õîòÿ íå èçâåñòíî, âåðíî ëè îáðàòíîå). ßçûê L 2 NP íàçûâàåòñÿ
-ïîëíûì, åñëè äëÿ âñåõ L0 2 NP , L0 _
 L. Òàêèì îáðàçîì, âñå NP -ïîëíûåÿçûêè ÿâëÿþòñÿ òàêæå è 
-ïîëíûìè, íî â ïðèíöèïå ÿçûê ìîæåò áûòü 
-ïîëíûì, íî íå NP -ïîëíûì. Ïðèìåðû 
-ïîëíûõ çàäà÷, NP -ïîëíîòà êîòîðûõíå èçâåñòíà, ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [431,3℄. Íèæå ïðèâîäèòñÿ òîëüêî îäèíïðèìåð, âçÿòûé èç ïîñëåäíåé ðàáîòû.ËÈÍÅÉÍÀß ÄÅËÈÌÎÑÒÜÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà a è 
.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå öåëîå ÷èñëî x, ÷òî 
 äåëèòñÿ íà ax+1?(Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ýòà çàäà÷à î÷åíü ëåãêî ðåøàåòñÿ çà ïîëèíî-ìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè ax+1 çàìåíèòü íà ax, ïîñêîëüêó â ïîñëåäíåì ñëó÷àåçàäà÷à ìîæåò áûòü ïåðå�îðìóëèðîâàíà òàê: ¾Äåëèòñÿ ëè 
 íà a?¿ Çàìåòèìòàêæå, ÷òî ðàññìàòðèâàåìóþ çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü çà ïñåâäîïîëèíîìèàëü-íîå âðåìÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî, å¼ ïðåäïîëàãàåìàÿ òðóäíîðåøàåìîñòü ñóùå-ñòâåííî çàâèñèò îò ñîãëàøåíèÿ, ÷òî ÷èñëà ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñëîâàìè, äëèíàêîòîðûõ îãðàíè÷åíà ïîëèíîìîì îò ëîãàðè�ìîâ âåëè÷èí ýòèõ ÷èñåë.)



180 �ëàâà 7. Çà ïðåäåëàìè êëàññà NP -ïîëíûõ çàäà÷Äîêàçàòåëüñòâî 
-ïîëíîòû çàäà÷è ËÈÍÅÉÍÀß ÄÅËÈÌÎÑÒÜ îñíîâà-íî íà 
-ñâåäåíèè ê íåé çàäà÷è 3-ÂÛÏ. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ íåäåòåðìè-íèðîâàííîå óãàäûâàíèå áîëüøîãî ÷èñëà ïðîñòûõ ÷èñåë, äîêàçàòåëüñòâ ïðî-ñòîòû è ðàçëîæåíèé íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Íà ñàìîì äåëå âñå äîêàçàííûåíà ñåãîäíÿøíèé äåíü ðåçóëüòàòû î 
-ïîëíîòå êàñàþòñÿ òåîðåòèêî-÷èñëî-âûõ çàäà÷ è èñïîëüçóþò íåäåòåðìèíèðîâàííîñòü äëÿ óãàäûâàíèÿ òåîðåòèêî-÷èñëîâûõ ñòðóêòóð. Ïîýòîìó âîçìîæíîñòü øèðîêîãî ïðèìåíåíèÿ ïîíÿòèÿ
-ñâîäèìîñòè åù¼ òðåáóåò ñâîåãî ïîäòâåðæäåíèÿ. Ïðèìåíåíèå ïîíÿòèÿ 
-ïîëíîòû ê âîïðîñàì òðóäíîðåøàåìîñòè îñíîâàíî íà ñëåäóþùåé òåîðåìå [3℄.Òåîðåìà 7.3. Åñëè ÿçûê L ÿâëÿåòñÿ 
-ïîëíûì è L 2 NP \ 
o�NP , òîNP = 
o�NP .Â ÷àñòíîñòè, ïîñêîëüêó P � NP \ 
o�NP , òî èç ýòîé òåîðåìû ñëåäó-åò, ÷òî åñëè çàäà÷à ËÈÍÅÉÍÀß ÄÅËÈÌÎÑÒÜ ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìè-àëüíîå âðåìÿ, òî NP = 
o�NP . (Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ñèëó òåîðåìû 7.3
-ïîëíîòà çàäà÷ ÑÎÑÒÀÂÍÛÅ ×ÈÑËÀ è ËÈÍÅÉÍÎÅ Ï�Î��ÀÌÌÈ�Î-ÂÀÍÈÅ ìàëî âåðîÿòíà, òàê êàê îíè îáå ïðèíàäëåæàò êëàññó NP \ 
o�NP .)Íà ðèñ. 7.3 â îáùóþ êàðòèíó êëàññà NP âêëþ÷åíû òàêæå 
-ïîëíûå çàäà÷è.
�èñ. 7..3: Åù¼ ðàç óòî÷í¼ííàÿ êàðòèíà êëàññà NP (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òîP 6= NP è NP 6= 
o�NP ).Äî ñèõ ïîð äîâîëüíî ïîäðîáíî îáñóæäàëàñü ñòðóêòóðà êëàññà NP è îñî-áåííî êëàññà ïðîìåæóòî÷íûõ çàäà÷NPI . Â çàêëþ÷åíèå íàñòîÿùåãî ðàçäåëàðàññìîòðèì ñòðóêòóðó êëàññà NPC (êëàññà NP -ïîëíûõ çàäà÷). Íåñìîòðÿíà òî ÷òî âñå ýòè çàäà÷è ¾ýêâèâàëåíòíû¿ îòíîñèòåëüíî ïîëèíîìèàëüíîéñâîäèìîñòè, íåêîòîðûå çàäà÷è èç ýòîãî êëàññà ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ãî-ðàçäî òåñíåå, ÷åì äðóãèå. Âñïîìíèì, íàïðèìåð, óêàçàííóþ â ãë. 3 ïðÿìóþñâîäèìîñòü äðóã ê äðóãó çàäà÷ ÂÅ�ØÈÍÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ, ÊËÈÊÀ èÍÅÇÀÂÈÑÈÌÎÅÌÍÎÆÅÑÒÂÎ. Ýòó òåñíóþ ñâÿçü ìåæäó çàäà÷àìè ìîæ-íî ñ�îðìóëèðîâàòü ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ ¾èçîìîð�èçì ñ ïîëèíîìèàëüíûìâðåìåíåì¿. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâà ÿçûêà L1 2 ��1 è L2 2 ��2 èçîìîð�íûñ ïîëèíîìèàëüíûì âðåìåíåì (èëè ïîëèíîìèàëüíî èçîìîð�íû), åñëè ñóùå-ñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ¾íà¿ f : ��1 ! ��2, òàêîå, ÷òî fïîëèíîìèàëüíî ñâîäèò L1 ê L2, a f�1 ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèò L2 ê L1.



7.2. Ïîëèíîìèàëüíàÿ èåðàðõèÿ 181Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî çàäà÷è ÂÅ�ØÈÍÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ, ÊËÈÊÀ èÍÅÇÀÂÈÑÈÌÎÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ ïîëèíîìèàëüíî èçîìîð�íû; ìîæíî òàê-æå ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñ ïîìîùüþ îòíîøåíèÿ ïîëèíîìèàëüíîãî èçîìîð-�èçìà ìîæíî ïîñòðîèòü è äðóãèå êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè. Èññëåäîâàíèÿâ ýòîì íàïðàâëåíèè áûëè ïðîâåäåíû â ðàáîòàõ [39, 200℄. Ïðè ýòîì áûëóñòàíîâëåí óäèâèòåëüíûé �àêò � âñå èçâåñòíûå NP -ïîëíûå çàäà÷è îêàçû-âàþòñÿ ïîëèíîìèàëüíî èçîìîð�íûìè! Â ýòèõ ðàáîòàõ äàíû âåñüìà îáùèåìåòîäû ïðåîáðàçîâàíèÿ îáû÷íîé ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè â ïîëèíîìè-àëüíîé èçîìîð�èçì, è â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå èçâåñòíî íè îäíîé ïàðû NP -ïîëíûõ çàäà÷, ñâîäèìîñòü ìåæäó êîòîðûìè íåëüçÿ áûëî áû ïðåîáðàçîâàòüâ èçîìîð�èçì, õîòÿ, êîíå÷íî, ïîëó÷àåìûå ïðè ýòîì ¾èçîìîð�èçìû¿ îêàçû-âàþòñÿ ñîâñåì íå òàêèìè ïðîñòûìè, êàê èçîìîð�èçì ìåæäó çàäà÷àìè ÂÅ�-ØÈÍÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ, ÊËÈÊÀ è ÍÅÇÀÂÈÑÈÌÎÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ. Íàîñíîâå ýòîãî Áåðìàí è Õàðòìàíèñ ïðåäïîëîæèëè, ÷òî âñå NP -ïîëíûå çà-äà÷è ïîëèíîìèàëüíî èçîìîð�íû. Ïîäîáíî ìíîãèì äðóãèì, óïîìèíàâøèì-ñÿ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿì, èç ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî P 6= NP .Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû P ñîâïàäàëî ñ NP , òî âñå ÿçûêè èç P áûëè áû NP -ïîëíûìè è, â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ, ïîëèíîìèàëüíî èçîìîð�íûìè. ÎäíàêîP ñîäåðæèò êàê êîíå÷íûå, òàê è áåñêîíå÷íûå ÿçûêè, ïîýòîìó âñå ÿçûêè âP íå ìîãóò áûòü èçîìîð�íûìè.7.2. Ïîëèíîìèàëüíàÿ èåðàðõèÿÂ ïðåäûäóùåì ðàçäåëå áûëè ðàññìîòðåíû NP -ïîëíûå çàäà÷è è çàäà÷è, êî-òîðûå, âîçìîæíî, ¾ïðîùå¿ èõ. Â íàñòîÿùåì è ñëåäóþùèõ äâóõ ðàçäåëàõáóäóò îáñóæäàòüñÿ NP -òðóäíûå çàäà÷è, êîòîðûå ïî êðàéíåé ìåðå íå ¾ïðî-ùå¿ NP -ïîëíûõ çàäà÷. Ñòàíäàðòíûé ïðèìåð NP -òðóäíîé çàäà÷è, êîòîðàÿ,âèäèìî, íå ÿâëÿåòñÿ NP -ë¼ãêîé, äà¼ò ñëåäóþùàÿ çàäà÷à èç ðàáîò [384, 500℄.ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÅ ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÅ ÂÛ�ÀÆÅÍÈÅÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíî ïðàâèëüíî ïîñòðîåííîå áóëåâñêîå âûðàæåíèå E, ñî-äåðæàùåå ëèòåðàëû èç ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ V , ïîñòîÿííûå T (èñòèíà) èF (ëîæü), ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè _(è), ^ (èëè), : (íå) è ! (ñëåäóåò), à òàêæåíåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ïðàâèëüíî ïîñòðîåííîå áóëåâñêîå âûðàæåíèåE0, ñîäåðæàùåå íå áîëåå K âõîæäåíèé ëèòåðàëîâ è ýêâèâàëåíòíîå E, ò. å.òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ íàáîðîâ çíà÷åíèé èñòèííîñòè íà ìíîæåñòâå V âûðàæå-íèÿ E è E0 ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ?Ýòà çàäà÷à NP -òðóäíàÿ, ïîñêîëüêó ê íåé ñâîäèòñÿ ïî Òüþðèíãó çàäà÷àÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ (âûïîëíèìîå âûðàæåíèåE, èìåþùåå âèä êîíúþíêòèâ-íîé íîðìàëüíîé �îðìû, ëèáî ëîæíî ïðè ëþáîì íàáîðå çíà÷åíèé èñòèííî-ñòè è, çíà÷èò, ýêâèâàëåíòíî âûðàæåíèþ F , ëèáî íå ýêâèâàëåíòíî íèêàêîìóâûðàæåíèþ, íå ñîäåðæàùåìó ëèòåðàëîâ).Îäíàêî, ïî-âèäèìîìó, çàäà÷à ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÅ ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÅÂÛ�ÀÆÅÍÈÅ íå ÿâëÿåòñÿ NP -ë¼ãêîé. Äî ñèõ ïîð íèêîìó íå óäàëîñü ïî-



182 �ëàâà 7. Çà ïðåäåëàìè êëàññà NP -ïîëíûõ çàäà÷êàçàòü, ÷òî ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ñ èñïîëüçî-âàíèåì â êà÷åñòâå îðàêóëà çàäà÷ó ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ (èëè ëþáóþ äðóãóþçàäà÷ó êëàññà NP ). Òàêîé îðàêóë ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì äëÿ ïðîâåð-êè ýêâèâàëåíòíîñòè âûðàæåíèé E0 è E, íî íå äëÿ îòûñêàíèÿ ïîäõîäÿùåãîêàíäèäàòà äëÿ E0.Çàäà÷ó ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÅ ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÅ ÂÛ�ÀÆÅÍÈÅ, îäíà-êî, ìîæíî ðåøèòü çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè âìåñòî äåòåðìèíèðîâàí-íîé ÎÌÒ èç ãë. 5 èñïîëüçîâàòü íåäåòåðìèíèðîâàííóþ îðàêóëüíóþ ìàøè-íó Òüþðèíãà (ÍÎÌÒ). ÍÎÌÒ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÍÄÌÒ, äîïîëíåííóþîðàêóëüíîé ëåíòîé, àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ÎÌÒ åñòü ÄÌÒ, äîïîëíåííàÿîðàêóëüíîé ëåíòîé. Èíà÷å ãîâîðÿ, ÍÎÌÒ ìîæåò ñ ñàìîãî íà÷àëà ñäåëàòüäîãàäêó, à òàêæå â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ êîíñóëüòèðîâàòüñÿ ñ îðàêóëîì.Íå�îðìàëüíî ãîâîðÿ, ÍÎÌÒ ñ îðàêóëîì Ï ñîîòâåòñòâóåò íåäåòåðìèíèðî-âàííîìó àëãîðèòìó ñ ïîäïðîãðàììîé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ï. Âðåìÿ ðàáîòûÍÎÌÒ îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê äëÿ ÎÌÒ è ÍÄÌÒ.Çàäà÷ó ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÅ ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÅ ÂÛ�ÀÆÅÍÈÅ ìîæíîðåøèòü çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ íà ÍÎÌÒ, åñëè â êà÷åñòâå îðàêóëà äëÿêëàññà NP âçÿòü çàäà÷ó ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ ÁÓËÅÂÑÊÎ�Î ÂÛ�ÀÆÅ-ÍÈß (ò.å. ïðè çàäàííîì ïðàâèëüíî ïîñòðîåííîì áóëåâñêîì âûðàæåíèè Eñïðàøèâàåòñÿ, ñóùåñòâóåò ëè òàêîé íàáîð çíà÷åíèé èñòèííîñòè, ïðè êîòî-ðîì E ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ¾èñòèíà¿). Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à, õîòÿ è ïðåäñòàâ-ëÿåò ñîáîé íåñêîëüêî áîëåå îáùóþ âåðñèþ ñòàíäàðòíîé çàäà÷è ÂÛÏÎË-ÍÈÌÎÑÒÜ, âñ¼ ðàâíî ïðèíàäëåæèò êëàññó NP . Äëÿ òîãî ÷òîáû óçíàòüîòâåò äëÿ �èêñèðîâàííîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è èç çàäà÷è ÌÈÍÈÌÀËÜ-ÍÎÅ ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÅ ÂÛ�ÀÆÅÍÈÅ, óñëîâèå êîòîðîé ñîñòîèò èç Eè K, äîñòàòî÷íî óãàäàòü âûðàæåíèå E0, ñîäåðæàùåå íå áîëåå K âõîæäå-íèé ëèòåðàëîâ, è ñ ïîìîùüþ îðàêóëà îïðåäåëèòü âûïîëíèìîñòü âûðàæå-íèÿ : ((E0 ! E)0 ^ (E ! E0)). Åñëè ýòî âûðàæåíèå íåâûïîëíèìî, òî E0 �èñêîìîå âûðàæåíèå.Òîëüêî ÷òî ïðèâåä¼ííóþ íåäåòåðìèíèðîâàííóþ ïðîãðàììó ñ îðàêóëîììîæíî íàçâàòü ¾(ïîëèíîìèàëüíîé) íåäåòåðìèíèðîâàííîé ñâîäèìîñòüþ ïîÒüþðèíãó¿ çàäà÷èÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÅÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÅ ÂÛ�ÀÆÅÍÈÅê çàäà÷å ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ ÁÓËÅÂÑÊÎ�Î ÂÛ�ÀÆÅÍÈß. Ýòà ñâîäè-ìîñòü íàâîäèò íà ìûñëü îïðåäåëèòü íîâûé, áîëåå øèðîêèé êëàññ çàäà÷,êîòîðûå çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ íåäåòåðìèíèðîâàííî ñâîäèìû ïî Òüþ-ðèíãó ê çàäà÷àì êëàññà NP . Äëÿ ýòîé öåëè ââåä¼ì ñîîòâåòñòâóþùèå îáî-çíà÷åíèÿ. Ïóñòü Y � íåêîòîðûé êëàññ ÿçûêîâ. Êëàññû ÿçûêîâ P Y è NP Yîïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:P Y = fL : ñóùåñòâóåò òàêîé ÿçûê L0 2 K; ÷òî L _T L0);NP Y =8><>:L : ñóùåñòâóåò òàêîé ÿçûê L0 2 K; ÷òî ñóùåñ-òâóåò ïîëèíîìèàëüíàÿ íåäåòåðìèíèðîâàí-íàÿ ñâîäèìîñòü ïî Òüþðèíãó ÿçûêà L ê L09>=>; :



7.2. Ïîëèíîìèàëüíàÿ èåðàðõèÿ 183Çàìåòèì, ÷òî PNP åñòü ïðîñòî êëàññ âñåõ NP -ïðîñòûõ ÿçûêîâ. Êëàññ NPNPñîäåðæèò ÿçûêÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÅÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÅÂÛ�ÀÆÅÍÈÅ. Íåèçâåñòíî, îòëè÷àþòñÿ èëè ñîâïàäàþò êëàññû PNP èNPNP . Îòíîøåíèÿ âêëþ-÷åíèÿ ìåæäó äâóìÿ ïîñòðîåííûìè êëàññàìè è êëàññàìè P , NP , 
o�NPèçîáðàæåíû íà ðèñ. 7.4.
�èñ. 7..4: Îòíîøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ ìåæäó êëàññàìè ÿçûêîâ, â òîì ÷èñëåíîâûìè êëàññàìè PNP è NPNP (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî P 6= NP ).Íà îñíîâå ýòîé êàðòèíû âçàèìîîòíîøåíèÿ êëàññîâ ÿçûêîâÌåéåð è Ñòîê-ìåéåð [384℄ çàìåòèëè, ÷òî ïðîöåññ îïðåäåëåíèÿ íîâûõ êëàññîâ ÿçûêîâ èñ-õîäÿ èç ñòàðûõ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí äî áåñêîíå÷íîñòè, ïðè ýòîì áóäóòïîëó÷àòüñÿ êëàññû, ïî-âèäèìîìó, âñ¼ áîëåå ñëîæíûõ ÿçûêîâ. Â ðåçóëüòàòåâîçíèêàåò òàê íàçûâàåìàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ èåðàðõèÿ. Êëàññû ÿçûêîâ ýòîéèåðàðõèè îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç �pK ;�pK è �pK (ãäå âåðõíèé èíäåêñ p èñïîëü-çóåòñÿ òîëüêî äëÿ òîãî, ÷òîáû îòëè÷àòü ýòè êëàññû îò àíàëîãè÷íûõ êëàññîââ àðè�ìåòè÷åñêîé èåðàðõèè Êëèíè (ñì. �îäæåðñ [453℄) è îïðåäåëÿþòñÿ ñëå-äóþùèì îáðàçîì: �p0 = �p0 = �p0 = P;äëÿ âñåõ k > 0 �pK+1 = P�pk ;�pK+1 = NP�pk ;�pK+1 = 
o� �pk+1;(ò. å. êëàññ �pk+1 ñîñòîèò èç âñåõ çàäà÷, äîïîëíèòåëüíûõ çàäà÷àì êëàññà�pk+1. Íà ñàìîì äåëå �p1 = 
o�NP , �p1 = NP è �p1 = P . Àíàëîãè÷íî, �p2 =PNP , �p2 = NPNP . Íà ðèñ. 7.5 ïîêàçàíû âçàèìîîòíîøåíèÿ ìåæäó êëàññàìèÿçûêîâ ýòîé èåðàðõèè.Ïîëèíîìèàëüíàÿ èåðàðõèÿ ïîçâîëÿåò áîëåå äåòàëüíî êëàññè�èöèðîâàòüNP -òðóäíûå çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâ. Âî-ïåðâûõ, ìîæíî ñïðîñèòü, ñî-äåðæèòñÿ ëè âîîáùå ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à â èåðàðõèè (â ðàçä. 7.4 áóäóòóêàçàíû íåêîòîðûå çàäà÷è, ïî-âèäèìîìó íå ñîäåðæàùèåñÿ â ýòîé èåðàð-õèè, õîòÿ äî ñèõ ïîð íå èçâåñòíî äàæå, ÿâëÿþòñÿ ëè îíè òðóäíîðåøàåìû-ìè). Äëÿ òîãî ÷òîáû âûÿñíèòü, ñîäåðæèòñÿ ëè ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à â



184 �ëàâà 7. Çà ïðåäåëàìè êëàññà NP -ïîëíûõ çàäà÷
�èñ. 7..5: Âçàèìîîòíîøåíèÿ ìåæäó êëàññàìè ïîëèíîìèàëüíîé èåðàðõèè.èåðàðõèè, ïîëåçíî èìåòü ïðÿìîé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ýòà çàäà÷àïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó êëàññó èåðàðõèè, áåç ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìå-íåíèÿ èíäóêòèâíîãî îïðåäåëåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèåîòíîøåíèÿ òàêèì æå îáðàçîì, êàê Êàðï [280℄ âîñïîëüçîâàëñÿ ïîíÿòèåì îò-íîøåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êëàññà NP . Ïóñòü � � íåêîòîðûé àë�àâèò; îò-íîøåíèåì ðàçìåðíîñòè k íàä �� íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî R, ñîñòîÿùåå èçíàáîðîâ < z1; z2; ::: ; zk > èç k ñëîâ zi; 1 6 i 6 k, â àë�àâèòå �. Áóäåì ãî-âîðèòü, ÷òî îòíîøåíèå ðàñïîçíàâàåìî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè íàé-ä¼òñÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ ïðîãðàììà ñ ïîëèíîìèàëüíûì âðåìåíåì ðàáîòû,ðàñïîçíàþùàÿ ÿçûê, êîòîðûé ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç âñåõ íàáîðîâ ïî k ñëîâ,ïðèíàäëåæàùèõ R. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äîêàçàíà â ðàáîòå [536℄.Òåîðåìà 7.4. Ïóñòü L � ÿçûê â àë�àâèòå ��, j�j > 2. Äëÿ ëþáîãî k > 1ÿçûê L 2 �pk òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëèíîìûp1; p2; ::: ; pk è îòíîøåíèå R íàä �� ðàçìåðíîñòè k + 1, ðàñïîçíàâàåìîåçà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, ÷òî äëÿ âñåõ x 2 �� èìååò ìåñòîx 2 L, (9 y1 2 ��; jy1j 6 p1(jxj)(8 y2 2 ��; jy2j 6 p2(jxj)::: ::: ::: :::(Qyk 2 ��; jykj 6 pk(jxj)[< x; y1; y2; ::: ; yk >2 R℄;ãäå êâàíòîð Q ïåðåä ïåðåìåííîé yk åñòü 9 , åñëè k íå÷¼òíî, è 8 , åñëèk ÷¼òíî, à ïðîìåæóòî÷íûå êâàíòîðû ÷åðåäóþòñÿ.Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÅ ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÅ ÂÛ�À-ÆÅÍÈÅ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â òàêîì âèäå ïðè k = 2, åñëè îòíîøåíèå R îïðå-äåëèòü òàê: < (x; K); y1; y2 >2 R òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x è y1 � ïðà-âèëüíî ïîñòðîåííûå áóëåâñêèå âûðàæåíèÿ, ïðè÷åì y1 ñîäåðæèò íå áîëååK âõîæäåíèé ëèòåðàëîâ, à y2 � íàáîð çíà÷åíèé èñòèííîñòè, âûïîëíÿþùèéâûðàæåíèå (x ! y1) ^ (y1 ! x). Ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íîå îïèñàíèåêëàññà �pk, åñëè â òåîðåìå 7.4 âñå êâàíòîðû 9 è 8 ïîìåíÿòü ìåñòàìè (ñì.[536℄).



7.2. Ïîëèíîìèàëüíàÿ èåðàðõèÿ 185Ñ�îðìóëèðîâàííàÿ òåîðåìà äà¼ò ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ âåðõíåé ãðàíèöûäëÿ íàèìåíüøåãî èç òàêèõ k, ÷òî L 2 �pk. Îïðåäåëåíèå íèæíåé ãðàíèöû(õîòÿ áû äàæå óñëîâíîå) ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå òðóäíîé çàäà÷åé. Îäèí ðå-çóëüòàò â ýòîì íàïðàâëåíèè áûë ïîëó÷åí Ëåãåòîì [333℄, îí ñîñòîèò â òîì,÷òî åñëè NP 6= 
o�NP , òî íåêîòîðûå çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ, ñâÿçàííûå ñîïòèìèçàöèîííûìè çàäà÷àìè, íå ìîãóò ëåæàòü íè â NP , íè â 
o�NP . Ýòèçàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ îòëè÷àþòñÿ îò ñòàíäàðòíûõ òåì, ÷òî â íèõ �îðìó-ëèðóþòñÿ íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî îïòèìàëüíîñòè. Ïðîñòûìïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à.ÊËÈÊÀ ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎ�Î �ÀÇÌÅ�ÀÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî íàèáîëüøèé ïîëíûé ïîäãðà� ãðà�à G ñîäåð-æèò ðîâíî K âåðøèí?Â îòëè÷èå îò âîïðîñà: ¾Ñóùåñòâóåò ëè êëèêà ðàçìåðà íå ìåíåå K?¿, �êîòîðûé �îðìóëèðóåòñÿ â çàäà÷å ÊËÈÊÀ, â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ñïðà-øèâàåòñÿ: ¾Áóäåò ëè K ðàçìåðîì ìàêñèìàëüíîé êëèêè?¿ Çàäà÷à ðàñïîçíà-âàíèÿ îïòèìàëüíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷å ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÅ ÝÊÂÈ-ÂÀËÅÍÒÍÎÅ ÂÛ�ÀÆÅÍÈÅ, �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.�ÀÇÌÅ� ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎ�Î ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎ�Î ÂÛ�À-ÆÅÍÈßÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ïðàâèëüíî ïîñòðîåííîå áóëåâñêîå âûðàæåíèå E èíåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíî ïîñòðîåííîãî áóëåâ-ñêîãî âûðàæåíèÿ, ýêâèâàëåíòíîãî E è ñîäåðæàùåãî íå áîëåå K � 1 ëèòå-ðàëîâ, íî ñóùåñòâóåò âûðàæåíèå, ýêâèâàëåíòíîå E è ñîäåðæàùåå ðîâíî Këèòåðàëîâ?Â ðåçóëüòàòàõ Ëåãåòà êëþ÷åâûì ïîíÿòèåì ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ¾íåäåòåð-ìèíèðîâàííàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ òàáëè÷íàÿ ñâîäèìîñòü¿, êîòîðàÿ îáîçíà÷à-åòñÿ ÷åðåç _NP
 è îïðåäåëåíà â ðàáîòå [316℄. Ñìûñë ýòîãî ïîíÿòèÿ çàêëþ÷à-åòñÿ â òîì, ÷òî L _NP
 L0, åñëè íåêîòîðàÿ íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ îðàêóëüíàÿïðîãðàììà, îñòàíàâëèâàþùàÿñÿ â ñîñòîÿíèè ¾íåò¿, êîãäà å¼ îðàêóë ãîâî-ðèò ¾íåò¿, ìîæåò ïðîâåðèòü ïðèíàäëåæíîñòü ÿçûêó L, ñ èñïîëüçîâàíèåìîðàêóëà äëÿ L0. Îñíîâíàÿ òåîðåìà Ëåãåòà [333℄ â ïðèìåíåíèè ê êëàññó NP�îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.Òåîðåìà 7.5. Åñëè L0; L1 è L2 � òàêèå ÿçûêè, ÷òî L1 è L2 NP - ïîëíû,L
1 _NP
 L0 è L
2 _NP
 L
0 (ãäå L
 îáîçíà÷àåò ÿçûê äîïîëíèòåëüíûé ê L),òî L0 2 NP [ 
o�NP ) NP = 
o�NP:Ýòà òåîðåìà ïðèìåíèìà ê çàäà÷àì ÊËÈÊÀ ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎ�Î �ÀÇ-ÌÅ�À è �ÀÇÌÅ� ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎ�Î ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎ�Î ÂÛ�ÀÆÅ-ÍÈß, à òàêæå êî ìíîãèì äðóãèì ïîäîáíûì çàäà÷àì ðàñïîçíàâàíèÿ. Åñëèýòó òåîðåìó ïðèìåíÿòü ê çàäà÷å ÊËÈÊÀ ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎ�Î �ÀÇÌÅ�À,òî â êà÷åñòâå ÿçûêîâ L1 è L2 ìîæíî âçÿòü ÿçûê, ñîîòâåòñòâóþùèé çàäà÷å



186 �ëàâà 7. Çà ïðåäåëàìè êëàññà NP -ïîëíûõ çàäà÷ÊËÈÊÀ. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à âûÿñíåíèÿ òîãî, ÷òî ãðà� íå ñî-äåðæèò ïîëíîãî ïîäãðà�à íà K âåðøèíàõ, ñâîäèòñÿ êàê ê çàäà÷å ÊËÈÊÀÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎ�Î �ÀÇÌÅ�À, òàê è ê å¼ äîïîëíåíèþ.Êîìáèíèðóÿ òåîðåìû 7.4 è 7.5, ìîæíî äîâîëüíî òî÷íî óêàçàòü ìåñòîðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è â ïîëèíîìèàëüíîé èåðàðõèè, íà íèæíèõ óðîâíÿõêîòîðîé ðàñïîëîæåíî áîëüøèíñòâî åñòåñòâåííî âîçíèêàþùèõ çàäà÷. Íàïðè-ìåð, íà îñíîâå ýòèõ òåîðåì ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî åñëè P 6= 
o�NP , òî çàäà-÷à ÊËÈÊÀ ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎ�Î �ÀÇÌÅ�À ëåæèò â êëàññå �p2 n(�p1[�p1),ò. å. NP -ïðîñòà, íî íå ïðèíàäëåæèò íè NP , íè 
o�NP .Â îñíîâó ïîïûòîê êëàññè�èêàöèè çàäà÷, ðàñïîëîæåííûõ íà áîëåå âû-ñîêèõ óðîâíÿõ èåðàðõèè, ïîëîæåíî îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ NP -ïîëíîòû çàäà÷èíà ñîîòâåòñòâóþùåì óðîâíå èåðàðõèè. Åñëè óäàñòñÿ âûÿâèòü ¾ñàìóþ òðóä-íóþ¿ çàäà÷ó êëàññà �pk, òî ýòà çàäà÷à íå áóäåò ïðèíàäëåæàòü êëàññó �pk�1,åñëè, êîíå÷íî, ýòè êëàññû íå ñîâïàäàþò. Ïîíÿòèå ¾ñàìîé òðóäíîé¿ çàäà÷èíàì óæå çíàêîìî. ßçûê L áóäåì íàçûâàòü ïîëíûì â êëàññå �pk (îòíîñèòåëü-íî ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè), åñëè L 2 �pk è äëÿ âñåõ L0 2 �pk, L0 _ L.Àíàëîãè÷íûå îïðåäåëåíèÿ ïîëíîòû ìîæíî äàòü äëÿ êëàññîâ �pk è �pk. Ëåã-êî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ÿçûê L ïîëîí â êëàññå �pk è L 2 �pk�1, òî �pk = �pk�1(àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ èìåþò ìåñòî è äëÿ êëàññîâ �pk è �pk). Òàêèì îá-ðàçîì, äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîòû çàäà÷è â íåêîòîðîì êëàññå èåðàðõèè � ýòîäîñòàòî÷íî ý��åêòèâíûé ñïîñîá âûÿñíåíèÿ ìåñòà ýòîé çàäà÷è â èåðàðõèè.Êàê è â ñëó÷àå NP -ïîëíîòû, áûëî áû ãîðàçäî ïðîùå äîêàçûâàòü ïîë-íîòó â êëàññå èåðàðõèè, åñëè èçâåñòíà íåêîòîðàÿ ¾ïåðâàÿ¿ çàäà÷à, ïîëíàÿâ ýòîì êëàññå, ò.å. çàäà÷à, êîòîðàÿ èãðàëà áû òàêóþ æå ðîëü, êàêóþ ÂÛ-ÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ èãðàåò â êëàññå NP . Çàäà÷è Bk, ïîëíûå â êëàññàõ �pk äëÿâñåõ k > 1, áûëè âïåðâûå óêàçàíû â ðàáîòå [384℄. Èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà-÷à èç Bk ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðàâèëüíî ïîñòðîåííîå áóëåâñêîå âûðàæåíèåE ñ ìíîæåñòâîì ïåðåìåííûõ X = fx[i; j℄ : 1 6 i 6 k, 1 6 j 6 mig, ãäåm1; m2; :::; mk > 0 � íåêîòîðûå öåëûå ÷èñëà. Âîïðîñ çàêëþ÷àåòñÿ â èñòèí-íîñòè ñëåäóþùåãî âûðàæåíèÿ:(9 x[1; 1℄) ::: (9 x[1; m1℄)(8 x[2; 1℄ ::: (8 x[2; m2℄)::: ::: ::: :::(Qx[k; 1℄) ::: (Qx[k; mk℄)E;ãäå êâàíòîðQ åñòü êâàíòîð 9 ïðè k íå÷¼òíîì è 8 ïðè k ÷¼òíîì, à îñòàëüíûåêâàíòîðû ÷åðåäóþòñÿ ñîãëàñíî çíà÷åíèþ ïåðâîãî ïàðàìåòðà ïåðåìåííîé x.Îòìåòèì, ÷òî ïî òåîðåìå 7.4 Bk 2 �pk. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äîêàçàí âðàáîòàõ [384℄ è [536℄.Òåîðåìà 7.6. Äëÿ âñåõ k > 1 ÿçûê Bk ïîëîí îòíîñèòåëüíî ïîëèíî-ìèàëüíîé ñâîäèìîñòè â êëàññå �pk, à åãî äîïîëíåíèå � ÿçûê B
k ïîëîíîòíîñèòåëüíî ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè â êëàññå �pk.



7.2. Ïîëèíîìèàëüíàÿ èåðàðõèÿ 187Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ òðàíçèòèâíîñòü îòíîøåíèÿ _ äëÿ äîêàçàòåëü-ñòâà ïîëíîòû çàäà÷è Ï â êëàññå �pk, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî � 2 �pk èBk _ �. Íåñìîòðÿ íà ýòî, äî ñèõ ïîð ïîëó÷åíî ìàëî ðåçóëüòàòîâ ïîäîáíîãîòèïà. Êîçåí [301℄ ïîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå àíàëîãè÷íîé èåðàðõèè ïîëíûõ çà-äà÷, �îðìóëèðóåìûõ íå â òåðìèíàõ áóëåâñêèõ âûðàæåíèé, à â òåðìèíàõ êî-íå÷íî ïðåäñòàâëåííûõ àëãåáð, íî ðåçóëüòàòîâ îá èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷àõ,ïðåäñòàâëÿþùèõ ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ, ìàëî. Îäèí èç íèõ, îòíîñÿùèé-ñÿ ê çàäà÷å ÍÅÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÜ ÖÅËÎ×ÈÑËÅÍÍÛÕ ÂÛ�ÀÆÅ-ÍÈÉ, ïîëó÷åí â ðàáîòå [500℄. Åñëè n 2 Z+, òî äâîè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà níàçûâàåòñÿ öåëî÷èñëåííûì âûðàæåíèåì, ïðåäñòàâëÿþùèì ìíîæåñòâî fng.Åñëè e è f � öåëî÷èñëåííûå âûðàæåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå ìíîæåñòâà E è F ,òî (e[f) íàçûâàåòñÿ öåëî÷èñëåííûì âûðàæåíèåì, ïðåäñòàâëÿþùèì E [F ,à (e+f) íàçûâàåòñÿ öåëî÷èñëåííûì âûðàæåíèåì, ïðåäñòàâëÿþùèì ìíîæå-ñòâî fm+ n : m 2 E; n 2 Fg. Èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à èç çàäà÷è ÍÅÝÊÂÈ-ÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÜ ÖÅËÎ×ÈÑËÅÍÍÛÕÂÛ�ÀÆÅÍÈÉ � ýòî ïàðà< e; f >öåëî÷èñëåííûõ âûðàæåíèé, à âîïðîñ �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:¾Âåðíî ëè, ÷òî e è f ïðåäñòàâëÿþò ðàçëè÷íûå ïîäìíîæåñòâà Z+?¿. Ñòîê-ìåéåð [500℄ äîêàçàë, ÷òî ýòà çàäà÷à ïîëíà â êëàññå �p2. Êðîìå ýòîãî ðåçóëü-òàòà, äàæå î êëàññå �p2 èçâåñòíî íåìíîãî. Íå èçâåñòíî, íàïðèìåð, âåðíî ëè,÷òî çàäà÷à ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÅ ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÅ ÂÛ�ÀÆÅÍÈÅ ïîëíàâ êëàññå �p2?Íå ñëåäóåò, îäíàêî, ñëèøêîì ïåðåæèâàòü èç-çà îòñóòñòâèÿ ðåçóëüòàòîââ ýòîì íàïðàâëåíèè, òàê êàê ðàçëè÷èÿ çàäà÷, âûòåêàþùèå èç ñòðóêòóðûïîëèíîìèàëüíîé èåðàðõèè, âèäèìî, èìåþò áîëüøå òåîðåòè÷åñêîå, íåæåëèïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé Ñòîêìåéåðà[500℄.Òåîðåìà 7.7. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî k > 1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî �pk =�pk, òî �pj = �pj = �pk äëÿ âñåõ j > k.Â ÷àñòíîñòè, åñëè P = NP , òî NP = �p1 = �p1 è ïîýòîìó �pj = P äëÿâñåõ j > 0. Ïóñòü PH = S1j=1 �pj � ìíîæåñòâî âñåõ ÿçûêîâ ïîëèíîìèàëüíîéèåðàðõèè. Òîãäà P = NP òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà PH = P , ò. å. òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ÿçûêè èåðàðõèè ìîæíî ðàñïîçíàòü çà ïîëèíîìè-àëüíîå âðåìÿ è âñÿ èåðàðõèÿ ñæèìàåòñÿ â îäèí êëàññ P .Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå, ÷òî NP -òðóäíàÿ çàäà÷à Ï ëåæèò â êëàññåPH , õîòÿ è íå ýêâèâàëåíòíî NP -ë¼ãêîñòè çàäà÷è Ï, íî èìååò òå æå ñëåä-ñòâèÿ: Ï ìîæíî ðåøèòü çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà P = NP . Òîíêèå ñâîéñòâà çàäà÷è Ï, çàâèñÿùèå îò å¼ ïîëîæåíèÿâ èåðàðõèè, ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, âèäèìî, íå èìåþò áîëüøî-ãî çíà÷åíèÿ åù¼ è ïîòîìó, ÷òî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ çàäà÷à êëàññàPH ìîæåò áûòü ðåøåíà ïåðåáîðîì çà äåòåðìèíèðîâàííîå âðåìÿ O(2q(n)),ãäå q � íåêîòîðûé ïîëèíîì, n � äëèíà çàïèñè âõîäà (ýòîò æå ðåçóëüòàò äëÿêëàññà NP áûë äîêàçàí â òåîðåìå 2.1).Òåì íå ìåíåå â ïðåäïîëîæåíèè P 6= NP ïîëèíîìèàëüíàÿ èåðàðõèÿ ïðåä-ñòàâëÿåò òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ, à òåîðåìà 7.7 ïðèáàâëÿåò ê ñïèñêó �óíäà-ìåíòàëüíûõ îòêðûòûõ âîïðîñîâ åù¼ îäèí: ¾Âåðíî ëè, ÷òî PH � áåñêîíå÷íàÿ



188 �ëàâà 7. Çà ïðåäåëàìè êëàññà NP -ïîëíûõ çàäà÷èåðàðõèÿ, ò. å. âåðíî ëè, ÷òî �pk+1 n �pk íå ïóñòî äëÿ ëþáîãî k > 1?¿ Çàìå-òèì, âïîëíå ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî P 6= NP , NP 6= 
o�NP è â òî æå âðåìÿâñÿ èåðàðõèÿ ñæèìàåòñÿ â îäèí êëàññ �p2, õîòÿ òàêîé ðåçóëüòàò è áûë áûâåñüìà óäèâèòåëåí.7.3. Ñëîæíîñòü çàäà÷ ïåðå÷èñëåíèÿÇàäà÷è ïåðå÷èñëåíèÿ îòíîñÿòñÿ ê ÷èñëó åñòåñòâåííûõ êàíäèäàòîâ íà ðîëüòðóäíîðåøàåìûõ çàäà÷ äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè P = NP . Äëÿ òîãî ÷òîáûîïðåäåëèòü òàêîå ïîíÿòèå, êàê çàäà÷à ïåðå÷èñëåíèÿ, íàïîìíèì ïîíÿòèå ïå-ðåáîðíîé çàäà÷è èç ãë. 5. Â ïåðåáîðíîé çàäà÷å Ï êàæäàÿ èíäèâèäóàëüíàÿçàäà÷à I 2 D� èìååò àññîöèèðîâàííîå ñ íåé ìíîæåñòâî ðåøåíèé S�(I) èïðè çàäàííîì I òðåáóåòñÿ íàéòè îäèí ýëåìåíò èç ìíîæåñòâà S�(I) (â ñî-îòâåòñòâóþùåé çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ ñïðàøèâàåòñÿ, ïóñòî S�(I) èëè íåò).Çàäà÷à ïåðå÷èñëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðåáîðíîé çàäà÷å Ï, �îðìóëèðó-åòñÿ òàê: ¾Çàäàíî I , êàêîâà ìîùíîñòü ìíîæåñòâà S�(I), ò. å. ñêîëüêî èìååòñÿðåøåíèé?¿Ñî ìíîãèìè çàäà÷àìè ðàñïîçíàâàíèÿ, êîòîðûå ìû îáñóæäàëè, ìîæíîåñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçàòü çàäà÷è ïåðå÷èñëåíèÿ. Íàïðèìåð, ñ çàäà÷åé�ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÖÈÊË ìîæíî ñâÿçàòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ïåðå÷èñëåíèÿ:¾Çàäàí ãðà� G, ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ èìååòñÿ â G?¿Çàäà÷å ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷à: ¾Çàäàíî ìíîæåñòâî äèçú-þíêöèé C íà ìíîæåñòâå ïåðåìåííûõ V , ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íàáîðîâ çíà÷å-íèé èñòèííîñòè, âûïîëíÿþùèõ îäíîâðåìåííî âñå äèçúþíêöèè â C?¿Îòìåòèì, ÷òî â çàäà÷å ïåðå÷èñëåíèÿ íå òðåáóåòñÿ ïðåäúÿâèòü âñå ýëå-ìåíòû ìíîæåñòâà S�(I), íåîáõîäèìî òîëüêî îïðåäåëèòü èõ êîëè÷åñòâî. Òà-êèì îáðàçîì, õîòÿ ÷èñëî ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ â ãðà�å G ìîæåò áûòü ýêñ-ïîíåíöèàëüíî âåëèêî (â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà âåðøèí) è äëÿ ñîñòàâëåíèÿèõ ñïèñêà ïîòðåáóåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîå âðåìÿ, îòâåò çàäà÷è ïåðå÷èñëåíèÿìîæåò áûòü çàïèñàí ïîëèíîìèàëüíûì ÷èñëîì äâîè÷íûõ çíàêîâ. Ñëåäîâà-òåëüíî, ¾ðàçìåð¿ îòâåòà ñàì ïî ñåáå íå ïðåïÿòñòâóåò ðåøåíèþ çàäà÷è çàïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.Â äåéñòâèòåëüíîñòè íåêîòîðûå íåòðèâèàëüíûå çàäà÷è ïåðå÷èñëåíèÿ ìîæ-íî ðåøèòü çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Â ðàáîòå [198℄, íàïðèìåð, ïîêàçàíî,÷òî çàäà÷à ïåðå÷èñëåíèÿ: ¾Äàí ãðà� G, ñêîëüêî â í¼ì èìååòñÿ ðàçëè÷íûõîñòîâíûõ äåðåâüåâ?¿ � ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ñ ïîìî-ùüþ ¾ìàòðè÷íîé òåîðåìû î äåðåâüÿõ¿ Êèðõãî�à è âû÷èñëåíèÿ íåêîòîðûõîïðåäåëèòåëåé. Ïîäîáíûì æå îáðàçîì çàäà÷à: ¾Çàäàí ãðà� G, ñêîëüêî âí¼ì èìååòñÿ ýéëåðîâûõ ïóòåé?¿ � ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîåâðåìÿ.Òåì íå ìåíåå ìíîãèå çàäà÷è ïåðå÷èñëåíèÿ, ïî-âèäèìîìó, î÷åíü ñëîæ-íû. Çàäà÷è ïåðå÷èñëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå NP -ïîëíûì çàäà÷àì, î÷åâèä-íûì îáðàçîì ÿâëÿþòñÿ NP -òðóäíûìè, ïîñêîëüêó åñëè èçâåñòíà ìîùíîñòüìíîæåñòâà S�(I), òî ìîæíî ëåãêî îïðåäåëèòü, ïóñòî ýòî ìíîæåñòâî èëè íåò.Íåêîòîðûå çàäà÷è ïåðå÷èñëåíèÿ, âèäèìî, ñëîæíåå ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷



7.3. Ñëîæíîñòü çàäà÷ ïåðå÷èñëåíèÿ 189ñóùåñòâîâàíèÿ. Äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè P = NP è çà ïîëèíîìèàëüíîå âðå-ìÿ ìîæíî îïðåäåëèòü, ñîäåðæèò ëè ïðîèçâîëüíûé ãðà� ãàìèëüòîíîâ öèêë,ñîâåðøåííî íå ÿñíî, ïîìîæåò ëè ýòî ïîäñ÷èòàòü çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ÷èñëî ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ â ãðà�å G.Èñõîäÿ èç ýòîãî íàáëþäåíèÿ, Âýëüÿíò [522℄ ïðåäëîæèë ðàññìîòðåòü íî-âûé êëàññ ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíûõ çàäà÷ � êëàññ ¾KP-ïîëíûõ çà-äà÷¿3, âêëþ÷àþùèé ìíîãèå çàäà÷è ïåðå÷èñëåíèÿ è èìåþùèé öåëüþ ïîä-÷åðêíóòü äîïîëíèòåëüíóþ ñëîæíîñòü çàäà÷ ïåðå÷èñëåíèÿ. (Àíàëîãè÷íîåïðåäëîæåíèå áûëî ñäåëàíî â ðàáîòå [491℄.) Çàäà÷à ïåðå÷èñëåíèÿ ïðèíàäëå-æèò êëàññó KP, åñëè íàéä¼òñÿ íåäåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì, òàêîé, ÷òîäëÿ êàæäîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è I 2 D� ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ¾äîãàäîê¿,âåäóùèõ ê ïðèíÿòèþ I , ðàâíî â òî÷íîñòè S�(I), à äëèíà ñàìîãî ïðîäîëæè-òåëüíîãî ïðèíèìàþùåãî âû÷èñëåíèÿ îãðàíè÷åíà ïîëèíîìîì îò Length[I ℄.(Âýëüÿíò [522℄ îïðåäåëèë ýòîò êëàññ çàäà÷ â òåðìèíàõ òàê íàçûâàåìûõ ¾ñ÷è-òàþùèõ ìàøèí Òüþðèíãà¿, êîòîðûå àíàëîãè÷íû ¾ïîðîãîâûì ìàøèíàì¿ èçðàáîò [490, 491℄ è âåðîÿòíîñòíûì ìàøèíàì Òüþðèíãà èç ðàáîòû [171℄.)Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðàññìîòðåííûå âûøå çàäà÷è ïåðå÷èñëåíèÿ ëåæàò âêëàññå KP. Â ñàìîì äåëå, åñëè Ï � ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåáîðíàÿ çàäà÷à, äëÿêîòîðîé ñóùåñòâóåò ïîëèíîì p, òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ I 2 D� è âñåõ � 2 S�(I)¾äëèíà¿ íå ïðåâîñõîäèò p(Length[I ℄), à òàêæå äëÿ âñåõ I è � çà ïîëèíî-ìèàëüíîå âðåìÿ ìîæíî îïðåäåëèòü, âåðíî ëè óòâåðæäåíèå � 2 S�(I), òîíåòðóäíî âèäåòü, ÷òî çàäà÷à ïåðå÷èñëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ Ï, ëåæèò âêëàññå KP. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî êëàññ KP ñîäåðæèò ïîêðàéíåé ìåðå áîëüøóþ ÷àñòü òåõ çàäà÷ ïåðå÷èñëåíèÿ, êîòîðûå áûëî áû æå-ëàòåëüíî ðàññìîòðåòü, à òàêæå ÷òî ñðåäè íèõ èìååòñÿ ìíîãî òðóäíûõ çàäà÷.Ïîíÿòèå ¾ïîëíîòû¿ â êëàññå KP îïÿòü-òàêè èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âûÿâëåíèÿ¾ñàìûõ òðóäíûõ¿ çàäà÷ ýòîãî êëàññà. Çàäà÷à ïåðå÷èñëåíèÿ II íàçûâàåòñÿKP-ïîëíîé, åñëè Ï 2 KP è äëÿ âñåõ �0 2 KP, �0 _T �.Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì îïðåäåëåíèè èñïîëüçóåòñÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäè-ìîñòü ïî Òüþðèíãó, à íå ïðîñòî ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü. Ýòî îáúÿñíÿ-åòñÿ òåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå â äàííîì ñëó÷àå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ íå ïðîñòîçàäà÷àìè ðàñïîçíàâàíèÿ, à èìåþò â êà÷åñòâå îòâåòîâ ÷èñëà. Ìîæíî, îäíà-êî, ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèé âàðèàíò ïîíÿòèÿ ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè.Ïóñòü èìåþòñÿ äâå ïåðåáîðíûå çàäà÷è Ï è �0. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäà÷àÏ (ïîëèíîìèàëüíî) êîíñåðâàòèâíî ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å �0, åñëè ñóùåñòâó-åò âû÷èñëèìàÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ �óíêöèÿ f : D� ! D�0 , òàêàÿ,÷òî äëÿ âñåõ I 2 D�, jS�(I)j = jS�0(f(I))j. Çàìåòèì, ÷òî êîíñåðâàòèâíàÿñâîäèìîñòü çàäà÷è Ï ê çàäà÷å �0 â òî æå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëü-íîé ñâîäèìîñòüþ îäíîé çàäà÷è ê äðóãîé. Áîëåå âàæíî, îäíàêî, çàìåòèòü,÷òî êîíñåðâàòèâíàÿ ñâîäèìîñòü çàäà÷è Ï ê çàäà÷å �0 àâòîìàòè÷åñêè äà¼òñâîäèìîñòü ïî Òüþðèíãó ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ ïåðå÷èñëåíèÿ. Òàêèì îá-ðàçîì, êîíñåðâàòèâíàÿ ñâîäèìîñòü ìîæåò ñëóæèòü öåííûì èíñòðóìåíòîìïðè äîêàçàòåëüñòâå KP-ïîëíîòû.3Îáîçíà÷åíèå KP ââåäåíî âìåñòî èñïîëüçóåìîãî â îðèãèíàëå ñèìâîëà #P ; K � ïåðâàÿáóêâà îò ñëîâà ¾êîëè÷åñòâî¿. Çäåñü ðå÷ü èä¼ò î êîëè÷åñòâå ýëåìåíòîâ â ïåðå÷èñëÿåìîììíîæåñòâå. � Ïðèì. ðåä.



190 �ëàâà 7. Çà ïðåäåëàìè êëàññà NP -ïîëíûõ çàäà÷Ýòèì èíñòðóìåíòîì âïåðâûå âîñïîëüçîâàëñÿ Ñàéìîí [490℄. Îí çàìåòèë,÷òî îáùàÿ ñâîäèìîñòü â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Êóêà ìîæåò áûòü ñäåëàíàêîíñåðâàòèâíîé, è òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èë ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.Òåîðåìà 7.8. Çàäà÷à ïîäñ÷¼òà ÷èñëà âûïîëíÿþùèõ íàáîðîâ çíà÷åíèéèñòèííîñòè äëÿ èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ ÿâëÿåòñÿK�-ïîëíîé.Ñàéìîí [491℄ çàìåòèë òàêæå, ÷òî ìíîãèå èçâåñòíûå èç ëèòåðàòóðû ñâî-äèìîñòè, èñïîëüçóþùèåñÿ â äîêàçàòåëüñòâàõ ðåçóëüòàòîâ îá NP -ïîëíîòå,ÿâëÿþòñÿ êîíñåðâàòèâíûìè, à â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îíè íå êîíñåðâàòèâíû,ìîæíî íàéòè êîíñåðâàòèâíûå ñâîäèìîñòè (ñì. [521℄ è [135℄). Îòñþäà ìîæíîçàêëþ÷èòü, ÷òî, íàïðèìåð, çàäà÷è ïåðå÷èñëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå øåñòèîñíîâíûì NP -ïîëíûì çàäà÷àì èç ãë. 3, ÿâëÿþòñÿ KP-ïîëíûìè (õîòÿ ìû èíå óòâåðæäàåì, ÷òî ñâîäèìîñòè, èñïîëüçîâàâøèåñÿ â ãë. 3, êîíñåðâàòèâíû).Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ óäèâèòåëüíûì òîò �àêò, ÷òî íåêîòîðûå çàäà÷è ïåðå-÷èñëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ KP-ïîëíûìè, â òî âðåìÿ êàê ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåáîð-íûå çàäà÷è ìîãóò áûòü ðàçðåøèìû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. �àññìîò-ðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: ¾Çàäàí äâóäîëüíûé ãðà� G, ñïðàøèâàåòñÿ, ñêîëü-êî ðàçëè÷íûõ ñîâåðøåííûõ ïàðîñî÷åòàíèé â í¼ì ñîäåðæèòñÿ?¿ (Íàïîìíèì,÷òî äâóäîëüíûì ãðà�îì G = (V; E ) íàçûâàåòñÿ ãðà�, ìíîæåñòâî âåðøèíêîòîðîãî ðàçáèòî íà äâà ïîäìíîæåñòâà V1 è V2, òàê ÷òî ëþáîå ðåáðî ñîåäè-íÿåò âåðøèíû òîëüêî èç ðàçíûõ ïîäìíîæåñòâ. Ñîâåðøåííûì ïàðîñî÷åòà-íèåì íàçûâàåòñÿ òàêîå ïîäìíîæåñòâî ðåáåð E0, E0 � E, ÷òî ëþáàÿ âåðøèíàâ V èíöèäåíòíà ðîâíî îäíîìó ðåáðó èç E0¿.) Ýòà çàäà÷à ïåðå÷èñëåíèÿ îñî-áåííî èíòåðåñíà ïîòîìó, ÷òî îíà ýêâèâàëåíòíà âû÷èñëåíèþ ¾ïåðìàíåíòà¿ìàòðèöû 0-1 (ïåðìàíåíò � àíàëîã îïðåäåëèòåëÿ, îäíàêî â ñîîòâåòñòâóþùóþñóììó âñå ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû âõîäÿò ñî çíàêîì +). Óêàçàí-íàÿ âûøå ïåðåáîðíàÿ çàäà÷à õîðîøî èçâåñòíà åù¼ è ïîòîìó, ÷òî ýòî ïðîñòî¾çàäà÷à î áðàêîñî÷åòàíèè¿, óïîìèíàâøàÿñÿ â ðàçä. 3.1.2, è, êàê òàì óêàçàíî,ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Òåì íå ìåíåå â ðàáîòå [522℄ äîêàçàíñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.Òåîðåìà 7.9. Çàäà÷à î ïîäñ÷¼òå ÷èñëà ðàçëè÷íûõ ñîâåðøåííûõ ïàðîñî-÷åòàíèé â äâóäîëüíîì ãðà�å ÿâëÿåòñÿ KP-ïîëíîé.Òàêèì îáðàçîì, â òî âðåìÿ êàê äëÿ îäíèõ ïåðåáîðíûõ çàäà÷, ðàçðåøè-ìûõ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, ñîîòâåòñòâóþùèé çàäà÷à ïåðå÷èñëåíèÿ íåìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðè óñëîâèè P 6= NP (è äàæåâ ñëó÷àå P = NP ýòî ìàëî âåðîÿòíî), äëÿ äðóãèõ çàäà÷, íàïðèìåð çàäà÷ îáîñòîâíîì äåðåâå èëè îá ýéëåðîâîì ïóòè, óïîìÿíóòûõ â íà÷àëå íàñòîÿùåãîðàçäåëà, ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷è ïåðå÷èñëåíèÿ ìîãóò áûòü ðåøåíû çà ïî-ëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Áûëî áû èíòåðåñíî ïðîäîëæèòü ýòó êëàññè�èêàöèþ.×àñòè÷íûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòå [260℄. Â íåé,â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî íåêîòîðûå çàäà÷è ïåðå÷èñëåíèÿ, îñíîâàííûå íàïåðåáîðíûõ çàäà÷àõ, ðàçðåøèìûõ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (íàïðèìåð, çà-äà÷åK-å ÏÎ ÏÎ�ßÄÊÓ ÏÎÄÌÍÎÆÅÑÒÂÎ, îáñóæäàâøåéñÿ â ãë. 5), NP -òðóäíû. Õîòÿ â ýòîé ðàáîòå è íå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû î K�-ïîëíîòå,



7.4. Ïîëíîòà 
 ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîé ïàìÿòüþ 191íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî îáñóæäàåìûå òàì çàäà÷è â äåéñòâèòåëüíîñòè KP-ïîëíû. Äðóãèå KP-ïîëíûå çàäà÷è ìîæíî íàéòè òàêæå â ðàáîòå [523℄.7.4. Ïîëíîòà 
 ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîéïàìÿòüþÄî ñèõ ïîð íàì âñòðå÷àëñÿ òîëüêî îäèí ¾ðåñóðñ¿, èñïîëüçóåìûé äëÿ âû-÷èñëåíèÿ, � âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ åãî âûïîëíåíèÿ. Íà ïðàêòèêå â ðàâ-íîé ñòåïåíè âàæåí è äðóãîé ðåñóðñ � îáú¼ì ïàìÿòè ÝÂÌ, èëè ÷èñëî ÿ÷å-åê, íåîáõîäèìûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ, êîòîðûé áóäåò íàçûâàòüñÿ ¾¼ìêîñòíîé¿ïîòðåáíîñòüþ àëãîðèòìà. Âðåìÿ, òðåáóþùååñÿ ïðè âû÷èñëåíèè íà ìàøèíåÒüþðèíãà, åñòü ÷èñëî øàãîâ, âûïîëíÿåìûõ äî ìîìåíòà ïåðåõîäà â çàêëþ÷è-òåëüíîå ñîñòîÿíèå. Ïàìÿòü, òðåáóþùàÿñÿ ïðè âû÷èñëåíèè, åñòü ÷èñëî ðàç-ëè÷íûõ ÿ÷ååê, êîòîðîå ïðè ýòîì ïðîñìàòðèâàåò ÷èòàþùàÿ/ïèøóùàÿ ãîëîâ-êà. Ïîñêîëüêó ÷èñëî ïðîñìàòðèâàåìûõ ÿ÷ååê íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü ÷èñëàøàãîâ âû÷èñëåíèÿ, òî ëþáàÿ çàäà÷à, ðàçðåøèìàÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðå-ìÿ, ðàçðåøèìà òàêæå è ñ ïîëèíîìèàëüíîé ïàìÿòüþ. Áîëåå òîãî, ïîíÿòèåïîëèíîìèàëüíîé ïàìÿòè, êàê è ïîíÿòèå ïîëèíîìèàëüíîãî âðåìåíè, îáëàäà-åò ñâîéñòâîì íåçàâèñèìîñòè îò ìîäåëè âû÷èñëèòåëüíîãî óñòðîéñòâà. Äëÿâñåõ ðåàëèñòè÷íûõ ìîäåëåé ÝÂÌ êëàññ çàäà÷, ðàçðåøèìûõ íà íèõ ñ ïî-ëèíîìèàëüíîé ïàìÿòüþ, îäèí è òîò æå. (Â äåéñòâèòåëüíîñòè â îòíîøåíèèïàìÿòè íåçàâèñèìîñòü îò ìîäåëè ÝÂÌ åù¼ áîëåå ÿðêî âûðàæåíà, à èìåííîêëàññû çàäà÷, ðàçðåøèìûõ ñ ïàìÿòüþ O(nk) äëÿ ëþáîãî öåëîãî k > 0, îäè-íàêîâû äëÿ âñåõ ñòàíäàðòíûõ ìîäåëåé ÝÂÌ [215℄.) Â íàñòîÿùåì ðàçäåëåìû ïîäðîáíî ðàññìîòðèì âçàèìîñâÿçü ïîëèíîìèàëüíîãî âðåìåíè è ïîëèíî-ìèàëüíîé ïàìÿòè.Õîòÿ âñå çàäà÷è, ðàçðåøèìûå çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, ðàçðåøèìû òàê-æå è ñ ïîëèíîìèàëüíîé ïàìÿòüþ, äî ñèõ ïîð íå èçâåñòíî, ñóùåñòâóþò ëèçàäà÷è, ðàçðåøèìûå ñ ïîëèíîìèàëüíîé ïàìÿòüþ, íî íåðàçðåøèìûå çà ïîëè-íîìèàëüíîå âðåìÿ. �èïîòåçà î ñóùåñòâîâàíèè òàêèõ çàäà÷ âûãëÿäèò âåñüìàïðàâäîïîäîáíî, ïîñêîëüêó âñå çàäà÷è êëàññà NP , âñå çàäà÷è ïîëèíîìèàëü-íîé èåðàðõèè è âñå çàäà÷è êëàññà KP ìîãóò áûòü ðåøåíû ñ ïîëèíîìèàëüíîéïàìÿòüþ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè P 6= NP èëè P 6= KP, òî âû÷èñëåíèÿ ñ ïî-ëèíîìèàëüíîé ïàìÿòüþ íå ýêâèâàëåíòíû âû÷èñëåíèÿì ñ ïîëèíîìèàëüíûìâðåìåíåì. Êðîìå òîãî, èìååòñÿ ìíîãî çàäà÷, ðàçðåøèìûõ ñ ïîëèíîìèàëü-íîé ïàìÿòüþ, íî, ïî-âèäèìîìó, áîëåå ñëîæíûõ, ÷åì çàäà÷è èç ïåðå÷èñëåí-íûõ âûøå êëàññîâ. Äëÿ òîãî ÷òîáû âûäåëèòü ¾íàèáîëåå ñëîæíûå¿ èç ýòèõçàäà÷, ââåä¼ì ïîíÿòèå ¾ïîëíîòû¿ ñ ïîëèíîìèàëüíîé ïàìÿòüþ.Äàâàÿ �îðìàëüíûå îïðåäåëåíèÿ, ìû âíîâü îãðàíè÷èìñÿ ÿçûêàìè (çà-äà÷àìè ðàñïîçíàâàíèÿ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç P -SPACE êëàññ âñåõ ÿçûêîâ,ðàñïîçíàâàåìûõ ÄÌÒ-ïðîãðàììîé, èñïîëüçóþùåé ïàìÿòü, îãðàíè÷åííóþïîëèíîìîì è îñòàíàâëèâàþùóþñÿ íà âñåõ âõîäàõ. Òåïåðü ïîíÿòèå ïîëíîòûîïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíî: ÿçûê L íàçûâàåòñÿ P -SPACE-ïîëíûì (îòíîñè-òåëüíî ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè), åñëè L 2 P -SPACE è ëþáîé ÿçûê L0



192 �ëàâà 7. Çà ïðåäåëàìè êëàññà NP -ïîëíûõ çàäà÷èç êëàññà P -SPACE ñâîäèòñÿ ê L; L0 _ L. Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ âûòåêà-åò, ÷òî åñëè ÿçûê L ÿâëÿåòñÿ P -SPACE-ïîëíûì. òî L 2 P òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà P = P -SPACE. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå áóäåò âåðíî, åñëèçàìåíèòü êëàññ P íà NP . Ïîñêîëüêó ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî P = NP , äàæå åñ-ëè P 6= P -SPACE, òî P -SPACE-ïîëíîòà çàäà÷è äà¼ò áîëåå ñèëüíîå ñâèäå-òåëüñòâî å¼ òðóäíîðåøàåìîñòè, ÷åì NP -ïîëíîòà. Ôàêò P -SPACE-ïîëíîòûçàäà÷è ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òàê æå, êàê óêàçàíèå î òîì, ÷òî çàäà÷à íåïðèíàäëåæèò íè êëàññó NP , íè ïîëèíîìèàëüíîé èåðàðõèè. Â ðàáîòå [536℄ïîêàçàíî, ÷òî åñëè êàêàÿ-íèáóäü P -SPACE-ïîëíàÿ çàäà÷à ëåæèò â êëàññå�pk äëÿ íåêîòîðîãî k, òî âñÿ èåðàðõèÿ ñæèìàåòñÿ äî êëàññà P -SPACE, ò.å.�pj = �pk = P -SPACE äëÿ âñåõ j > k.Ôóíäàìåíòàëüíàÿ P -SPACE-ïîëíàÿ çàäà÷à è å¼ èíòåðåñíàÿ ñâÿçü ñ çà-äà÷àìè Bk, ïîëíûìè â êëàññå �pk, îáñóæäàâøèìèñÿ â ðàçä. 7.2, áûëè óêàçà-íû â ðàáîòå [503℄. À èìåííî, ðàññìàòðèâàÿ çàäà÷è Bk êàê ÿçûêè îòíîñèòåëü-íî îäíîé îáùåé ñõåìû êîäèðîâàíèÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü P -SPACE-ïîëíûéÿçûê, ïîëàãàÿ Bw = S1k=1 Bk. Äëÿ áîëüøåé ÿñíîñòè, îäíàêî, ðàññìîòðèìÿçûê Bw êàê çàäà÷ó ðàñïîçíàâàíèÿ, äëÿ ÷åãî äàäèì åìó ïîäõîäÿùåå íàçâà-íèå è îïðåäåëåíèå.ÁÓËÅÂÑÊÈÅ ÔÎ�ÌÓËÛ C ÊÂÀÍÒÎ�ÀÌÈ (ÁÔÊ)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíà ïðàâèëüíî ïîñòðîåííàÿ áóëåâñêàÿ �îðìóëàF = (Q1x1)(Q2x2) ::: (Qnxn)E;ãäå E � áóëåâñêîå âûðàæåíèå ñ ïåðåìåííûìè x1; x2; :::; xn, a Qi � îäèí èçêâàíòîðîâ ¾9 ¿ èëè ¾8 ¿.ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî F èñòèííà?Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå çàäà÷ ÁÔÊ îò Bk ñîñòîèò â òîì, ÷òîâ Bk äîïóñêàþòñÿ èíäèâèäóàëüíûå çàäà÷è ñ çàðàíåå îãðàíè÷åííûì ÷èñ-ëîì ÷åðåäîâàíèÿ êâàíòîðîâ (ëèáî çà ¾8 ¿ ñëåäóåò ¾9 ¿, ëèáî çà ¾9 ¿ ñëå-äóåò ¾8 ¿). Â ÁÔÊ, íàïðîòèâ, ÷èñëî èçìåíåíèé êâàíòîðîâ íå îãðàíè÷åíî.Ïðèíàäëåæíîñòü ÁÔÊ êëàññó P -SPACE ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî èñòèííîñòü�îðìóëû F ìîæíî ïðîâåðèòü, ïåðåáèðàÿ âñå âîçìîæíûå íàáîðû çíà÷åíèéèñòèííîñòè ïåðåìåííûõ x1; x2; :::; xn è âû÷èñëÿÿ çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ Eíà ýòèõ íàáîðàõ çíà÷åíèé èñòèííîñòè. Çàïèñü ïðîâåðÿåìîãî íàáîðà çíà÷å-íèé èñòèííîñòè, ïðîâåðêó èñòèííîñòè E è ñëåæåíèå çà íîìåðîì ïðîâåðÿ-åìîãî íàáîðà çíà÷åíèé èñòèííîñòè ìîæíî îñóùåñòâèòü ñ èñïîëüçîâàíèåìïîëèíîìèàëüíîé ïàìÿòè, õîòÿ äëÿ ïðîâåðêè âñåõ O(2p(n)) íàáîðîâ çíà÷å-íèé èñòèííîñòè ïîòðåáóåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîå âðåìÿ. Òî, ÷òî ëþáîé ÿçûêL0 2 P -SPACE ìîæåò áûòü ñâåäåí ê ÿçûêó ÁÔÊ, ñëåäóåò èç àíàëîãà òåî-ðåìû Êóêà, â êîòîðîì âìåñòî ïîëèíîìèàëüíûõ ïî âðåìåíè âû÷èñëåíèé ìî-äåëèðóþòñÿ âû÷èñëåíèÿ, ïîëèíîìèàëüíûå ïî ïàìÿòè. Â äåéñòâèòåëüíîñòè÷èñëî øàãîâ âû÷èñëåíèÿ ìîæåò èìåòü ïîðÿäîê O(2p(n)), ãäå p � ïîëèíîì,n � äëèíà âõîäà (è â ñèëó àíàëîãà òåîðåìû 2.1, íå ìîæåò áûòü áîëüøå),ýòà íåïðèÿòíîñòü ïðåîäîëåâàåòñÿ íåòðèâèàëüíûì ïðè¼ìîì, ïðåäëîæåííûìâ ðàáîòàõ [503, 500℄. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.



7.4. Ïîëíîòà 
 ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîé ïàìÿòüþ 193Òåîðåìà 7.10. Çàäà÷à ÁÔÊ ÿâëÿåòñÿ P -SPACE-ïîëíîé.Íà îñíîâå çàäà÷è ÁÔÊ êëàññ P -SPACE-ïîëíûõ çàäà÷ áûë â çíà÷èòåëü-íîé ñòåïåíè èçó÷åí. Õîòÿ ìû óæå óáåäèëèñü â NP -òðóäíîñòè áîëüøèíñòâàýëåìåíòîâ ýòîãî êëàññà çàäà÷, ñëåäóåò ïðèíÿòü âî âíèìàíèå äîïîëíèòåëü-íîå ¾ïîäòâåðæäåíèå¿ òðóäíîðåøàåìîñòè, êîòîðîå äà¼ò P -SPACE-ïîëíîòà.Äëÿ P -SPACE-ïîëíîé çàäà÷è ìàëî âåðîÿòíà ïðèíàäëåæíîñòü íå òîëüêîêëàññó P , íî è êëàññó NP . Ñëåäîâàòåëüíî, ñâîéñòâà, ïðîâåðêà êîòîðûõ P -SPACE-ïîëíà, âåðîÿòíî, íå ìîãóò áûòü ïðîâåðåíû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðå-ìÿ äàæå ñ èñïîëüçîâàíèåì ¾äîãàäêè¿ ïîëèíîìèàëüíîé äëèíû. Áîëåå òîãî,ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ äàæå ïðèÿòíî, ÷òî ðåçóëüòàòû î ¾ïîëíîòå¿â îòëè÷èå îò ðåçóëüòàòîâ î ¾òðóäíîñòè¿ ïîçâîëÿþò äîâîëüíî òî÷íî îïðåäå-ëèòü ñëîæíîñòü çàäà÷è.Ïî ìåðå ðàñøèðåíèÿ ÷èñëà P -SPACE-ïîëíûõ çàäà÷ êëàññ P -SPACE-ïîëíûõ çàäà÷ ïðèîáðåòàåò íîâûå õàðàêòåðèñòèêè. Çàäà÷è, â í¼ì ñîäåðæà-ùèåñÿ, âåñüìà îòëè÷àþòñÿ îò èçâåñòíûõ NP -ïîëíûõ çàäà÷. Â çàêëþ÷åíèåíàñòîÿùåãî ðàçäåëà ïðèâåäåì íåñêîëüêî P -SPACE-ïîëíûõ çàäà÷, êîòîðûå,êàê ìû íàäååìñÿ, ïîçâîëÿò ÷èòàòåëþ ïîëó÷èòü íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå îòîì, êàê îíè âûãëÿäÿò.Â ïåðâóþ î÷åðåäü çàìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íî òîìó, êàê çàäà÷à ÂÛÏÎË-ÍÈÌÎÑÒÜ ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å 3-ÂÛÏ, çàäà÷à ÁÓËÅÂÑÊÈÅ ÔÎ�ÌÓËÛC ÊÂÀÍÒÎ�ÀÌÈ ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ñâîåìó îãðàíè÷åííîìó âàðèàíòó3-ÂÛÏ C ÊÂÀÍÒÎ�ÀÌÈ, â êîòîðîé áóëåâñêîå âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ èí-äèâèäóàëüíîé çàäà÷åé èç 3-ÂÛÏ (ò. å. êîíúþíêöèåé 3 ëèòåðàëüíûõ äèçú-þíêöèé). Òàê ÷òî è ýòà îãðàíè÷åííàÿ çàäà÷à P -SPACE-ïîëíà, ñì. [503℄. Âäîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóåòñÿ ïðè¼ì èç ðàáîòû [31℄, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïðå-îáðàçîâàòü ïðîèçâîëüíîå áóëåâñêîå âûðàæåíèå, ñîäåðæàùåå ñâÿçêè ¾!¿ è¾: ¿, â âûðàæåíèå íóæíîãî âèäà. �îëü ¾îñíîâíîé¿ P -SPACE-ïîëíîé çà-äà÷è, àíàëîãè÷íóþ ðîëè ðàññìîòðåííûõ âûøå øåñòè îñíîâíûõ NP -ïîëíûõçàäà÷, èãðàåò çàäà÷à 3-ÂÛÏ C ÊÂÀÍÒÎ�ÀÌÈ.Îñîáåííî áîãàòûé èñòî÷íèê P -SPACE-ïîëíûõ çàäà÷ ïðåäñòàâëÿþò ñî-áîé êîìáèíàòîðíûå èãðû. Èãðû, èíòåðåñíûå ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ, � ýòî èãðûäâóõ ëèö. Èõ ìîæíî êðàòêî îïèñàòü, çàäàâ îáùóþ ¾ïîçèöèþ¿ â ìíîæåñòâåâñåõ âîçìîæíûõ ¾ïîçèöèé¿, êðèòåðèé âûÿâëåíèÿ èãðîêà, èìåþùåãî ¾õîä¿â äàííîé ïîçèöèè, ñïîñîá èçìåíåíèÿ ïîçèöèè â ðåçóëüòàòå ¾õîäà¿, óêàçàíèÿçàêëþ÷èòåëüíîé ïîçèöèè (è ïîáåäèòåëÿ), à òàêæå èñõîäíîé ïîçèöèè. Íàçî-â¼ì èãðîêîâ ÁÅËÛÅ è ×��ÍÛÅ, îáîçíà÷èì ÷åðåç P0 èñõîäíóþ ïîçèöèþ, àòàêæå ïðèìåì ñîãëàøåíèå, ÷òî ïîñëå äîñòèæåíèÿ çàêëþ÷èòåëüíîé ïîçèöèèâñå ïîñëåäóþùèå õîäû å¼ íå ìåíÿþò. Óòâåðæäåíèå, ÷òî ÁÅËÛÅ, íà÷èíàÿèãðó, èìåþò �îðñèðîâàííûé âûèãðûø çà n âõîäîâ (n ÷¼òíî), �îðìàëèçó-åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:Ñóùåñòâóåò òàêîé õîä ÁÅËÛÕ èç ïîçèöèè P0 â ïîçèöèþ P1, ÷òî äëÿâñåõ õîäîâ ×��ÍÛÕ èç ïîçèöèè P1 â ïîçèöèþ P2, ñóùåñòâóåò òàêîé õîäÁÅËÛÕ èç ïîçèöèè P2 â ïîçèöèþ P3, ÷òî äëÿ ëþáîãî õîäà ×��ÍÛÕ èçïîçèöèè P3 â ïîçèöèþ P4, ::: ::: ::: :::



194 �ëàâà 7. Çà ïðåäåëàìè êëàññà NP -ïîëíûõ çàäà÷ñóùåñòâóåò òàêîé õîä ÁÅËÛÕ èç ïîçèöèè Pn�2 â ïîçèöèþ Pn�1 ÷òî äëÿëþáîãî õîäà ×��ÍÛÕ èç ïîçèöèè Pn�1 â ïîçèöèþ Pn, ïîçèöèÿ Pn âû-èãðûøíà äëÿ ÁÅËÛÕ.Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì óòâåðæäåíèè èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ¾ïåðåìåíêâàíòîðîâ¿, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê P -SPACE-ïîëíîòå çàäà÷è ÁÔÊ. Òàêèì îá-ðàçîì, íå óäèâèòåëüíî, ÷òî çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ âèäà: ¾Çàäàíà íà÷àëüíàÿïîçèöèÿ íåêîòîðîé èãðû, âåðíî ëè, ÷òî ÁÅËÛÅ èìåþò �îðñèðîâàííûé âû-èãðûø?¿ � îêàçûâàåòñÿ P -SPACE-ïîëíîé.Ïåðâûé ðåçóëüòàò òàêîãî òèïà áûë ïîëó÷åí â ðàáîòå [119℄. Çàäà÷à, êî-òîðóþ îáñóæäàëè àâòîðû, �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÉ �ÅÊÑÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàí íåîðèåíòèðîâàííûé ãðà� G = (V; E) ñ âûäåëåííûìèâåðøèíàìè s; t 2 V .ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî ÁÅËÛÅ èìåþò �îðñèðîâàííûé âûèãðûø â ñëå-äóþùåé èãðå íàG? Ïîçèöèåé ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà V íà òðè òàêèõïîäìíîæåñòâà < V1; V2; V3 >, ÷òî fs; tg 2 V3. Èñõîäíàÿ ïîçèöèÿ èìååò âèä< ?;?; V >, à âñå ïîçèöèè âèäà < V1; V2; fs; tg > çàêëþ÷èòåëüíûå. Â ïîçè-öèè < V1; V2; V3 >, ãäå V3 6= fs; tg, åñëè jV1j+ jV2j ÷¼òíî, òî õîäÿò ÁÅËÛÅ, âïðîòèâíîì ñëó÷àå õîäÿò ×��ÍÛÅ. Õîä ÁÅËÛÕ ñîñòîèò â âûáîðå âåðøèíûu 2 V3nfs; tg è çàìåíû òåêóùåé ïîçèöèè íà ïîçèöèþ< V1[fug; V2; V3nfug >.×��ÍÛÅ õîäÿò àíàëîãè÷íî, óäàëÿÿ âåðøèíó èç V3 è äîáàâëÿÿ å¼ ê V2. Âçàêëþ÷èòåëüíîé ïîçèöèè < V1; V2; fs; tg > ÁÅËÛÅ âûèãðûâàþò òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà èíäóöèðîâàííûé ìíîæåñòâîì V1[fs; tg ïîäãðà� ãðà�àG ñîäåðæèò ïóòü èç s â t.Îñíîâíàÿ èäåÿ ýòîé èãðû ñîñòîèò â òîì, ÷òî ÁÅËÛÅ è ×��ÍÛÅ ïî î÷å-ðåäè âûáèðàþò âåðøèíû èç ìíîæåñòâà V nfs; tg. Öåëü ÁÅËÛÕ �ïîñòðîèòüïóòü èç s â t, öåëü ×��ÍÛÕ � âîñïðåïÿòñòâîâàòü ýòîìó. Â äåéñòâèòåëüíî-ñòè èãðà �ÅÊÑ èìååã ãîðàçäî áîëåå ñïåöèàëüíóþ �îðìó, ÷åì èãðà ÎÁÎÁ-ÙÅÍÍÛÉ �ÅÊÑ, è èãðàåòñÿ íà ãðà�å ðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðû, ïîõîæåé íàøàõìàòíóþ äîñêó. �àññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ëåæèò â êëàññå P -SPACE ïî-òîìó, ÷òî â íåé âîçìîæíî òîëüêî ïîëèíîìèàëüíîå ÷èñëî øàãîâ (åñëè áûòüòî÷íûì, òî jV j�2). Äîêàçàòåëüñòâî P -SPACE-ïîëíîòû çàäà÷è ïîëó÷àåòñÿñ ïîìîùüþ ñâåäåíèÿ ê íåé çàäà÷è 3-ÂÛÏ C ÊÂÀÍÒÎ�ÀÌÈ.Èçâåñòíà òàêæå P -SPACE-ïîëíîòà íåêîòîðûõ äðóãèõ èãð. Ê èõ ÷èñëóîòíîñÿòñÿ: îáîáùåíèå èãðû ¾ãåîãðà�èÿ¿ � èãðà, â êîòîðîé èãðîêè ïî î÷å-ðåäè ïðèâîäÿò íàçâàíèå ñòðàí, ïðè÷åì íàçâàíèå íîâîé ñòðàíû íà÷èíàåòñÿñ òîé áóêâû, êîòîðîé çàêàí÷èâàåòñÿ íàçâàíèå ïðåäûäóùåé [473℄, èãðà, ïî-ëó÷àþùàÿñÿ îáîáùåíèåì ãîëîâîëîìêè Áðàòüåâ Ïàðêåð ¾Instant Insanity¿[452℄, è îáîáùåíèå èãð â øàõìàòû è �î íà äîñêè ðàçìåðà n � n (î äâóõïîñëåäíèõ èãðàõ, åñëè íå ïîëüçîâàòüñÿ ñïåöèàëüíûìè ïðàâèëàìè, îáåñïå-÷èâàþùèìè ïîëèíîìèàëüíîñòü îáùåãî ÷èñëà õîäîâ, óñòàíîâëåíà ëèøü P -SPACE-òðóäíîñòü) [127,345℄. Äðóãèå ïðèìåðû èãð ìîæíî íàéòè â ñïèñêåïðèëîæåíèÿ.Êðîìå çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ èãðàìè, P -SPACE-ïîëíûå çàäà÷è âîçíèêàþòâ òåîðèè ÿçûêîâ è àâòîìàòîâ, â ïðîãðàììèðîâàíèè; ïðè ýòîì îíè ÷àñòî îêà-



7.4. Ïîëíîòà 
 ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîé ïàìÿòüþ 195çûâàþòñÿ îãðàíè÷åííûìè âàðèàíòàìè çàäà÷, òðóäíîðåøàåìîñòü èëè äàæåíåðàçðåøèìîñòü êîòîðûõ èçâåñòíà. Îäíà èç òàêèõ çàäà÷ óêàçàíà â ðàáîòàõ[384, 9℄. Â ýòîé çàäà÷å ðå÷ü èä¼ò î ¾ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèÿõ¿. Îíà ïðåäñòàâ-ëÿåò èíòåðåñ åù¼ è ïîòîìó, ÷òî â íåé íåò òàêîé ÿâíîé ïåðåìåíû êâàíòîðîâ,êàê â ðàññìàòðèâàâøèõñÿ äî ñèõ ïîð çàäà÷àõ. Îïðåäåëèì âíà÷àëå ïîíÿòèÿ¾ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå¿ è ¾ÿçûê, èì ïðåäñòàâëÿåìûé¿. Ïóñòü � � êîíå÷-íûé àë�àâèò. �åãóëÿðíîå âûðàæåíèå íàä � è ÿçûê, ïðåäñòàâëÿåìûé èì,îïðåäåëÿþòñÿ èíäóêòèâíî:(1) ? åñòü ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ïóñòîå ìíîæåñòâîñëîâ;(2) " åñòü ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ÿçûê, ñîñòîÿùèé èçïóñòîãî ñëîâà ";(3) äëÿ âñåõ a 2 � a åñòü ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ÿçûêfag;(4) åñëè � è � � ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå ìíîæåñòâà Aè B, òî(i) �+ � åñòü ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ÿçûê A [ B,(ii) �� åñòü ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ÿçûê AB = fxy :x 2 A; y 2 Bg,(iii) �� åñòü ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ÿçûê A� = S1i=0 Ai,ãäå A0 = f"g è Ai+1 = AiA ïðè i > 0.P -SPACE-ïîëíàÿ çàäà÷à îòíîñèòåëüíî ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé �îðìó-ëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:ÍÅÓÍÈÂÅ�ÑÀËÜÍÎÑÒÜ �Å�ÓËß�ÍÎ�Î ÂÛ�ÀÆÅÍÈßÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíî ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå a íàä êîíå÷íûì àë�àâèòîì�. ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî ìíîæåñòâî, ïðåäñòàâëÿåìîå ðåãóëÿðíûì âûðà-æåíèåì �, îòëè÷íî îò ��?Ýòà çàäà÷à îñòà¼òñÿ P -SPACE-ïîëíîé äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè ïðèìå-íÿòü òîëüêî �èêñèðîâàííûé àë�àâèò f0; 1g. Îäíàêî åñëè ðàñøèðèòü îïðå-äåëåíèå ðåãóëÿðíîãî âûðàæåíèÿ, äîïóñêàÿ èñïîëüçîâàíèå âìåñòî � � � ñî-êðàùåíèÿ (�)2 (è â ÷àñòíîñòè, âìåñòî (((�)2)2)2 ñîêðàùåíèå (�)8), òî âîç-íèêàþùàÿ â ðåçóëüòàòå çàäà÷à ïðåâðàòèòñÿ â òðóäíîðåøàåìóþ, è äëÿ å¼ðåøåíèÿ, êàê äîêàçàíî â [384℄, òðåáóåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïàìÿòü. Äîêà-çàòåëüñòâî P -SPACE-ïîëíîòû ýòîé çàäà÷è, ïðèâåä¼ííîå â êíèãå [9℄, ïðåä-ñòàâëÿåò èíòåðåñ ïîòîìó, ÷òî â í¼ì ïîñòðîåíà îáùàÿ ñâîäèìîñòü ïðîèçâîëü-íîãî ÿçûêà èç êëàññà P -SPACE, â êîòîðîé ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ èñïîëü-çóþòñÿ äëÿ êîäèðîâàíèÿ îòâåðãàþùèõ âû÷èñëåíèé, à íå ïðèíèìàþùèõ.Òàêèì îáðàçîì, îíî â íåêîòîðîì ñìûñëå äâîéñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó P -SPACE-ïîëíîòû çàäà÷è ÁÔÊ, à èìåííî åñëè íåêîòîðîå ñëîâî íå ïðèíàäëå-æèò ìíîæåñòâó, ïðåäñòàâëÿåìîìó ïîñòðîåííûì ðåãóëÿðíûì âûðàæåíèåì,òî ýòî ñëîâî äîëæíî ñîîòâåòñòâîâàòü ïðèíèìàþùåìó âû÷èñëåíèþ.Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì çàäà÷ó, èç P -SPACE-ïîëíîòû êîòîðîé ñëåäó-åò èíòåðåñíîå óòâåðæäåíèå î ñàìîì êëàññå P -SPACE. Åñëè çàäàíà ÄÌÒ-ïðîãðàììà, òî å¼ ìîæíî ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ìîäè�èöèðîâàòü òàê, ÷òî íè



196 �ëàâà 7. Çà ïðåäåëàìè êëàññà NP -ïîëíûõ çàäà÷îäíî âû÷èñëåíèå íà âõîäå äëèíû n íå ïîòðåáóåò áîëåå n+1 ÿ÷ååê ëåíòû, àâñå âû÷èñëåíèÿ, óæå îáëàäàâøèå ýòèì ñâîéñòâîì, îñòàíóòñÿ íåèçìåííûìè.Ïðîãðàììà, âîçíèêàþùàÿ â ðåçóëüòàòå òàêîé ìîäè�èêàöèè, âîîáùå ãîâîðÿ,ìîæåò è íå ðàñïîçíàâàòü ïðåæíèé ÿçûê, íî äëÿ íå¼ íàâåðíÿêà áóäåò âû-ïîëíÿòüñÿ óêàçàííîå îãðàíè÷åíèå ïî ïàìÿòè. Åñëè æå ïðîãðàììà óæå óäî-âëåòâîðÿëà ýòîìó îãðàíè÷åíèþ ïî ïàìÿòè, òî îíà áóäåò ðàñïîçíàâàòü òîòæå ÿçûê, ÷òî è ðàíüøå. Òàêèå ÄÌÒ-ïðîãðàììû áóäóò íàçûâàòüñÿ ëèíåé-íî îãðàíè÷åííûìè. Èñïîëüçóÿ õîðîøî èçâåñòíîå ðàññóæäåíèå îá èçáûòî÷-íîì êîäèðîâàíèè (ñì., íàïðèìåð, [280℄), ìîæíî äîêàçàòü P -SPACE-ïîëíîòóñëåäóþùåé çàäà÷è.Ï�ÈÍßÒÈÅ C ËÈÍÅÉÍÎÉ ÏÀÌßÒÜÞÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíà ëèíåéíî îãðàíè÷åííàÿ ÄÌÒ-ïðîãðàììàM è êîíå÷-íîå ñëîâî x âî âõîäíîì àë�àâèòå ñîîòâåòñòâóþùåé ìàøèíû.ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî M ïðèíèìàåò x?Íà ïåðâûé âçãëÿä ýòîò ðåçóëüòàò ìîæåò ïîêàçàòüñÿ óäèâèòåëüíûì. Îíóòâåðæäàåò, ÷òî â íåêîòîðîì ñìûñëå çàäà÷è, ðàçðåøèìûå ñ ïîëèíîìèàëüíîéïàìÿòüþ, íå òðóäíåå çàäà÷, ðàçðåøèìûõ ñ ëèíåéíîé ïàìÿòüþ. Ìîæíî ïî-äóìàòü, ÷òî îí ïðîòèâîðå÷èò ñóùåñòâîâàíèþ ÿçûêîâ, ðàñïîçíàâàåìûõ ñ ïî-ëèíîìèàëüíîé ïàìÿòüþ, íî íå ðàñïîçíàâàåìûõ íèêàêîé ÄÌÒ-ïðîãðàììîéñ ëèíåéíî îãðàíè÷åííîé ïàìÿòüþ (â ñóùåñòâîâàíèè ïîñëåäíèõ ìû óáåäèìñÿâ ðàçä. 7.6). Â äåéñòâèòåëüíîñòè çäåñü íåò ïðîòèâîðå÷èÿ, èáî èç P -SPACE-ïîëíîòû çàäà÷è Ï�ÈÍßÒÈÅ C ËÈÍÅÉÍÎÉ ÏÀÌßÒÜÞ ñëåäóåò ëèøü,÷òî ëèíåéíàÿ ïàìÿòü ñîäåðæèòñÿ â P òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàP -SPACE � P , à íå òî, ÷òî âñå çàäà÷è êëàññà P -SPACE-ðàçðåøèìû ñëèíåéíîé ïàìÿòüþ. Íà ñàìîì äåëå èìååòñÿ áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò.Òåîðåìà 7.11. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî k > 1 êëàññ ÿçûêîâ, ðàñïîçíàâàå-ìûõ ÄÌÒ-ïðîãðàììàìè, èñïîëüçóþùèìè ïàìÿòü íå áîëåå O(nk), ñî-äåðæèòñÿ â P (ñîîòâåòñòâåííî â NP ), òî P = P -SPACE (ñîîòâåò-ñòâåííî NP ).(Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ âû÷èñëåíèé ñ îãðàíè÷åí-íûì âðåìåíåì: åñëè äëÿ íåêîòîðîãî k > 1 êëàññ ÿçûêîâ, íåäåòåðìèíèðîâàí-íî ðàñïîçíàâàåìûõ ñî âðåìåíåì O(nk), ñîäåðæèòñÿ â P , òî P = NP .)Îïðåäåëèâ ïîíÿòèå P -SPACE-ïîëíîòû, åñòåñòâåííî ïîéòè è äàëüøå,îïðåäåëèâ êëàññ NP -SPACE, ñîñòîÿùèé èç ÿçûêîâ, ðàñïîçíàâàåìûõ ïðî-ãðàììàìè äëÿ íåäåòåðìèíèðîâàííûõ ìàøèí Òüþðèíãà, ñ ïîëèíîìèàëüíîéîöåíêîé ïî ïàìÿòè. Îäíàêî, ïðåæäå ÷åì ìû ñìîæåì ãîâîðèòü îá îãðàíè-÷åííîñòè íåäåòåðìèíèðîâàííîãî âû÷èñëåíèÿ ïî ïàìÿòè, íåîáõîäèìî óòî÷-íèòü ïîíÿòèå ïàìÿòè, òðåáóþùåéñÿ äëÿ ¾óãàäûâàþùåãî ìîäóëÿ ÍÄÌÒ¿.Äëÿ ìíîãèõ âû÷èñëåíèé â äåéñòâèòåëüíîñòè íåò íåîáõîäèìîñòè ïîìíèòüâñå ñèìâîëû ñëîâà-äîãàäêè ïîñëå òîãî, êàê îíè îäèí ðàç óæå ïðîñìîòðåíû.Â îòëè÷èå îò íàøåé ìîäåëè ÍÄÌÒ, ó êîòîðîé â ïàìÿòü, íåîáõîäèìóþ äëÿâû÷èñëåíèÿ, âêëþ÷àåòñÿ ïàìÿòü, íåîáõîäèìàÿ äëÿ âûïèñûâàíèÿ â íà÷àëåâû÷èñëåíèÿ âñåãî ñëîâà-äîãàäêè, ñòàíäàðòíûå ìîäåëè ÍÄÌÒ, èñïîëüçóåìûåäëÿ èçìåðåíèÿ ïàìÿòè, îáû÷íî ñíàáæàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûì óñòðîéñòâîì,



7.4. Ïîëíîòà 
 ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîé ïàìÿòüþ 197âîîáùå íå òðåáóþùèì ïàìÿòè, èç êîòîðîãî ïðîãðàììà ìîæåò â ëþáîé ìî-ìåíò âðåìåíè çàïðàøèâàòü ¾ñëåäóþùèé¿ ñèìâîë ñëîâà-äîãàäêè. Ïðîãðàì-ìà çàïèñûâàåò ñèìâîë íà ëåíòå è òåì ñàìûì ðàñõîäóåò ¾ïàìÿòü¿ äëÿ ýòîãîñèìâîëà òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè åãî íóæíî çàïîìíèòü äëÿ íåêîòîðîé îïå-ðàöèè, âûïîëíÿåìîé â áóäóùåì.Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî, õîòÿ ïàìÿòü, òðåáóåìàÿ èçìåí¼ííîé ìîäåëüþÍÄÌÒ, èçìåðÿåòñÿ èíà÷å, ýòà èçìåí¼ííàÿ ìîäåëü ýêâèâàëåíòíà îòíîñèòåëü-íî ïîëèíîìèàëüíîé âðåìåíí�oé ñëîæíîñòè ÍÄÌÒ èç ãë. 2, è ïîýòîìó ïðè å¼èñïîëüçîâàíèè äëÿ îïðåäåëåíèÿ êëàññàNP -SPACE ñîõðàíÿòñÿ íàøè ïðåæ-íèå ðåçóëüòàòû î íåäåòåðìèíèðîâàííûõ âû÷èñëåíèÿõ çà ïîëèíîìèàëüíîåâðåìÿ. Îïðåäåëèâ òåïåðü êëàññ NP -SPACE êàê êëàññ ÿçûêîâ, ðàñïîçíà-âàåìûõ ïðîãðàììàìè äëÿ ýòîé ìîäè�èöèðîâàííîé ìîäåëè ÍÄÌÒ, òðåáóþ-ùèìè â ñâîèõ ïðèíèìàþùèõ âû÷èñëåíèÿõ ïîëèíîìèàëüíîé ïàìÿòè, ìîæíîçàäàòüñÿ âîïðîñîì î âçàèìîñâÿçè êëàññîâ P -SPACE è NP -SPACE. Óòâåð-æäåíèå, ÷òî P -SPACE = NP -SPACE, ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íåîæèäàííûì.Îíî âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî ðåçóëüòàòà Ñýâè÷à [470℄.Òåîðåìà 7.12. Åñëè ÿçûê L ìîæåò áûòü ðàñïîçíàí ÍÄÌÒ-ïðîãðàììîéñ ïàìÿòüþ T (n), ãäå T (n) > log n äëÿ âñåõ n > 1, òî L ìîæíî ðàñïî-çíàòü òàêæå ÄÌÒ-ïðîãðàììîé ñ ïàìÿòüþ T 2(n).Èç òåîðåìû 7.12 ñëåäóåò, ÷òî P -SPACE-ïîëíîòà � ñàìûé ñèëüíûé èç èç-âåñòíûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðåçóëüòàòîâ î ïîëíîòå è áëèçîê ê ðåçóëüòàòàì,èç êîòîðûõ ñëåäóåò òðóäíîðåøàåìîñòü. Êîíå÷íî, åù¼ îñòà¼òñÿ âîçìîæíîñòüäîêàçûâàòü, ÷òî çàäà÷à P -SPACE-òðóäíà (ò. å. äîêàçûâàòü, ÷òî íåêîòîðàÿP -SPACE-ïîëíàÿ çàäà÷à ñâîäèìà ê íåé ïî Òüþðèíãó, îñòàâëÿÿ îòêðûòûìâîïðîñ î ïðèíàäëåæíîñòè ýòîé çàäà÷è êëàññó P -SPACE), íî èñêëþ÷èâ ýòóâîçìîæíîñòü, ìû ïîïàäàåì â îáëàñòü òðóäíîðåøàåìûõ çàäà÷, êîòîðûå áó-äóò îáñóæäàòüñÿ â ðàçä. 7.6.Íàñòîÿùèé ðàçäåë ìû çàêîí÷èì óïîìèíàíèåì îá îäíîé îòêðûòîé ïðî-áëåìå, ñâÿçàííîé ñ òåîðåìîé 7.12, êîòîðàÿ äî âîçíèêíîâåíèÿ ïðîáëåìû îâçàèìîîòíîøåíèè êëàññîâ P è NP áûëà, âèäèìî, íàèáîëåå èçâåñòíîé âòåîðèè ñëîæíîñòè. Ýòà ïðîáëåìà èçâåñòíà êàê ¾LBA-ïðîáëåìà¿. Íàçîâ¼ìÄÌÒ-ïðîãðàììó, êîòîðàÿ òðåáóåò ïàìÿòè, íå ïðåâîñõîäÿùåé âåëè÷èíû n+1, äåòåðìèíèðîâàííûì ëèíåéíî îãðàíè÷åííûì àâòîìàòîì (DLB-àâòîìà-òîì), à ÍÄÌÒ-ïðîãðàììó ñ òåì æå îãðàíè÷åíèåì ïî ïàìÿòè � íåäåòåðìè-íèðîâàííûì ëèíåéíî îãðàíè÷åííûì àâòîìàòîì (NLB-àâòîìàòîì).Ìíîæåñòâî ÿçûêîâ, ðàñïîçíàâàåìûõ NLB-àâòîìàòàìè, ñîâïàäà¼ò ñ ìíî-æåñòâîì ¾êîíòåêñòíî-çàâèñèìûõ ÿçûêîâ¿ (êëàññ ÿçûêîâ, èìåþùèõ ñïåöè-àëüíîå ãðàììàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå, ñì., íàïðèìåð, [215℄). Ïî òåîðåìå 7.12ëþáîé òàêîé ÿçûê ìîæíî ðàñïîçíàòü ÄÌÒ-ïðîãðàììîé ñ îöåíêîé ïî ïàìÿòè(n+1)2. Âîïðîñ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ¾Ìîæíî ëè âñå òàêèå ÿçûêè ðàñ-ïîçíàòü DLB-àâòîìàòàìè?¿ (Èëè åù¼ áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå: ¾Ìîæíîëè â òåîðåìå 7.12 îòáðîñèòü ïîêàçàòåëü 2?¿) Ýòîò âîïðîñ îòíîñèòñÿ ê òî-ìó æå ïðåäìåòó, ÷òî è âîïðîñ î âçàèìîîòíîøåíèè êëàññîâ P è NP , ò. å.ê ñîîòíîøåíèþ ìåæäó äåòåðìèíèðîâàííîñòüþ è íåäåòåðìèíèðîâàííîñòüþ,



198 �ëàâà 7. Çà ïðåäåëàìè êëàññà NP -ïîëíûõ çàäà÷ïðàâäà, â áîëåå ñïåöèàëüíîé �îðìå. Îí îñòà¼òñÿ îòêðûòûì è äî íàñòîÿùåãîâðåìåíè, õîòÿ áûë ïîñòàâëåí â ñåðåäèíå 60-õ ãîäîâ. Íåïîñðåäñòâåííîå îáñó-æäåíèå ýòîãî âîïðîñà, ñëåäñòâèé è íåêîòîðûõ ñâÿçàííûõ ñ íèì ïðåäïîëî-æåíèé (âêëþ÷àÿ àíàëîã âîïðîñà î âçàèìîîòíîøåíèè êëàññîâ NP è 
o�NP )ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [202℄.7.5. Ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ ïàìÿòüÂ ïðåäûäóùåì ðàçäåëå áûëè ðàññìîòðåíû âçàèìîîòíîøåíèÿ ìåæäó êëàñ-ñàìè âðåìåíí�oé ñëîæíîñòè P è NP , ñ îäíîé ñòîðîíû, è êëàññîì P -SPACE-�óíêöèé, âû÷èñëèìûõ ñ ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîé ïàìÿòüþ, � ñ äðóãîé.Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå áóäåò ïðîäîëæåíî îáñóæäåíèå ñâÿçåé ìåæäó ñëîæíî-ñòüþ ïî âðåìåíè è ñëîæíîñòüþ ïî ïàìÿòè, íî íà ýòîò ðàç ìû îáðàòèìñÿ êêëàññó DLOG-SPACE, ëåæàùåìó â P è NP è ñîñòîÿùåìó èç ÿçûêîâ, ðàñ-ïîçíàâàåìûõ ÄÌÒ-ïðîãðàììàìè, êîòîðûå òðåáóþò ïàìÿòè, îãðàíè÷åííîéëîãàðè�ìîì îò äëèíû âõîäà.Íà ïåðâûé âçãëÿä ïîíÿòèå ëîãàðè�ìè÷åñêîé ïàìÿòè ìîæåò ïîêàçàòüñÿáåññìûñëåííûì, ïîñêîëüêó âõîäíîå ñëîâî äëèíû n ñàìî çàíèìàåò n ÿ÷å-åê, òàê ÷òî ëþáàÿ ÄÌÒ-ïðîãðàììà, ïðîñìàòðèâàþùàÿ ñëîâî îò íà÷àëà äîêîíöà, äîëæíà ïîòðåáîâàòü, ñàìîå ìåíüøåå, ëèíåéíîé ïàìÿòè. Îäíàêî íàïðàêòèêå ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíî ïðîâîäèòü ðàçëè÷èå ìåæäó ïàìÿòüþ,çàíèìàåìîé âõîäíûì ñëîâîì, è äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòüþ, èñïîëüçóåìîé äëÿâûïîëíåíèÿ âû÷èñëåíèÿ. Íàïðèìåð, åñëè ïðè ñëèÿíèè äâóõ îòñîðòèðîâàí-íûõ ñïèñêîâ, çàïèñàííûõ íà ìàãíèòíûõ ëåíòàõ, ðåçóëüòàò òàêæå ïèøåòñÿíà ìàãíèòíîé ëåíòå, òî íåîáõîäèìàÿ äëÿ ñëèÿíèÿ îïåðàòèâíàÿ ïàìÿòü âêàæäûé ìîìåíò âðåìåíè âêëþ÷àåò òîëüêî äâå ÿ÷åéêè, â êîòîðûõ çàïîìè-íàåòñÿ ïî îäíîìó ýëåìåíòó èç êàæäîãî ñïèñêà. Â äåéñòâèòåëüíîñòè çäåñü÷ðåçâû÷àéíî âàæíî òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî íåò íåîáõîäèìîñòè â îïåðàòèâ-íîé ïàìÿòè, ñðàâíèìîé ïî âåëè÷èíå ñ äëèíàìè âõîäíûõ ñëîâ.×òîáû èçó÷èòü âîïðîñ î òîì, êàê ìîæíî óìåíüøèòü ïîòðåáíîñòü â ïà-ìÿòè, òàê ÷òîáû òðåáîâàëàñü ìåíüøàÿ, ÷åì ëèíåéíàÿ, ïàìÿòü, èçìåíèì íà-øó ñòàíäàðòíóþ ìîäåëü ÄÌÒ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 7.6. Çäåñü äîáàâëåíûâõîäíàÿ ëåíòà ñ ÷èòàþùåé ãîëîâêîé, êîòîðàÿ ìîæåò ïåðåäâèãàòüñÿ â äâóõíàïðàâëåíèÿõ, è âûõîäíàÿ ëåíòà ñ ïèøóùåé ãîëîâêîé. Âõîäíîå ñëîâî, çàïè-ñàííîå íà âõîäíîé ëåíòå, íà÷èíàåòñÿ â ÿ÷åéêå ñ íîìåðîì 1, ïðè÷åì ÿ÷åéêàñ íîìåðîì 0 ïóñòà, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàñïîçíàâàòü ëåâûé êîíåö ñëîâà. Ñàìîâû÷èñëåíèå, êàê îáû÷íî, âûïîëíÿåòñÿ íà áåñêîíå÷íîé â îáå ñòîðîíû ðàáî-÷åé ëåíòå, ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷èòàþùåé/ïèøóùåé ãîëîâêè. Ïàìÿòü, êîòîðàÿòðåáóåòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè íà ýòîé ìîäåëè, åñòü ïðîñòî ÷èñëî ÿ÷ååê, ïðî-ñìîòðåííûõ ÷èòàþùåé/ïèøóùåé ãîëîâêîé. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êëàññûP , NP è P -SPACE ïðè òàêîì èçìåíåíèè ìîäåëè âû÷èñëèòåëüíîãî óñòðîé-ñòâà íå èçìåíÿþòñÿ, çàòî ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü çàòðà÷èâàòü ìåíüøåå,÷åì ëèíåéíîå, êîëè÷åñòâî ïàìÿòè.Èññëåäîâàíèÿ ïî èñïîëüçîâàíèþ ïàìÿòè, ìåíüøåé, ÷åì ëèíåéíàÿ, ñîñðå-äîòî÷èëèñü íà êëàññå DLOG-SPACE ÿçûêîâ, ðàñïîçíàâàåìûõ ÄÌÒ-ïðîãðà-
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�èñ. 7..6: Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ìîäåëè ÄÌÒ, êîòîðàÿ òðåáóåò ïà-ìÿòè ìåíüøåé, ÷åì ëèíåéíàÿ.ììàìè, òðåáóþùèìè ïàìÿòè íå áîëåå ÷åì dlog 2(n+1)e, ãäå n � äëèíà âõîäíî-ãî ñëîâà. Ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîé òåîðåìû îá ¾óñêîðåíèè¿ (ñì., íàïðèìåð,[215℄) ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ýòîò êëàññ ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ÿçûêîâ, ðàñïîçíà-âàåìûõ ñ ïàìÿòüþ Cdlog 2(n+1)e, äëÿ ëþáîé êîíñòàíòû C > 0 è íå òàê óæáåäåí, êàê ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íà ïåðâûé âçãëÿä. Áîëåå òîãî, íåòðóäíî âèäåòü÷òî DLOG-SPACE � P . Ïåðâûé âîçíèêàþùèé âîïðîñ, êîíå÷íî, ñîñòîèò âñëåäóþùåì: ¾Âåðíî ëè, ÷òî DLOG-SPACE = P?¿Õîòÿ èìååòñÿ ìíîãî íåòðèâèàëüíûõ çàäà÷, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðåøå-íû ñ ëîãàðè�ìè÷åñêîé ïàìÿòüþ (ñì., íàïðèìåð, [355, 368℄), ïî-âèäèìîìó,DLOG-SPACE 6= P. Ìíîãèå çàäà÷è èç êëàññà P , êàæåòñÿ, òðåáóþò äëÿ ñâî-åãî ðåøåíèÿ çíà÷èòåëüíî áîëüøåé ïàìÿòè, ÷åì ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ. �àññìîò-ðèì, íàïðèìåð, çàäà÷ó �ÀÇÁÈÅÍÈÅ. Â ãë. 4 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýòà çàäà÷àìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè ðàçìåðû âñåõ ïðåäìå-òîâ íå ïðåâîñõîäÿò, ñêàæåì, êâàäðàòà èõ êîëè÷åñòâà. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àåïðèâåä¼ííûé òàì àëãîðèòì ïîòðåáóåò ïàìÿòè, ïðîïîðöèîíàëüíîé êóáó ÷èñ-ëà ïðåäìåòîâ, ÷òî ïðåâîñõîäèò êâàäðàò äëèíû âõîäà, è íå âèäíî ñïîñîáàñóùåñòâåííî óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî íåîáõîäèìîé ïàìÿòè.Â ðàáîòàõ [94, 95℄ ïðèâåäåíû ïðèìåðû çàäà÷ êëàññà P , äëÿ êîòîðûõïàìÿòü, òðåáóåìàÿ ëþáûì àëãîðèòìîì èç âåñüìà øèðîêîãî êëàññà, ïðîïîð-öèîíàëüíà ïî ìåíüøåé ìåðå n1=2 èëè n1=4. Áîëåå òîãî, èçâåñòíî, ÷òî íåìîæåò áûòü îäíîâðåìåííî P = DLOG-SPACE è P = P -SPACE (ýòî ñëå-äóåò èç òåîðåìû 7.15, ïðèâåä¼ííîé â ñëåäóþùåì ðàçäåëå). Òàêèì îáðàçîì,âåñüìà âåðîÿòíî, ÷òî íåêîòîðûå çàäà÷è êëàññà P òðåáóþò ïàìÿòè, áîëüøåé,÷åì ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ, è ìû âíîâü âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè î ïîëíîòå,÷òîáû óêàçàòü íàèáîëåå âåðîÿòíûõ êàíäèäàòîâ.



200 �ëàâà 7. Çà ïðåäåëàìè êëàññà NP -ïîëíûõ çàäà÷Äëÿ íîâîãî ïîíÿòèÿ ïîëíîòû íàì íóæåí íîâûé âèä ñâîäèìîñòè. Ýòî îáú-ÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü íå ìîæåò ðàçëè÷àòü çàäà÷èêëàññà P . Ïóñòü L1 è L2 � ÿçûêè â àë�àâèòàõ �1 è �2 ñîîòâåòñòâåííî. Áó-äåì ãîâîðèòü, ÷òî �óíêöèÿ f : ��1 ! ��2 îñóùåñòâëÿåò log-spa
e-ñâîäèìîñòüÿçûêà L1 ê ÿçûêó L2, åñëè(i) f ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ÄÒÌ-ïðîãðàììîé, èñïîëüçóþùåé íà âõîäàõäëèíû n ïàìÿòü, íå ïðåâîñõîäÿùóþ âåëè÷èíû dlog 2(n+ 1)e, è(ii) x 2 L1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(x) 2 L2.Åñëè èìååòñÿ log-spa
e-ñâîäèìîñòü ÿçûêà L1 ê ÿçûêó L2, òî áóäåì ïè-ñàòü L1 _LOG L2 è ãîâîðèòü, ÷òî ïðè ýòîì ÿçûê L1 log-spa
e ñâîäèòñÿ êÿçûêó L2. Îòìåòèì, ÷òî òàê êàê âñå �óíêöèè, âû÷èñëèìûå ñ ëîãàðè�ìè-÷åñêè îãðàíè÷åííîé ïàìÿòüþ, âû÷èñëèìû òàêæå è çà ïîëèíîìèàëüíîå âðå-ìÿ, òî ñâîäèìîñòü L1 _LOG L2 âëå÷åò ñâîäèìîñòü L1 _ L2. Ïî àíàëîãèèñî ñâîäèìîñòüþ _ ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñâîäèìîñòè _LOG(äîêàçàòåëüñòâà, îäíàêî, íå òðèâèàëüíû, ñì. [503℄).Òåîðåìà 7.13. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L1 _LOG L2 è L2 _LOG L3. Òîãäà(1) L _LOG L3;(2) L2 2 DLOG-SPACE ) L1 2 DLOG-SPACE.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÿçûê L 2 P log-spa
e-ïîëîí â êëàññå P , åñëè L0 _L0GL äëÿ âñåõ L0 2 P , Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì æåëàåìîå ñâîéñòâî: åñëè ÿçûêL log-spa
e-ïîëîí â êëàññå P , òî L 2 DLOG-SPACE òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà DLOG-SPACE = P . Áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò, äîêàçàííûé â ðàáîòå[270℄, ñîñòîèò â ñëåäóþùåé òåîðåìå. (Çäåñü êëàññ DLOGk-SPACE(k > 1)îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî êëàññó DLOG-SPACE, ñ çàìåíîé ãðàíèöû dlog 2(n+1)e ãðàíèöåé dlog 2(n+ 1)ek.)Òåîðåìà 7.14. Åñëè ÿçûê L log-spa
e-ïîëîí â êëàññå P è åñëè L 2 DLOG-SPACE, òî P � DLOGk-SPACE.Ïåðâàÿ log-spa
e-ïîëíàÿ çàäà÷à áûëà ÿâíî ñ�îðìóëèðîâàíà Êóêîì [94℄.ÄÎÑÒÈÆÈÌÎÑÒÜ ÑÈÑÒÅÌÎÉ ÏÓÒÅÉÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ¾óçëîâ¿ X , îòíîøåíèå R �X �X �X è äâà ïîäìíîæåñòâà S; T � X; S � ìíîæåñòâî ¾èñòî÷íèêîâ¿, T� ìíîæåñòâî ¾êîíå÷íûõ óçëîâ¿.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ¾äîñòèæèìûé¿ êîíå÷íûé óçåë? (Óçåë x 2 Xíàçûâàåòñÿ äîñòèæèìûì, åñëè x 2 S èëè ñóùåñòâóþò äîñòèæèìûå óçëûy; z, òàêèå, ÷òî < x; y; z >2 R.)Ýòà çàäà÷à ëåæèò â êëàññå P , ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî âñåõ äîñòèæèìûõ óç-ëîâ òðèâèàëüíûì îáðàçîì ìîæíî ïîñòðîèòü çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Äî-êàçàòåëüñòâî log-spa
e-ïîëíîòû ýòîé çàäà÷è â êëàññå P ñîñòîèò, êàê îáû÷íî,â îáùåì ñâåäåíèè ñ ëîãàðè�ìè÷åñêîé ïàìÿòüþ ïðîèçâîëüíîé çàäà÷è êëàñ-ñà P ê ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å. Â ðàáîòå [271℄ áûëî óêàçàíî àíàëîãè÷íîåäîêàçàòåëüñòâî log-spa
e-ïîëíîòû â êëàññå P ñëåäóþùåé çàäà÷è.



7.5. Ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ ïàìÿòü 201ÅÄÈÍÈ×ÍÀß �ÅÇÎËÞÖÈßÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíî ìíîæåñòâî C äèçúþíêöèé íà ìíîæåñòâå ïåðåìåí-íûõ X = fx1; x2; :::; xng (ò. å. óñëîâèå òàêîå æå, êàê â çàäà÷å ÂÛÏÎËÍÈ-ÌÎÑÒÜ).ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè ñ ïîìîùüþ ¾åäèíè÷íîé ðåçîëþöèè¿ âûâåñòè ïó-ñòóþ äèçúþíêöèþ (óêàçûâàþùóþ íà ïðîòèâîðå÷èå) èç ìíîæåñòâà C? Èíû-ìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèçúþíêöèé 
1; 
2; :::; 
m,òàêàÿ, ÷òî 
m � ïóñòàÿ äèçúþíêöèÿ, à 
i � ëèáî äèçúþíêöèÿ èç ìíîæåñòâàC, ëèáî ñóùåñòâóþò ðàíåå âûâåäåííûå äèçúþíêöèè 
k è 
l (k; l < i), òà-êèå, ÷òî 
k = fxjg, 
l = f�xjg [ 
; (èëè 
kf�xjg, 
l = xj [ 
i) äëÿ íåêîòîðîéïåðåìåííîé xj 2 X?Äðóãèå log-spa
e-ïîëíûå çàäà÷è â êëàññå P ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [271,313, 136, 527, 177, 300℄.Èñïîëüçîâàíèå ñâîäèìîñòè ñ ëîãàðè�ìè÷åñêîé ïàìÿòüþ íå îãðàíè÷èâà-åòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì ðåçóëüòàòîâ î ïîëíîòå â êëàññå P . Íàïðèìåð, çàäà÷àËÈÍÅÉÍÎÅ Ï�Î��ÀÌÌÈ�ÎÂÀÍÈÅ, êàê äîêàçàíî â ðàáîòå [103℄, ÿâëÿ-åòñÿ ¾log-spa
e-òðóäíîé äëÿ êëàññà P¿. Èíûìè ñëîâàìè, õîòÿ è íå èçâåñòíî,÷òî íàëè÷èå ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðèâåëî áûê ðàâåíñòâó P = NP , îäíàêî ñóùåñòâîâàíèå log-spa
e-àëãîðèòìà ðåøåíèÿýòîé çàäà÷è ïðèâåëî áû ê ðàâåíñòâó DLOG-SPACE = P4. Áîëåå òîãî, êàêáûëî çàìå÷åíî â ðàáîòàõ [269℄ è [384℄, áîëüøèíñòâî (åñëè íå âñå) ñâîäèìî-ñòåé, èñïîëüçóåìûõ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòîâ îá NP -ïîëíîòå, ìîãóòáûòü âûïîëíåíû ñ ëîãàðè�ìè÷åñêîé ïàìÿòüþ (îñíîâíàÿ ïàìÿòü, íåîáõîäè-ìàÿ â òàêèõ ñâîäèìîñòÿõ, çàòðà÷èâàåòñÿ íà âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ p(n) íåêî-òîðîãî ïîëèíîìà P îò äëèíû çàïèñè n èñõîäíîé èí�îðìàöèè, ÷òî ìîæåòáûòü ñäåëàíî ñ ëîãàðè�ìè÷åñêîé ïàìÿòüþ, åñëè àë�àâèò áóêâ, êîòîðûå ïè-øóòñÿ íà ëåíòå, èìååò äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ). Òàêèì îáðàçîì,êëàññ ÿçûêîâ, ¾log-spa
e-ïîëíûõ â êëàññå NP¿, ñîñòàâëÿåò ïî êðàéíåé ìåðåáîëüøîé ïîäêëàññ êëàññà NP -ïîëíûõ çàäà÷, è åñëè õîòü îäíà çàäà÷à ýòîãîêëàññà ïðèíàäëåæèò êëàññó DLOGk-SPACE äëÿ íåêîòîðîãî k > 1, òî âñåçàäà÷è êëàññà NP ïðèíàäëåæàò êëàññó DLOG-SPACE.Ïîäîáíûì æå îáðàçîì áûëî çàìå÷åíî, ÷òî ñâîäèìîñòè, èñïîëüçóåìûåäëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòîâ î P -SPACE-ïîëíîòå, òàêæå ÿâëÿþòñÿ log-spa
e-ñâîäèìîñòÿìè (â äåéñòâèòåëüíîñòè â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ P -SPACE-ïîëíîòà îïðåäåëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî â òåðìèíàõ log-spa
e-ñâîäèìîñòè, àíå â òåðìèíàõ ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè). Îäíàêî ýòî çàìå÷àíèå äëÿêëàññà P -SPACE íå èìååò òàêèõ ñëåäñòâèé, êàê äëÿ êëàññà NP , èáî íàìóæå èçâåñòíî, ÷òî äëÿ âñåõ k P -SPACE 6= DLOGk-SPACE, è äàæå áîëååòîãî, P � SPACE 6= POLY LOG� SPACE = 1[k=1DLOG� SPACE:4Àëãîðèòì Õà÷èÿíà [33*℄ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è LP òðåáóåò ïîëèíîìèàëüíîé ïàìÿòè, è,òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ î ñîâïàäåíèè êëàññîâ DLOG-SPACE è P îñòà¼òñÿ îòêðûòûì. �Ïðèì. ïåðåâ.



202 �ëàâà 7. Çà ïðåäåëàìè êëàññà NP -ïîëíûõ çàäà÷Òåì íå ìåíåå, åñëè ÿçûê L log-spa
e-ïîëîí â êëàññå P -SPACE, òî ìîæíî çà-êëþ÷èòü, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà r > 0, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ÄÒÌ-ïðîãðàììû,ðàñïîçíàþùåé L, íåîáõîäèìà ïàìÿòü, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ nr äëÿ áåñêîíå÷-íîãî ÷èñëà âõîäîâ (ñì., íàïðèìåð, [500℄). Ýòîò âûâîä ñäåëàòü íåëüçÿ, åñëèèçâåñòíà ëèøü P -SPACE-ïîëíîòà ÿçûêà L â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ èç ðàçä.7.4.Íàêîíåö, ïîíÿòèåì ñâîäèìîñòè ñ ëîãàðè�ìè÷åñêîé ïàìÿòüþ ìîæíî âîñ-ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ñ�îðìóëèðîâàòü åù¼ îäèí âîïðîñ î ñîîòíî-øåíèè ìåæäó äåòåðìèíèçìîì è íåäåòåðìèíèçìîì, íà ýòîò ðàç óæå íà ëîãà-ðè�ìè÷åñêîì óðîâíå. Ïóñòü NLOG-SPACE � ýòî êëàññ âñåõ ÿçûêîâ, ðàñïî-çíàâàåìûõ íåäåòåðìèíèðîâàííûìè ìàøèíàìè Òüþðèíãà ñ ïàìÿòüþ, îãðà-íè÷åííîé dlog 2(n + 1)e (îïðåäåë¼ííûìè òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïàìÿòü, íåîá-õîäèìàÿ äëÿ çàïèñè âõîäà è äîãàäêè, íå ó÷èòûâàåòñÿ). Âîïðîñ ñîñòîèò âñëåäóþùåì: ¾Âåðíî ëè, ÷òî DLOG-SPACE = NLOG-SPACE?¿ �èïîòåçà çà-êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ýòè êëàññû íå ñîâïàäàþò, à ÿçûêè, log-spa
e-ïîëíûå âêëàññå NLOG-SPACE, ìîæíî ñ÷èòàòü êàíäèäàòàìè íà ÿçûêè êëàññà NLOG-SPACE, íå ïðèíàäëåæàùèå êëàññó DLOG-SPACE. Ïðèìåðû è äðóãèå äåòà-ëè ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [471, 270, 507, 273℄.Ìû çàêîí÷èì íàñòîÿùèé ðàçäåë êðàòêèì ðàññìîòðåíèåì îòíîøåíèé âê-ëþ÷åíèÿ ìåæäó îáñóæäàâøèìèñÿ âûøå êëàññàìè ÿçûêîâ. Óæå îòìå÷àëîñü,÷òî DLOG-SPACE � P. Ìåíåå î÷åâèäíûé ðåçóëüòàò [92℄ ñîñòîèò â òîì, ÷òîNLOG-SPACE � P. Îäíàêî ñîâñåì íå ÿñíî, âåðíî ëè âêëþ÷åíèå POLYLOG-SPACE � P èëè äàæå âêëþ÷åíèå DLOG2-SPACE � NP . Õîòÿ ïîêà íåäîêàçàíî, ÷òî ýòè âêëþ÷åíèÿ íå èìåþò ìåñòà, â ðàáîòå [48℄ ïîêàçàíî, ÷òîP 6=POLYLOG-SPACE èNP 6=POLYLOG-SPACE. �åçóëüòàòû, ïîëó÷åííûåâ ýòîé ðàáîòå, îñîáåííî èíòåðåñíû ïîòîìó, ÷òî èç íèõ íå ñëåäóåò, ÷òî îäèíêëàññ ñîäåðæèòñÿ â äðóãîì èëè ÷òî äâà êëàññà íåñðàâíèìû îòíîñèòåëüíîâêëþ÷åíèÿ, õîòÿ â íèõ óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî êëàññû íå ìîãóò ñîâïàäàòü. Äðó-ãèå ðåçóëüòàòû îòíîñèòåëüíî âçàèìîñâÿçåé ìåæäó ðàçëè÷íûìè êëàññàìèñëîæíîñòè ïî âðåìåíè è ïàìÿòè îáñóæäàþòñÿ â ðàáîòàõ [46, 47, 384℄.7.6. Äîêàçàòåëüñòâà òðóäíîðåøàåìîñòè è âçà-èìîîòíîøåíèÿ ìåæäó P è NPÂ êà÷åñòâå ïîäòâåðæäåíèÿ ãèïîòåçû P 6= NP ìû óïîìèíàëè òîò �àêò, ÷òîáûëî áåñïëîäíî ïîòðà÷åíî ìíîãî óñèëèé íà îòûñêàíèå ïîëèíîìèàëüíûõ ïîâðåìåíè àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ NP -ïîëíûõ çàäà÷. Âèäèìî, òî÷íåå áûëî áûñêàçàòü, ÷òî ýòî ÿâëÿåòñÿ àðãóìåíòîì â ïîëüçó òðóäíîñòè äîêàçàòåëüñòâàòîãî, ÷òî P = NP . Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå áóäóò ïðèâåäåíû àðãóìåíòû âïîëüçó òîãî, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ðàçëè÷èÿ êëàññîâ P è NP òàêæå íå ïðîñòî.Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ íåêîòîðûõ ÷àñòè÷íûõ, íî äîêàçàííûõ ðåçóëü-òàòîâ. Âìåñòî òîãî ÷òîáû áðàòüñÿ çà ðåøåíèå âîïðîñà â ïîëíîé îáùíîñòè,äîêàçûâàÿ, ÷òî âñå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ íåêîòîðîé NP -ïîëíîé çàäà÷è ðàáî-òàþò â òå÷åíèå ýêñïîíåíöèàëüíîãî âðåìåíè, íåêîòîðûå èññëåäîâàòåëè ñ öå-



7.6. Äîê-âà òðóäíîðåøàåìîñòè è âçàèìîîòíîøåíèÿ ìåæäó P è NP 203ëüþ äîêàçàòü îòñóòñòâèå ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà-÷è îãðàíè÷èëèñü ðàññìîòðåíèåì îïðåäåë¼ííûõ îãðàíè÷åííûõ êëàññîâ àëãî-ðèòìîâ. Íàïðèìåð, �àëèë [137℄ (ïðîäîëæàÿ ðàáîòó Öåéòèíà [515℄) ïîêàçàë,÷òî àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷è ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ, îñíîâàííûå íà òåõíè-êå ðåçîëþöèé, äîëæíû èìåòü ýêñïîíåíöèàëüíóþ âðåìåí�yþ ñëîæíîñòü. Äëÿçàäà÷è ÍÅÇÀÂÈÑÈÌÎÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ Õâàòàë [76℄ ðàññìîòðåë âåñüìàøèðîêèé êëàññ àëãîðèòìîâ, âêëþ÷àþùèé àëãîðèòì Òàðüÿíà è Òðîÿíîâñêî-ãî [513℄, óïîìÿíóòûé â ãë. 6, è äîêàçàë, ÷òî ëþáîé òàêîé àëãîðèòì ðàáîòàåòýêñïîíåíöèàëüíîå âðåìÿ (òî÷íåå, äëÿ êàæäîãî òàêîãî àëãîðèòìà ñóùåñòâóåòêîíñòàíòà 
 > 1, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ¾ïî÷òè âñåõ¿ ãðà�îâ íà n âåðøèíàõ âðå-ìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà áîëüøå 
n). Ìàê-Äèàðìèä [378℄ ïîëó÷èë àíàëîãè÷íûåðåçóëüòàòû îá àëãîðèòìàõ äëÿ çàäà÷è �ÀÑÊ�ÀÙÈÂÀÅÌÎÑÒÜ ��ÀÔÀ ÂK ÖÂÅÒÎÂ.�åçóëüòàòû ýòîãî òèïà èìåþò ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïîòîìó, ÷òî îíèïîçâîëÿþò èñêëþ÷èòü íåêîòîðûå ñîáëàçíèòåëüíûå íà ïåðâûé âçãëÿä ïîä-õîäû ê ïîñòðîåíèþ ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ. Îäíàêî, åñëè äàæå äàëü-íåéøèå èññëåäîâàíèÿ ïîçâîëÿò ðàñøèðèòü êëàññ íåïðèãîäíûõ ïîäõîäîâ, êà-æåòñÿ ìàëîâåðîÿòíûì, ÷òî, äåéñòâóÿ òàêèì ¾êóñî÷íûì¿ ìåòîäîì, óäàñòñÿèñêëþ÷èòü âñå âîçìîæíûå ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ àëãîðèòìîâ. Åñëè ìû õî-òèì äîêàçàòü, ÷òî P 6= NP , òî íàì íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü íèæíþþ îöåíêóâðåìåíí�oé ñëîæíîñòè, êîòîðàÿ âûïîëíÿëàñü áû äëÿ âñåõ àëãîðèòìîâ ðåøå-íèÿ çàäà÷è. Ê ñîæàëåíèþ, äàæå ñàìûå ñèëüíûå íèæíèå îöåíêè òàêîãî òèïà,äîêàçàííûå ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè, îñòàâëÿþò æåëàòü ìíîãî ëó÷øåãî.Îäèí èç îïðîáîâàííûõ ïîäõîäîâ ê ïîëó÷åíèþ íèæíèõ îöåíîê çàêëþ-÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû îöåíèòü ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ëîãè÷åñêèõ ñõåìàõ, âû÷èñ-ëÿþùèõ êîíå÷íûå �óíêöèè. Òàêàÿ �óíêöèÿ ïîëó÷àåòñÿ, åñëè îãðàíè÷èòü-ñÿ èíäèâèäóàëüíûìè çàäà÷àìè íåêîòîðîé NP -ïîëíîé çàäà÷è, èìåþùèìè�èêñèðîâàííûé ðàçìåð n. Åñëè óäàñòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî íåîáõîäèìûõýëåìåíòîâ çàâèñèò îò n ýêñïîíåíöèàëüíî, òî îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü òðóäíî-ðåøàåìîñòü çàäà÷è. Ñàìàÿ ñèëüíàÿ íèæíÿÿ îöåíêà, ïîëó÷åííàÿ â ðàìêàõýòîé ìîäåëè, ïîòðåáîâàâøàÿ áîëüøîé èçîáðåòàòåëüíîñòè è íàõîä÷èâîñòè,ñîñòàâëÿåò âñåãî ëèøü 2;5n (ñì. [422℄). Â äåéñòâèòåëüíîñòè äîêàçàòåëüñòâîíèæíèõ îöåíîê äëÿ îáùåé ìîäåëè ïðîöåññà âû÷èñëåíèé, äàæå ÷óòü-÷óòüáîëåå ñèëüíûõ, ÷åì ëèíåéíûå (òàêèõ, íàïðèìåð, êàê â ðàáîòå [428℄), â íàñòî-ÿùåå âðåìÿ îêàçûâàåòñÿ î÷åíü òðóäíûì. Äîêàçàòåëüñòâî òàêèìè ìåòîäàìèýêñïîíåíöèàëüíûõ íèæíèõ îöåíîê ïðåäñòàâëÿåòñÿ äåëîì äàëåêîãî áóäóùå-ãî. Òåì íå ìåíåå, êàê óïîìÿíóòî â ãë. 1, òðóäíîðåøàåìîñòü íåêîòîðûõ çà-äà÷, õîòÿ è íå ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó NP , äîêàçàíà. Ìîæíî ëè ïðèìåíèòüýòè ìåòîäû äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî P 6= NP ? Ïîñëå òîãî êàê ìû îçíà-êîìèìñÿ ñ ýòèìè ìåòîäàìè, áóäåò âèäíî, ÷òî ýòî òàêæå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìà-ëîâåðîÿòíûì.Âñå äîêàçàòåëüñòâà òðóäíîðåøàåìîñòè, ïîëó÷åííûå äî íàñòîÿùåãî âðå-ìåíè, áàçèðóþòñÿ, ïî ñóùåñòâó, íà äâóõ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòàõ òåîðèè ñëîæ-íîñòè. Áóäåì íàçûâàòü �óíêöèþ F (n) êîíñòðóèðóåìîé ïî ïàìÿòè, åñëèñóùåñòâóåò ÄÌÒ-ïðîãðàììà, êîòîðàÿ, íà÷àâ ðàáîòàòü íà ñëîâå, ñîñòîÿùåì



204 �ëàâà 7. Çà ïðåäåëàìè êëàññà NP -ïîëíûõ çàäà÷èç n åäèíèö, îñòàíàâëèâàåòñÿ ïîñëå òîãî, êàê ÷èòàþùàÿ/ïèøóùàÿ ãîëîâêàïðîñìîòðèò ðîâíî F (n) ÿ÷ååê ëåíòû (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ó ÄÌÒ åñòü îò-äåëüíàÿ âõîäíàÿ ëåíòà). Ôóíêöèÿ F (n) íàçûâàåòñÿ êîíñòðóèðóåìîé ïî âðå-ìåíè, åñëè ñóùåñòâóåò ÄÒÌ-ïðîãðàììà, êîòîðàÿ, íà÷àâ ðàáîòàòü íà ñëîâå,ñîñòîÿùåì èç n åäèíèö, îñòàíàâëèâàåòñÿ, âûïîëíèâ ðîâíî F (n)øàãîâ5. Íàè-áîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ �óíêöèè, òàêèå, êàê nk; 2
n; k
n; n! è ò.ä., ïðè�èêñèðîâàííûõ öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ êîíñòàíòàõ 
 è k êîíñòðóèðóåìû êàêïî ïàìÿòè, òàê è ïî âðåìåíè. Ôóíêöèè dlog 2nek ïðè âñåõ ïîëîæèòåëüíûõöåëûõ k êîíñòðóèðóåìû ïî ïàìÿòè, íî ïî î÷åâèäíûì ïðè÷èíàì íåêîíñòðó-èðóåìû ïî âðåìåíè. Äâà âàæíûõ ðåçóëüòàòà �îðìóëèðóþòñÿ ñëåäóþùèìîáðàçîì:Òåîðåìà 7.15. Ïóñòü F1(n) è F2(n) � �óíêöèè, êîíñòðóèðóåìûå ïî ïà-ìÿòè, F2(n) > log 2(n) äëÿ âñåõ n > 1. Åñëèlimn!1 inf F1(n)F2(n) = 0;òî ñóùåñòâóåò ÿçûê L, ðàñïîçíàâàåìûé íåêîòîðîé ÄÌÒ-ïðîãðàììîéñî ñëîæíîñòüþ ïî ïàìÿòè, îãðàíè÷åííîé F2(n), íî íå ðàñïîçíàâàåìûéíèêàêîé ÄÌÒ-ïðîãðàììîé, èìåþùåé ñëîæíîñòü ïî ïàìÿòè, îãðàíè-÷åííóþ F1(n).Òåîðåìà 7.16. Åñëè F1(n) è F2(n) � �óíêöèè, êîíñòðóèðóåìûå ïî âðå-ìåíè, è limn!1 inf F1(n)F2(n) = 0;òî ñóùåñòâóåò ÿçûê L, ðàñïîçíàâàåìûé ÄÌÒ-ïðîãðàììîé, âðåìåííàÿñëîæíîñòü êîòîðîé îãðàíè÷åíà �óíêöèåé F2(n)�log 2F2(n), íî íå ðàñïî-çíàâàåìûé íèêàêîé ÄÌÒ-ïðîãðàììîé ñ âðåìåíí�oé ñëîæíîñòüþ, îãðà-íè÷åííîé �óíêöèåé F1(n).Ýòè ðåçóëüòàòû áûëè âïåðâûå ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [203℄ è [204℄ (ñì. òàê-æå ðàáîòó [215℄). Îñíîâíûå âûâîäû, êîòîðûå ìîæíî ñäåëàòü íà îñíîâå ýòèõðåçóëüòàòîâ, ñîñòîÿò â òîì, ÷òî íåêîòîðûå êëàññû ÿçûêîâ äîëæíû ñîäåð-æàòü ÿçûêè, ðàñïîçíàâàíèå êîòîðûõ � òðóäíîðåøàåìàÿ çàäà÷à. Íàïðèìåð,êëàññ EXP-TIME (ñîñòîÿùèé èç âñåõ ÿçûêîâ, ðàñïîçíàâàåìûõ ñ âðåìåíí�oéñëîæíîñòüþ, îãðàíè÷åííîé 2pn, ãäå p � ïîëèíîì, n � äëèíà çàïèñè âõîäà)äëÿ âñåõ k > 1 äîëæåí ñîäåðæàòü ÿçûêè, ñëîæíîñòü êîòîðûõ ïî êðàéíåé ìå-ðå 2nk . Ñëåäóåò, îäíàêî, ïîä÷åðêíóòü, ÷òî òàêèå ÿçûêè ñòðîÿòñÿ ñ ïîìîùüþ¾äèàãîíàëüíîãî¿ ìåòîäà. Ïîýòîìó íåëüçÿ ñ÷èòàòü, ÷òî îíè ñîîòâåòñòâóþò¾åñòåñòâåííûì¿ çàäà÷àì, è ñ íèìè íåëüçÿ ðàáîòàòü íåïîñðåäñòâåííî. Ïîýòîé ïðè÷èíå òàêèå ÿçûêè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðóäíîðåøàå-ìîñòè åñòåñòâåííûõ çàäà÷ êîñâåííûì ïóòåì íà îñíîâå ïîíÿòèé ¾ïîëíîòû¿5Â ìàøèíå Òüþðèíãà ñ íåñêîëüêèìè ãîëîâêàìè íà êàæäîì øàãå ðàáîòû îáû÷íî äî-ïóñêàåòñÿ îäíîâðåìåííûé ñäâèã âñåõ ãîëîâîê, � Ïðèì. ïåðåâ.



7.6. Äîê-âà òðóäíîðåøàåìîñòè è âçàèìîîòíîøåíèÿ ìåæäó P è NP 205è ¾òðóäíîñòè¿ â êëàññå çàäà÷. Íàïîìíèì, ÷òî ÿçûê L íàçûâàåòñÿ ïîëíûì âêëàññå ÿçûêîâ C (îòíîñèòåëüíî ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè), åñëè L 2 C èL0 _ L äëÿ âñåõ L0 2 C (L íàçûâàåòñÿ C-òðóäíûì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ âòîðîåñâîéñòâî, íî L íå îáÿçàòåëüíî ëåæèò â C). Òåïåðü ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòüîáùèé àíàëîã ëåììû 2.1.Ëåììà 7.1. Åñëè ÿçûê L ïîëîí â êëàññå C (èëè C-òðóäåí) è C ñîäåð-æèò òðóäíîðåøàåìóþ çàäà÷ó, òî L ñîîòâåòñòâóåò òðóäíîðåøàåìîéçàäà÷å.Äîêàçàòåëüñòâà òðóäíîðåøàåìîñòè åñòåñòâåííûõ çàäà÷ áàçèðóþòñÿ íàýòîé ëåììå ïðè âûáîðå â êà÷åñòâå C ðàçëè÷íûõ êîíêðåòíûõ êëàññîâ ÿçûêîâ.Â ðàáîòå [384℄ äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à íåýêâèâàëåíòíîñòè, ðåãóëÿðíûõ âûðà-æåíèé ñ îïåðàöèåé ¾âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò¿ ïîëíà â êëàññå EXP-SPACE, âêîòîðîì ñîäåðæèòñÿ êëàññ EXP-TIME è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîäåðæàòñÿ òðóä-íîðåøàåìûå çàäà÷è. Â ðàáîòå [122℄ äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ èñ-òèííûõ óòâåðæäåíèé â àðè�ìåòèêå Ïðåññáóðãåðà C-òðóäíà, ãäå C = NEXP-ÒIME (íåäåòåðìèíèðîâàííûé àíàëîã êëàññà EXP-TIME). Â ðàáîòàõ [68,502℄ äîêàçàíà ïîëíîòà â êëàññå ÅÕP-ÒIMÅ ðàçëè÷íûõ êîìáèíàòîðíûõ èãð.Â ðàáîòå [257℄ òàêæå äîêàçàíà ïîëíîòà â êëàññå ÅÕP-ÒIMÅ ¾çàäà÷è öèðêó-ëÿðíîñòè â àòðèáóòèâíûõ ãðàììàòèêàõ¿.Â äåéñòâèòåëüíîñòè ìíîãèå èç ýòèõ äîêàçàòåëüñòâ äàþò áîëåå ñèëüíûåíèæíèå ãðàíèöû ñëîæíîñòè, ÷åì ¾ïðîñòàÿ¿ òðóäíîðåøàåìîñòü, à â íåêîòî-ðûõ äîêàçàòåëüñòâàõ ïîëó÷åíû íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè ïî ïàìÿòè. Áîëååòîãî, åñëè êëàññ C ñîäåðæèò äîñòàòî÷íî ñëîæíûå çàäà÷è, ìîæíî äîêàçàòüàñòðîíîìè÷åñêèå íèæíèå îöåíêè. Òàêèå îöåíêè ïîëó÷åíû â ðàáîòå [381℄ äëÿ¾ñëàáîé ìîíàäíîé òåîðèè ñëåäîâàíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà¿, à èìåííî çäåñü äî-êàçàíî, ÷òî ëþáàÿ ÄÌÒ-ïðîãðàììà, ðàñïîçíàþùàÿ èñòèííûå óòâåðæäåíèÿýòîé òåîðèè, äîëæíà èìåòü âðåìåí�yþ ñëîæíîñòü, áîëüøóþ, ÷åì22:::2näëÿ ëþáîãî ÷èñëà ¾ýòàæåé¿ â �îðìóëå. Ìû íå áóäåì âäàâàòüñÿ â äåòà-ëè ìåòîäîâ äîêàçàòåëüñòâà, òàê êàê áóäåò âèäíî, ÷òî ýòèì ïîäõîäîì, ïî-âèäèìîìó, íåëüçÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî êëàññ NPñîäåðæèò òðóäíîðåøàåìûå çàäà÷è.Äëÿ òîãî ÷òîáû ñ ïîìîùüþ ëåììû 7.1 äîêàçàòü óòâåðæäåíèå P 6= NP ,íåîáõîäèìî óìåòü äîêàçûâàòü, ÷òî íåêîòîðûé ÿçûê L 2 NP ïîëîí â íåêîòî-ðîì êëàññå C, ñîäåðæàùåì òðóäíîðåøàåìûå çàäà÷è. Îäíàêî ëåãêî ïîíÿòü,÷òî ïîäîáíûé ðåçóëüòàò èìåë áû è äðóãèå, êðîìå äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òîP 6= NP , ñëåäñòâèÿ, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü íà îñíîâå ñëåäóþùåé ïðîñòîéëåììû.Ëåììà 7.2. Åñëè ÿçûê L ïðèíàäëåæèò êëàññó NP è L ïîëîí (îòíîñè-òåëüíî ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè) â êëàññå C, òî C ñîäåðæèòñÿ âNP .



206 �ëàâà 7. Çà ïðåäåëàìè êëàññà NP -ïîëíûõ çàäà÷Ïîýòîìó, åñëè L 2 NP , òî íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì äîêàçàòü, ÷òîL ïîëîí â êëàññàõ EXP-SPACE èëè NEXP-SPACE. Â ñàìîì äåëå, ïî òåîðå-ìå 7.15 íåâîçìîæíî âêëþ÷åíèå EXP-SPACE� NP , èáî êëàññ EXP-SPACEñòðîãî ñîäåðæèò êëàññ P -SPACE, êîòîðûé â ñâîþ î÷åðåäü âêëþ÷àåò êëàññNP . Èç íåäåòåðìèíèðîâàííîãî âàðèàíòà òåîðåìû 7.16, âûòåêàþùåãî èç ðå-çóëüòàòîâ Êóêà [93℄ (ñì. òàêæå [475℄), ñëåäóåò, ÷òî íåâîçìîæíî âêëþ÷åíèåNEXP-TIME � NP . He ñëåäóåò òàêæå íàäåÿòüñÿ, ÷òî óäàñòñÿ äîêàçàòü íåðà-âåíñòâî P 6= NP ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîíÿòèÿ ïîëíîòû â êëàññå EXP-TIME,ïîòîìó ÷òî åñëè áû íåêîòîðàÿ çàäà÷à êëàññà NP áûëà áû ïîëíà â êëàññåEXP-TIME, òî èìåëî áû ìåñòî ìàëîâåðîÿòíîå (õîòÿ ïîêà è íå îïðîâåðã-íóòîå) âêëþ÷åíèå EXP-TIME � NP . Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ëåììà 7.2 îñòà-¼òñÿ âåðíîé è â ñëó÷àå, åñëè â å¼ óñëîâèè çàìåíèòü êëàññ NP êëàññîì P -SPACE, è àíàëîãè÷íûå çàìå÷àíèÿ ìîæíî ñäåëàòü îòíîñèòåëüíî ïîïûòîêäîêàçàòåëüñòâà ýòèì ìåòîäîì íåðàâåíñòâà P 6= P -SPACE.Òàêèì îáðàçîì, ëåììà 7.1 îêàçûâàåòñÿ ñëèøêîì íåêîíêðåòíîé, ÷òîáû å¼ìîæíî áûëî èñïîëüçîâàòü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðóäíîðåøàåìîñòè íà ¾íèæ-íåì¿ óðîâíå èåðàðõèè, ñîîòâåòñòâóþùåì êëàññóNP . Ñëåäîâàòåëüíî, âìåñòîòîãî ÷òîáû ïûòàòüñÿ äîêàçàòü íåðàâåíñòâî P 6= NP ïîñðåäñòâîì (õîòÿ áûäàæå êîñâåííîãî) ñâåäåíèÿ òðóäíîðåøàåìîé çàäà÷è ê çàäà÷å êëàññà NP ,ìîæíî áûëî áû ñ ïîìîùüþ ìåòîäà äèàãîíàëèçàöèè, èñïîëüçóåìîãî â äîêà-çàòåëüñòâàõ òåîðåì 7.15 è 7.16, ïîïûòàòüñÿ ïîñòðîèòü òðóäíîðåøàåìóþ çà-äà÷ó â êëàññå NP íåïîñðåäñòâåííî. Ê ñîæàëåíèþ, òàêîãî ïîñòðîåíèÿ íå èç-âåñòíî, è ñòàíäàðòíûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷, âèäèìî, íåïðè-ìåíèìû ê äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ P 6= NP . Ïðè÷èíû ýòîãî ìîæíîïîÿñíèòü ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ ¾ðåëÿòèâèçàöèÿ¿.Â ðàáîòå [25℄ çàìå÷åíî, ÷òî îáû÷íûå ìåòîäû äèàãîíàëèçàöèè (à òàê-æå ìåòîä ¾ìîäåëèðîâàíèÿ¿, ïîäîáíûé ìåòîäó äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.1)ïðèìåíèìû è â ñëó÷àå ¾ðåëÿòèâèçàöèè¿ îòíîñèòåëüíî ëþáîãî ÿçûêà L0, ò.å. è â òîì ñëó÷àå, åñëè âñå ïðîãðàììû äëÿ ìàøèí Òüþðèíãà ïðåâðàùàþò-ñÿ â ïðîãðàììû äëÿ ìàøèí ñ îðàêóëîì L0. Íàïðèìåð, ðåëÿòèâèçîâàííàÿâåðñèÿ òåîðåìû 7.16 �îðìóëèðóåòñÿ òàê:Òåîðåìà 7.17. (ðåëÿòèâèçîâàííàÿ). Åñëè �óíêöèè F1(n) è F2(n) êîí-ñòðóèðóåìû ïî âðåìåíè èlimn!1 inf F1(n)F2(n) = 0;òî ñóùåñòâóåò ÿçûê L, ðàñïîçíàâàåìûé íåêîòîðîé ÎÌÒ-ïðîãðàììîé ñîðàêóëîì L0 è âðåìåíí�oé ñëîæíîñòüþ, îãðàíè÷åííîé F2(n)� log 2F2(n),íî íå ðàñïîçíàâàåìûé íèêàêîé ÎÌÒ-ïðîãðàììîé ñ îðàêóëîì L0 è âðåìåí-í�oé ñëîæíîñòüþ, îãðàíè÷åííîé F1(n).Ýòà ðåëÿòèâèçîâàííàÿ òåîðåìà âåðíà äëÿ ëþáîãî ÿçûêà L0. Òî æå ñàìîåâåðíî è äëÿ ðåëÿòèâèçîâàííîé âåðñèè òåîðåìû 7.15. Òàêèì îáðàçîì, åñëèìû óìååì äîêàçûâàòü, ÷òî P 6= NP ñ ïîìîùüþ ìåòîäà äèàãîíàëèçàöèè, òîñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî òî æå ñàìîå äîêàçàòåëüñòâî âåðíî è äëÿ óòâåðæäåíèÿ



7.6. Äîê-âà òðóäíîðåøàåìîñòè è âçàèìîîòíîøåíèÿ ìåæäó P è NP 207PL 6= NPL (ãäå PL è NPL � âàðèàíòû êëàññîâ P è NP , îïðåäåëÿåìûå ñïîìîùüþ îðàêóëüíûõ ìàøèí Òüþðèíãà ñ îðàêóëîì L). C äðóãîé ñòîðîíû,åñëè áû ìåòîäàìè ìîäåëèðîâàíèÿ óäàëîñü äîêàçàòü, ÷òî P = NP , òî èç ýòî-ãî ñëåäîâàëî áû, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÿçûêà L âåðíî óòâåðæäåíèå PL = NPL,èáî ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ ëåãêî ðåëÿòèâèçîâàòü. Ïîñêîëüêó âñå îñíîâíûåìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòîâ ïîäîáíîãî ñîðòà îòíîñÿòñÿ ê äâóì óïî-ìÿíóòûì âûøå òèïàì, òî ñëåäóþùèå òåîðåìû [25℄ âûãëÿäÿò íåñêîëüêî îáåñ-êóðàæèâàþùèìè.Òåîðåìà 7.18. Ñóùåñòâóþò ðåêóðñèâíûå ÿçûêè A è B, òàêèå, ÷òî(1) PA = NPA,(2) PB 6= NPB.Ýòà òåîðåìà äà¼ò ÿðêîå ïîäòâåðæäåíèå òîìó, ÷òî ñîâðåìåííûå ìåòîäûäîêàçàòåëüñòâà íå äîñòàòî÷íû íè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî P 6= NP , íèòîãî, ÷òî P = NP . �åçóëüòàòû, âçÿòûå èç òîé æå ðàáîòû, ïðèâîäèìûå íèæå,óêàçûâàþò òàêæå íà òî, ÷òî ýòè ìåòîäû áåñïîëåçíû è äëÿ ðåøåíèÿ äðóãèõîòêðûòûõ âîïðîñîâ.Òåîðåìà 7.19. Ñóùåñòâóþò ðåêóðñèâíûå ÿçûêè D; E; F è G, òàêèå,÷òî:(1) NPD 6= 
o�NPD,(2) NPE = 
o�NPE, íî PE 6= NPE,(3) PF 6= NPF , íî PF = NPF \ 
o�NPF ,(4) PG 6= NPG \ 
o�NPG, íî NPG 6= 
o�NPG.Áîëåå òîãî, ïîëüçóÿñü ýòèìè ðåçóëüòàòàìè à òàêæå ðåçóëüòàòàìè ðàáî-òû [26℄), ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ îòíîñèòåëüíîâîçìîæíîñòè äîêàçàòåëüñòâà ñîâðåìåííûìè ñðåäñòâàìè ðîäñòâåííûõ óòâåð-æäåíèé, êàñàþùèõñÿ ïîëèíîìèàëüíîé èåðàðõèè è âîïðîñà î âçàèìîîòíîøå-íèè êëàññîâ P è P -SPACE. (Â âîïðîñå î ïàìÿòè èìååòñÿ, îäíàêî, íåÿñ-íîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ âûáîðîì ñîîòâåòñòâóþùåé ìîäåëè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðå-çóëüòàòîâ î ðåëÿòèâèçàöèè, ñì. [315℄ è [369℄.)Äëÿ ðåøåíèÿ âîïðîñîâ î âçàèìîîòíîøåíèÿõ ìåæäó êëàññàìè P è NP , àòàêæå äðóãèõ, óïîìÿíóòûõ âûøå êëàññîâ ÿçûêîâ, âåðîÿòíî, òðåáóþòñÿ ñî-âåðøåííî èíûå ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà. Â òîì ñëó÷àå, êîíå÷íî, åñëè âîîáùåïîäîáíûå âîïðîñû ìîæíî ðåøèòü. Õàðòìàíèñ è Õîïêðî�ò [201℄ ïðèìåíèëèìåòîäû ðåëÿòèâèçàöèè, áëèçêèå ê ðàññìîòðåííûì âûøå, ÷òîáû ïîÿñíèòüâîçìîæíîñòü òîãî, ÷òî, ïî êðàéíåé ìåðå â ïðèíöèïå, âîïðîñû òàêîãî òè-ïà ìîãóò áûòü íåçàâèñèìûìè îò òåîðèè ìíîæåñòâ è, ñëåäîâàòåëüíî, íåðàç-ðåøèìûìè ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòàíäàðòíûõ ëîãè÷åñêèõ ñðåäñòâ. Õîòÿ àâ-òîðû ýòîé êíèãè, êàê è ìíîãèå äðóãèå ñïåöèàëèñòû â äàííîé îáëàñòè, íåòàê ïåññèìèñòè÷åñêè ñìîòðÿò íà ðàçðåøèìîñòü âîïðîñà î âçàèìîîòíîøåíèèêëàññîâ P è NP , íèêòî íå íàäååòñÿ, ÷òî ýòîò âîïðîñ áóäåò ðåøåí â ñêîðîìâðåìåíè.



Ïðèëîæåíèå AÑïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðè èçó÷åíèè çàäà÷è ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿñòàëî áîëåå èëè ìåíåå îáùåïðèíÿòûì �îðìóëèðîâàòü âîïðîñ îá å¼ NP -ïîëíîòå (èëè NP -òðóäíîñòè). Âñëåäñòâèå ýòîãî â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå ïî-ÿâèëîñü ìíîãî ðåçóëüòàòîâ îá NP -ïîëíîòå, à åù¼ áîëüøåå ÷èñëî ïîëó÷åí-íûõ ðåçóëüòàòîâ íå îïóáëèêîâàíî. Â íàñòîÿùåì ïðèëîæåíèè ñîáðàíî ìíîãîïîäîáíûõ ðåçóëüòàòîâ. Îíè ïðåäñòàâëåíû â âèäå ñïèñêà çàäà÷, NP -ïîëíîòàèëè NP -òðóäíîñòú êîòîðûõ óñòàíîâëåíà.Â ñïèñêå ñîäåðæèòñÿ áîëåå 300 îñíîâíûõ ýëåìåíòîâ, à êîììåíòàðèè êíèì â íåñêîëüêî ðàç óâåëè÷èâàþò îáùåå ÷èñëî �îðìóëèðóåìûõ ðåçóëüòà-òîâ. Êàæäûé ýëåìåíò ñïèñêà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ÷àñòåé: (1) íàçâàíèÿ çàäà-÷è, (2) å¼ îïèñàíèÿ, (3) óêàçàíèÿ èñòî÷íèêà, èç êîòîðîãî âçÿò ñîîòâåòñòâó-þùèé ðåçóëüòàò, 4) äîïîëíèòåëüíûõ êîììåíòàðèåâ.Íàçâàíèå çàäà÷è ñëóæèò óäîáíûì ñîêðàùåíèåì, êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿäëÿ ññûëîê â òåêñòå êíèãè. Èç ñîîáðàæåíèé ñîãëàñîâàííîñòè ñîêðàùåíèéâ íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íàçâàíèÿ çàäà÷ íåñêîëüêî îòëè÷àþòñÿ îò òðàäèöè-îííûõ. Çâåçäî÷êà â ñêîáêàõ (*), êîòîðàÿ ñëåäóåò çà íàçâàíèåì íåêîòîðûõçàäà÷, óêàçûâàåò íà òîò �àêò, ÷òî ïðèíàäëåæíîñòü çàäà÷è êëàññó NP íåóñòàíîâëåíà, ïîýòîìó �îðìóëèðóåìûé ðåçóëüòàò ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê NP -òðóäíîñòü çàäà÷è, à íå êàê å¼ NP -ïîëíîòó.Îïèñàíèå çàäà÷ äàíî â ñòàíäàðòíîé �îðìå, êîòîðîé ìû ïðèäåðæèâà-ëèñü íà ïðîòÿæåíèè âñåé êíèãè, ïðè ýòîì �îðìóëèðóþòñÿ óñëîâèå è âîïðîñçàäà÷è. (Â êà÷åñòâå îñíîâíûõ ýëåìåíòîâ ñïèñêà ìû âçÿëè ëèøü çàäà÷è ðàñ-ïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâ, õîòÿ â êîììåíòàðèÿõ èíîãäà óïîìèíàþòñÿ è äðóãèåòèïû çàäà÷.) Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íàì óäàëîñü ñ�îðìóëèðîâàòü çàäà÷óíà ÿçûêå òåîðèè ìíîæåñòâ è òåì ñàìûì äàòü ïîëíîå å¼ îïèñàíèå. Îäíàêîñòðåìëåíèå ñäåëàòü îïèñàíèå ñæàòûì ÷àñòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî çàäà÷èñòàíîâÿòñÿ èíòóèòèâíî ìåíåå ÿñíûìè, è â ýòèõ ñëó÷àÿõ ÷èòàòåëü ìîæåòîáðàòèòüñÿ ê ëèòåðàòóðíûì èñòî÷íèêàì. Íåêîòîðûå îáùåèçâåñòíûå òåðìè-íû íå îïðåäåëÿþòñÿ, à ãðîìîçäêèå îïðåäåëåíèÿ, îáùèå äëÿ öåëîé ãðóïïûçàäà÷, ïðèâîäÿòñÿ òîëüêî îäèí ðàç, â ïåðâîé çàäà÷å, äëÿ �îðìóëèðîâêèêîòîðîé îíè ïîòðåáîâàëèñü. Èíîãäà ïîëíàÿ �îðìóëèðîâêà çàäà÷è âåñüìà



209ñëîæíà èëè òðåáóåò îáøèðíîãî ïîäãîòîâèòåëüíîãî ìàòåðèàëà. Ïîýòîìó ìûäàåì òîëüêî íàáðîñîê �îðìóëèðîâêè, ïîëüçóÿñü îòäåëüíûìè ¾êëþ÷åâûìè¿ñëîâàìè. Ïðè ýòîì ÿâíî óêàçàíû ëèòåðàòóðíûå èñòî÷íèêè, â êîòîðûõ ìîæ-íî íàéòè áîëåå òî÷íóþ �îðìóëèðîâêó.Â ÷àñòè, îòíîñÿùåéñÿ ê èñòî÷íèêó çàäà÷è, óêàçûâàåòñÿ êàê áèáëèîãðà-�è÷åñêèé èñòî÷íèê, îòêóäà âçÿò îñíîâíîé ðåçóëüòàò, òàê è ñîîòâåòñòâóþ-ùàÿ ¾èçâåñòíàÿ NP -ïîëíàÿ (èëè NP -òðóäíàÿ) çàäà÷à¿, êîòîðîé ìîæíî âîñ-ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòà. Ïðè ýòîì ìû âûáèðàëè çàäà÷èòàê, ÷òîáû äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèìîñòè áûëî, ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ, íàèáî-ëåå åñòåñòâåííûì, è ÷àñòî èñõîäèëè íå èç äîêàçàòåëüñòâà, ïðèâîäèìîãî âëèòåðàòóðíîì èñòî÷íèêå, à èç äîêàçàòåëüñòâ, óïîìÿíóòûõ â êîììåíòàðèÿõ,èëè èç íàøèõ ñîáñòâåííûõ, íåîïóáëèêîâàííûõ äîêàçàòåëüñòâ. Íåêîòîðûåðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëÿþòñÿ íàñòîëüêî ïðîñòûìè, ÷òî íåêîìó çà íèõ âîç-äàòü ïî÷åñòè è íåêîãî óïðåêíóòü.Â ðàçäåëå êîììåíòàðèé ïðèâîäÿòñÿ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû îñíîâíîãî ðå-çóëüòàòà. Â êîììåíòàðèÿõ îáû÷íî öèòèðóþòñÿ ðàçëè÷íûå ðåçóëüòàòû, êà-ñàþùèåñÿ ðàçðåøèìîñòè çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ è NP -òðóäíîñòè íåêî-òîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ è âàðèàíòîâ îñíîâíîé çàäà÷è. Òàêèì îáðàçîì, ñïè-ñîê ìîæåò ñëóæèòü ïîëåçíûì èñòî÷íèêîì èí�îðìàöèè î òîì, êàêèå çàäà÷èìîæíî, à êàêèå íåëüçÿ (ïðè óñëîâèè P 6= NP ) ðåøèòü çà ïîëèíîìèàëü-íîå âðåìÿ. Îäíàêî ìû íå ïûòàëèñü öèòèðîâàòü ¾íàèëó÷øèé¿ èç èçâåñòíûõïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è, à ëèøü ïðèíöèïèàëüíî îáîñ-íîâûâàëè óòâåðæäåíèå î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Âòåõ ñëó÷àÿõ êîãäà ýòî íåîáõîäèìî, óïîìèíàþòñÿ òàêæå ðåçóëüòàòû î òðóä-íîðåøàåìîñòè è íåðàçðåøèìîñòè ðàçëè÷íûõ îáîáùåíèé è âàðèàíòîâ îñíîâ-íîé çàäà÷è. Äëÿ çàäà÷, ïðèíàäëåæíîñòü êîòîðûõ êëàññó NP íå èçâåñòíà,ïðèâîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ èí�îðìàöèÿ î ñëîæíîñòè çàäà÷è, â ÷àñòíîñòèñâåäåíèÿ î P -SPACE-ïîëíîòå çàäà÷è èëè KP-ïîëíîòå ñîîòâåòñòâóþùåé çà-äà÷è ïåðå÷èñëåíèÿ.Çàäà÷è â ñïèñêå ðàçáèòû íà òåìàòè÷åñêèå ãðóïïû. Îíè ïîäðàçäåëÿþòñÿíà äâåíàäöàòü êàòåãîðèé:À1 Òåîðèÿ ãðà�îâA2 Ïîñòðîåíèå ñåòåéA3 Ìíîæåñòâà è ðàçáèåíèÿÀ4 Õðàíåíèå è ïîèñê äàííûõÀ5 Òåîðèÿ ðàñïèñàíèéÀ6 Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèåÀ7 Àëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåëÀ8 Èãðû è ãîëîâîëîìêèÀ9 ËîãèêàÀ10 Àâòîìàòû è ÿçûêèÀ11 Îïòèìèçàöèÿ ïðîãðàììÀ12 �àçíîåÇàäà÷è êàæäîé êàòåãîðèè íóìåðóþòñÿ èíäèâèäóàëüíî, ïðè÷åì ïåðåä íî-ìåðîì çàäà÷è ïèøóòñÿ ïåðâûå áóêâû èç íàçâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçäå-ëà (íàïðèìåð, Ò� 7 ñîîòâåòñòâóåò ñåäüìîé çàäà÷å èç ðàçäåëà òåîðèè ãðà-



210 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷�îâ). Â òðèíàäöàòîé ¾êàòåãîðèè¿ ïåðå÷èñëåíî íåáîëüøîå ÷èñëî îòêðûòûõçàäà÷, âûáðàííûõ íà îñíîâå íàøåãî ïðåäñòàâëåíèÿ îá èõ âàæíîñòè è ñëîæ-íîñòè. Äðóãèå îòêðûòûå çàäà÷è ðàññåÿíû â êîììåíòàðèÿõ ê çàäà÷àì îñíîâ-íîãî ñïèñêà, à î÷åâèäíûå ïðîáåëû â ñïèñêå ìîãóò ïîäñêàçàòü åù¼ áîëüøåå÷èñëî òàêèõ çàäà÷.Ìíîãèå çàäà÷è èç ñïèñêà âïîëíå ìîæíî áûëî áû îòíåñòè ê íåñêîëü-êèì ðàçëè÷íûì êàòåãîðèÿì, òàê ÷òî ìû ñîâåòóåì ÷èòàòåëþ âíèìàòåëüíîïðîñìîòðåòü ñïèñîê, ÷òîáû ïîëó÷èòü ëó÷øåå ïðåäñòàâëåíèå î òîì, â êà-êîì ðàçäåëå ñëåäóåò èñêàòü òó èëè èíóþ çàäà÷ó. Ñëåäóåò òàêæå ïîìíèòü,÷òî êîììåíòàðèè ê çàäà÷àì ñëåäóåò ïðîñìàòðèâàòü îñîáåííî òùàòåëüíî,ïîòîìó ÷òî ìíîãèå ðåçóëüòàòû óïîìèíàþòñÿ òîëüêî â íèõ. Â óêàçàòåëå ìûïîïûòàëèñü ïðèâåñòè ïîëåçíóþ ¾íàâèãàöèîííóþ¿ èí�îðìàöèþ.Íàêîíåö, íåñêîëüêî ñëîâ î ñòàíäàðòàõ è ìåòîäèêå, êîòîðîé ìû ïðèäåð-æèâàëèñü ïðè ñîñòàâëåíèè ñïèñêà. Êàê è âñå ñïèñêè ïîäîáíîãî ðîäà, ñïèñîê,ïðèâîäèìûé íèæå, â êàêîé-òî ñòåïåíè îòðàæàåò âêóñû àâòîðîâ, íî ìû ïû-òàëèñü â ðàçóìíûõ ïðåäåëàõ ñäåëàòü åãî ïîëíûì. Ïðè ñîñòàâëåíèè ñïèñêàìû íå îãðàíè÷èëèñü èçó÷åíèåì ïóáëèêàöèé, à ïûòàëèñü ðàñøèðèòü íàøóêîëëåêöèþ ñâåäåíèé îá NP -ïîëíîòå èç ëè÷íûõ áåñåä, äàâàëè îáúÿâëåíèÿ âñîîòâåòñòâóþùåé ïåðèîäèêå è íà òåìàòè÷åñêèõ êîí�åðåíöèÿõ ñ ïðîñüáîéïðèñûëàòü íàì íåîïóáëèêîâàííûå ðåçóëüòàòû. Ïðè ýòîì, îäíàêî, â ñïè-ñîê íå âîøåë íè îäèí ðåçóëüòàò, äëÿ êîòîðîãî íå áûëî áû ïðèâåäåíî ñîîò-âåòñòâóþùåãî ïîäòâåðæäåíèÿ. Íåîïóáëèêîâàííûå ðåçóëüòàòû âêëþ÷åíû âñïèñîê èëè íà îñíîâå ðóêîïèñíûõ çàìåòîê àâòîðà, èëè íà îñíîâå íàáðîñêàäîêàçàòåëüñòâà, êîòîðûé ïðîâåðèëè ëèáî ìû ñàìè, ëèáî íàøè ¾äîâåðåííûåýêñïåðòû¿. Â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ìû ïðîâåðÿëè ðåçóëüòàò, ïûòàÿñü ïîëó-÷èòü äëÿ íåãî íîâîå, ñîáñòâåííîå äîêàçàòåëüñòâî (çà÷àñòóþ ýòî îêàçûâàåòñÿïðîùå, ÷åì ïðîâåðÿòü ÷óæîå äîêàçàòåëüñòâî).Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ìû íå âêëþ÷èëè â ñïèñîê (õîòÿ íàñ âñå-òàêè ìîæ-íî óïðåêíóòü â òîì, ÷òî ìû âêëþ÷èëè â ñïèñîê íåêîòîðûå âåñüìà ñïåöè-�è÷åñêèå çàäà÷è). Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìû èçáåãàëè çàäà÷ ñî ñëèøêîìñëîæíîé �îðìóëèðîâêîé, îãðàíè÷èâàÿñü â òàêèõ ñëó÷àÿõ ëèøü ññûëêîé íàëèòåðàòóðó, ýòî íå îòíîñèòñÿ, îäíàêî, ê çàäà÷àì, êîòîðûå, êàê íàì êàçàëîñü,îêàæóòñÿ èíòåðåñíûìè äëÿ ñïåöèàëèñòîâ. Ìû òàêæå íå âêëþ÷àëè â ñïèñîêçàäà÷è,NP -ïîëíîòà êîòîðûõ íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èçNP -ïîëíîòû äðó-ãèõ çàäà÷ ñïèñêà, îïÿòü-òàêè äåëàÿ èñêëþ÷åíèÿ äëÿ çàäà÷, ïðåäñòàâëÿþùèõçíà÷èòåëüíûé íåçàâèñèìûé èíòåðåñ, è äëÿ çàäà÷, ïîäçàäà÷è êîòîðûõ íàìõîòåëîñü áû ïðîêîììåíòèðîâàòü. Òàêèì îáðàçîì, ñïèñîê íå ñëåäóåò ñ÷èòàòüýíöèêëîïåäè÷åñêè ïîëíûì, ñîäåðæàùèì âñå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû îá NP -ïîëíîòå. Ïðàâèëüíåå åãî ñ÷èòàòü, ñ îäíîé ñòîðîíû, àííîòèðîâàííîé áèáëèî-ãðà�èåé, ñëóæàùåé îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ èçó÷åíèÿ ëèòåðàòóðû ïî òåîðèèNP -ïîëíîòû, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, áàçîé äàííûõ, âêëþ÷àþùåé îáøèðíûéíàáîð NP -ïîëíûõ çàäà÷, êîòîðûìè ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ äîêàçàòåëü-ñòâà NP -ïîëíîòû äðóãèõ çàäà÷.



A1. Òåîðèÿ ãðà�îâ 211A1. ÒÅÎ�Èß ��ÀÔÎÂA1.1. Ïîêðûòèå è ðàçáèåíèå[Ò� 1℄ ÂÅ�ØÈÍÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà�G(V; E) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëîK 6 jV j.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè â ãðà�å G âåðøèííîå ïîêðûòèå ìîùíîñòè,íå ïðåâîñõîäÿùåé K, ò. å. ñóùåñòâóåò ëè ïîäìíîæåñòâî V 0 2 V , òàêîå ÷òîjV 0j 6 K ( è äëÿ ëþáîãî ð¼áðà fu; vg 2 E ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç âåðøèíu èëè v ïðèíàäëåæèò V 0 ?Èñòî÷íèê [280℄. Ê ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à 3-ÂÛÏ (ñì.ãë. 3).Êîììåíòàðèé. Ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ãðà� G ýòà çàäà÷à ýê-âèâàëåíòíà ïî ñëîæíîñòè çàäà÷å ÍÅÇÀÂÈÑÈÌÎÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ. Åñëèïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïîäãðà�, èíäóöèðîâàííûé ìíîæåñòâîì âåðøèí V 0, áûëñâÿçåí, òî çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äàæå äëÿ ïëàíàðíûõ ãðà�îâ, ó êî-òîðûõ ñòåïåíè âñåõ âåðøèí íå ïðåâîñõîäÿò 4, ñì. [149℄. Çàäà÷à ëåãêî ðå-øàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ìíîæåñòâî V 0áûëî îäíîâðåìåííî è âåðøèííûì ïîêðûòèåì è íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì âãðà�å G. Áëèçêàÿ ïî ïîñòàíîâêå çàäà÷à ��ÁÅ�ÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ, â êîòî-ðîé èùåòñÿ íàèìåíüøåå ïîäìíîæåñòâî E0 � E, òàêîå, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíàv 2 V ïðèíàäëåæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíîìó ðåáðó e 2 E0, ìîæåò áûòüðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè èñêàòü ïàðîñî÷åòàíèÿ â ãðà�å (ñì.,íàïðèìåð, [324℄).[Ò� 2℄ ÄÎÌÈÍÈ�ÓÞÙÅÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K 6jV j.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè â ãðà�å G äîìèíèðóþùåå ìíîæåñòâî, ñîñòî-ÿùåå íå áîëåå ÷åì èç K ýëåìåíòîâ, ò. å. ïîäìíîæåñòâî V 0 � V , òàêîå, ÷òîjV 0j 6 K è äëÿ âñåõ âåðøèí u 2 V n V 0 ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà v 2 V ,÷òî fu; vg 2 E?Èñòî÷íèê. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à ÂÅ�ØÈÍÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ãðà�à-ìè ñî ñòåïåíüþ âåðøèí íå áîëåå 3 èëè ïëàíàðíûìè ðåãóëÿðíûìè ãðà�à-ìè ñòåïåíè 4 [152℄. Ìîäè�èêàöèÿ ýòîé çàäà÷è, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ, ÷òîáûèíäóöèðîâàííûé íà ìíîæåñòâå V 0 ãðà� áûë ñâÿçåí, òàêæå ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé, åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ïëàíàðíûìè ðåãóëÿðíûìè ãðà�àìè ñòåïåíè 4[152℄. Ýòà çàäà÷à áóäåò NP -ïîëíîé è â òîì ñëó÷àå, åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òî-áû ìíîæåñòâî V 0 áûëî îäíîâðåìåííî äîìèíèðóþùèì è íåçàâèñèìûì. Íàäåðåâüÿõ çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ [81℄. Áëèçêàÿ çàäà÷àÄÎÌÈÍÈ�ÓÞÙÅÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ ��ÁÅ�, â êîòîðîé èùåòñÿ ïîäìíîæå-ñòâî E0 � E, ñîñòîÿùåå íå áîëåå ÷åì èç K ð¼áåð, òàêèõ, ÷òî ëþáîå ðåáðîèç E èìååò îáùóþ âåðøèíó ïî êðàéíåé ìåðå ñ îäíèì ðåáðîì èç ìíîæå-ñòâà E0, ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé äàæå äëÿ ïëàíàðíûõ è äâóäîëüíûõ ãðà�îâ ñ



212 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíüþ âåðøèí, ðàâíîé 3, îäíàêî íà äåðåâüÿõ ìîæåò áûòüðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ [540℄, [390℄.[Ò� 3℄ ×ÈÑËÎ ÄÎÌÈÍÈ�ÓÞÙÈÕ ÏÎÄÌÍÎÆÅÑÒÂÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K 6jV j.ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî â ãðà�å G èìååòñÿ íå ìåíååK ðàçëè÷íûõ äîìè-íèðóþùèõ ìíîæåñòâ, ò. å. ìîæíî ëè V ðàçáèòü íà k > K íåïåðåñåêàþùèõñÿïîäìíîæåñòâ V1; V2; ::: ; Vk, òàêèõ, ÷òî Vi åñòü äîìèíèðóþùåå ìíîæåñòâî âãðà�å G?Èñòî÷íèê [159℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à 3-ÂÛÏ. �àññìàòðèâàå-ìàÿ çàäà÷à îáñóæäàåòñÿ â ðàáîòå [82℄.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííî-ãî K > 3. (Åñëè ãðà� G íå ñîäåðæèò èçîëèðîâàííîé âåðøèíû, òî ÷èñëîäîìèíèðóþùèõ ïîäìíîæåñòâ ðàâíî ïî êðàéíåé ìåðå 2).[Ò� 4℄ �ÀÑÊ�ÀØÈÂÀÅÌÎÑÒÜ ��ÀÔÀ (Õ�ÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ×ÈÑËÎ)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K 6jV j.ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî ãðà� G K-ðàñêðàøèâàåì? (�ðà� íàçûâàåòñÿK-ðàñêðàøèâàåìûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ �óíêöèÿ f : V ! f1; 2; ::: ; Kg,÷òî åñëè fu; vg 2 E, òî f(u) 6= f(v).)Èñòî÷íèê [280℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Ïðè K = 2 çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðå-ìÿ, íî ïðè âñåõ �èêñèðîâàííûõ K > 3, à òàêæå äëÿ K = 3 è ïëîñêèõãðà�îâ, ñòåïåíè âñåõ âåðøèí êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò 4, çàäà÷à NP -ïîëíà.Îíà îñòà¼òñÿ òàêæå NP -ïîëíîé ïðè K = 3, êîãäà G � ýòî ãðà� ïåðåñå÷åíèéîòðåçêîâ ïðÿìûõ ëèíèé íà ïëîñêîñòè [112℄. Çàäà÷àNP -ïîëíà òàêæå äëÿ ïðî-èçâîëüíîãîK è ãðà�îâ ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé è äóã îêðóæíîñòåé (äàæååñëè ãðà�û ïðåäñòàâëåíû â âèäå ñåìåéñòâà äóã). Äëÿ ãðà�îâ ïåðåñå÷åíèÿäóã îêðóæíîñòåé, ïðåäñòàâëåííûõ â âèäå ñåìåéñòâà äóã, ïðè ëþáîì �èê-ñèðîâàííîì K çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ [153℄. Â îáùåìñëó÷àå çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äëÿ ãðà�îâñðàâíèìîñòè [117℄, äëÿ òðèàíãóëèðîâàííûõ ãðà�îâ [163℄, äëÿ (3,1)-ãðà�îâ[532℄, à òàêæå äëÿ ãðà�îâ, íå èìåþùèõ âåðøèí ñòåïåíè âûøå 3 [56℄.[Ò� 5℄ ÀÕ�ÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ×ÈÑËÎÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K 6jV j.ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî àõðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ãðà�à G áîëüøå K?Èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò ëè ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà V íà íåïåðåñåêàþùè-åñÿ ïîäìíîæåñòâà V1; V2; ::: ; Vk, k > K, òàêèå, ÷òî âñå Vi ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñè-ìûìè ìíîæåñòâàìè ãðà�à G (ò. å. íèêàêèå äâå âåðøèíû èç Vi íå ñîåäèíåíûðåáðîì èç E) è äëÿ ëþáîé ïàðû (Vi; Vj) ðàçëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâîVi [ Vj íå åñòü íåçàâèñèìîå ïîäìíîæåñòâî â G?



A1. Òåîðèÿ ãðà�îâ 213Èñòî÷íèê [540℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÅ ÏÎÌÎÙÍÎÑÒÈ ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎÅ ÏÀ�ÎÑÎ×ÅÒÀÍÈÅ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé è â òîì ñëó÷àå, åñëè G åñòüäîïîëíåíèå ê äâóäîëüíîìó ãðà�ó, è, ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå íåçàâèñèìîå ïîä-ìíîæåñòâî ñîäåðæèò íå áîëåå äâóõ âåðøèí.[Ò� 6℄ÌÎÍÎÕ�ÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ Ò�ÅÓ�ÎËÜÍÈÊÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàí ãðà� G = (V; E).ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà E íà äâà íåïåðåñåêàþ-ùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà E1 è E2, òàêèå, ÷òî íè îäèí èç ãðà�îâ G1 = (V; E1)èëè G2 = (V; E2) íå ñîäåðæèò òðåóãîëüíèêà?Èñòî÷íèê [63℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Âàðèàíòû ýòîé çàäà÷è, â êîòîðûõ ¾òðåóãîëüíèê¿ çàìå-íÿåòñÿ ëþáûì �èêñèðîâàííûì ïîëíûì ãðà�îì ñ áîëüøèì ÷èñëîì âåðøèí,òàêæå NP -ïîëíû [63℄. Âàðèàíòû çàäà÷è, â êîòîðûõ ¾òðåóãîëüíèê¿ çàìåíÿ-åòñÿ íà ¾k-çâåçäó¿ (ò. å. íà ãðà�, ó êîòîðîãî öåíòðàëüíàÿ âåðøèíà ñòåïåíèk ñîåäèíåíà ñ k äðóãèìè âåðøèíàìè ñòåïåíè 1), ðàçðåøèìû çà ïîëèíîìè-àëüíîå âðåìÿ [64℄.[Ò� 7℄ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ ÂÅ�ØÈÍ, �ÀÇ�ÅÇÀÞÙÈÕ ÊÎÍÒÓ-�ÛÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû îðèåíòèðîâàííûé ãðà�G = (V; A) è ïîëîæèòåëüíîåöåëîå ÷èñëî K 6 jV j.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ïîäìíîæåñòâî V 0 � V , òàêîå, ÷òî jV 0j 6 K è Vñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó âåðøèíó ëþáîãî îðèåíòèðîâàííîãî öèêëàâ G?Èñòî÷íèê [280℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à ÂÅ�ØÈÍÍÎÅÏÎÊ�Û-ÒÈÅ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿNP -ïîëíîé, åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ãðà�àìè,ó êîòîðûõ âñå âåðøèíû èìåþò ñòåïåíü çàõîäà (èëè âûõîäà) íå áîëüøå 2,èëè ïëîñêèìè ãðà�àìè ñî ñòåïåíüþ çàõîäà (èëè âûõîäà) íå áîëåå 3 [152℄, àòàêæå åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ð¼áåðíûìè îðèåíòèðîâàííûìè ãðà�àìè [168℄. Äëÿðåäóöèðóåìûõ ãðà�îâ çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ[481℄. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à äëÿ íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðà�îâ òàêæå NP -ïîëíà.[Ò� 8℄ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ ÄÓ�, �ÀÇ�ÅÇÀÞÙÈÕ ÊÎÍÒÓ�ÛÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû îðèåíòèðîâàííûé ãðà� G(V; A) è ïîëîæèòåëüíîåöåëîå ÷èñëî K 6 jAj.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ïîäìíîæåñòâî A0 � A, òàêîå, ÷òî jA0j 6 A è A0ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó äóãó èç êàæäîãî îðèåíòèðîâàííîãî öèêëàâ G?Èñòî÷íèê [280℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à ÂÅ�ØÈÍÍÎÅÏÎÊ�Û-ÒÈÅ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, åñëè îãðàíè÷èòüñÿ îðèåí-òèðîâàííûìè ãðà�àìè, ó êîòîðûõ âñå âåðøèíû èìåþò ñòåïåíü çàõîäà èâûõîäà íå áîëåå 3, èëè ð¼áåðíûìè îðèåíòèðîâàííûìè ãðà�àìè [168℄. Äëÿ



214 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷ïëàíàðíûõ îðèåíòèðîâàííûõ ãðà�îâ çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëü-íîå âðåìÿ [361℄. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à äëÿ íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðà�îâòðèâèàëüíûì îáðàçîì ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.[Ò� 9℄ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ ÄÓ�, ×ÀÑÒÈ×ÍÎ �ÀÇ�ÅÇÀÞÙÈÕÖÈÊËÛÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà Kè L, K 6 jEj, L 6 jV j.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ïîäìíîæåñòâî E0 � E, òàêîå, ÷òî jE0j 6 Kè E0 ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó äóãó èç êàæäîãî îðèåíòèðîâàííîãîöèêëà â G, èìåþùåãî äëèíó íå áîëåå L?Èñòî÷íèê [538℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÂÅ�ØÈÍÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãîL > 3, à òàêæå äëÿ äâóäîëüíûõ ãðà�îâ (ñ �èêñèðîâàííûì L > 4). Îäíàêîåñëè L = jV j, ò. å. åñëè îòûñêèâàåòñÿ ìíîæåñòâî E0, ñîäåðæàùåå ðåáðî èçêàæäîãî öèêëà â G, òî çàäà÷à ëåãêî ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.[Ò� 10℄ ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÅ ÏÎ ÌÎÙÍÎÑÒÈ ÌÀÊÑÈÌÀËÜ-ÍÎÅ ÏÀ�ÎÑÎ×ÅÒÀÍÈÅÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K 6jEj.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ïîäìíîæåñòâî E0 � E, òàêîå, ÷òî jE0j 6 K èE0 � ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå, ò. å. íèêàêèå äâà ðåáðà èç E0 íå èìåþòîáùåãî êîíöà, à ëþáîå ðåáðî èç ìíîæåñòâà E n E0 èìååò îáùèé êîíåö ñîäíèì èç ð¼áåð ìíîæåñòâà E0?Èñòî÷íèê [540℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à ÂÅ�ØÈÍÍÎÅ ÏÎÊ�Û-ÒÈÅ äëÿ êóáè÷åñêèõ ãðà�îâ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ïëàíàð-íûìè ãðà�àìè èëè äâóäîëüíûìè ãðà�àìè, íå èìåþùèìè âåðøèí, ñòåïåíèâûøå 3. Çàäà÷à îòûñêàíèÿ ìàêñèìàëüíîãî èç ¾ìàêñèìàëüíûõ ïàðîñî÷åòà-íèé¿ àíàëîãè÷íà îáû÷íîé çàäà÷å î ïàðîñî÷åòàíèè è ðàçðåøèìà çà ïîëèíî-ìèàëüíîå âðåìÿ (ñì., íàïðèìåð, [324℄).[Ò� 11℄ �ÀÇÁÈÅÍÈÅ ÍÀ Ò�ÅÓ�ÎËÜÍÈÊÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàí ãðà� G = (V; E), òàêîé, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî÷èñëà q : jV j = 3q.ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè ðàçáèòü âåðøèíû ãðà�à G íà q íåïåðåñåêàþùèõñÿìíîæåñòâ V1; V2; ::: ; Vq , òàêèõ, ÷òî êàæäîå èç íèõ ñîäåðæèò ðîâíî 3 âåðøèíûè äëÿ âñåõ Vi = fui; vi; wig, 1 6 i 6 q, ðåáðà fui; vig, fui; wig è fvi; wigïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó E?Èñòî÷íèê [472℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à 3-Ñ (ñì. ãë. 3).Êîììåíòàðèé. Ýòà çàäà÷à � ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è [Ò� 12℄.[Ò� 12℄ �ÀÇÁÈÅÍÈÅ ÍÀ ÈÇÎÌÎ�ÔÍÛÅ ÏÎÄ��ÀÔÛÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà�û G(V; E) è H = (V 0; E0), òàêèå, ÷òî äëÿ íåêî-òîðîãî öåëîãî ÷èñëà q 2 Z+ : jV j = qjV 0j.



A1. Òåîðèÿ ãðà�îâ 215ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè ðàçáèòü âåðøèíû ãðà�à G íà q íåïåðåñåêàþùèõ-ñÿ ìíîæåñòâ V1; V2; ::: ; Vq , òàêèõ, ÷òî ïðè 1 6 i 6 q ïîäãðà�û ãðà�à G,èíäóöèðîâàííûå ìíîæåñòâàìè Vi, èçîìîð�íû ãðà�ó H?Èñòî÷íèê [288℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à 3-Ñ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãîãðà�à H , ñîäåðæàùåãî ïî êðàéíåé ìåðå 3 âåðøèíû. Åñëè H � ëþáîé �èê-ñèðîâàííûé ãðà�, ñîäåðæàùèé ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó, èìåþùóþ íå ìåíåå 3âåðøèí, òî àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ÷èñëî âåðøèíâ ïîäãðà�àõ, èíäóöèðîâàííûõ ìíîæåñòâàìè Vi, áûëî ðàâíî ÷èñëó âåðøèíãðà�à H , à ïîäãðà�û, èíäóöèðîâàííûå ìíîæåñòâàìè Vi, ñîäåðæàëè ïîä-ãðà�, èçîìîð�íûé H , òàêæå NP -ïîëíà. Äëÿ ëþáîãî ãðà�à H , íå óäîâëå-òâîðÿþùåãî ñ�îðìóëèðîâàííîìó âûøå òðåáîâàíèþ, îáå ïîñëåäíèå çàäà÷èìîãóò áûòü ðåøåíû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (ñ ïîìîùüþ ïàðîñî÷åòàíèé).[Ò� 13℄ �ÀÇÁÈÅÍÈÅ ÍÀ �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÛ ÏÎÄ��ÀÔÛÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàí îðèåíòèðîâàííûé ãðà� G = (V; A).ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè ðàçáèòü âåðøèíû ãðà�à G íà íåïåðåñåêàþùèåñÿïîäìíîæåñòâà V1; V2; ::: ; Vk, òàêèå, ÷òî êàæäîå Vi ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìå-ðå 3 âåðøèíû, à âñå èíäóöèðóåìûå èìè ïîäãðà�û ãðà�à G ñîäåðæàëè áûãàìèëüòîíîâû öèêëû?Èñòî÷íèê [522℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ. (Ñì. òàêæå [208℄.)Êîììåíòàðèé. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïàðîñî÷åòàíèé çàäà÷à ðàçðåøàåòñÿ çàïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû Vi ñîäåðæàëî íå ìåíåå äâóõâåðøèí [108℄. Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðà�îâ òàêæåìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, äàæå åñëè òðåáîâàòü, ÷òîáûjVij > 3. Îäíàêî çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, åñëè òðåáóåòñÿ, ÷òîáû jVij > 6[414℄ èëè â óñëîâèè çàäà÷è èìååòñÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà äëÿ âåëè÷èíû k.[Ò� 14℄ �ÀÇÁÈÅÍÈÅ ÍÀ ËÅÑÀÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K 6jV j.ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè ðàçáèòü âåðøèíû ãðà�à G íà k 6 K íåïåðåñåêàþ-ùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ V1; V2; ::: ; Vk, òàêèõ, ÷òî äëÿ âñåõ i; 1 6 i 6 k, ïîäãðà�,èíäóöèðîâàííûé ìíîæåñòâîì Vi, íå ñîäåðæèò öèêëîâ?Èñòî÷íèê [152℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à 3-�ÀÑÊ�ÀØÈÂÀÅÌÎ-ÑÒÜ ��ÀÔÀ.[Ò� 15℄ �ÀÇÁÈÅÍÈÅ ÍÀ ÊËÈÊÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K 6jV j.ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè ðàçáèòü âåðøèíû ãðà�à G íà k 6 K íåïåðåñåêà-þùèõñÿ ìíîæåñòâ V1; V2; ::: ; Vk , òàêèõ ÷òî äëÿ âñåõ i(1 6 i 6 k) ïîäãðà�,èíäóöèðîâàííûé ìíîæåñòâîì Vi, áûë áû ïîëíûì?Èñòî÷íèê [280℄. (Â ýòîé ðàáîòå çàäà÷à íàçâàíà ÏÎÊ�ÛÒÈÅ ÊËÈÊÀ-ÌÈ.) Ê äàííîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à K-�ÀÑÊ�ÀØÈÂÀÅÌÎÑÒÜ ��À-ÔÀ.



216 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äëÿ ð¼áåðíûõ ãðà�îâ [22℄,äëÿ ãðà�îâ, íå ñîäåðæàùèõ ïîëíûõ ïîäãðà�îâ íà 4 âåðøèíàõ (ñì. êîí-ñòðóêöèþ â çàäà÷å �ÀÇÁÈÅÍÈÅ ÍÀ Ò�ÅÓ�ÎËÜÍÈÊÈ â ãë. 3), à òàêæåäëÿ âñåõ �èêñèðîâàííûõ K > 3. Äëÿ K 6 2 çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþïàðîñî÷åòàíèÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè ãðà� íå ñîäåðæèò ïîëíûõïîäãðà�îâ íà 3 âåðøèíàõ. Îíà ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äëÿãðà�îâ ïåðåñå÷åíèÿ äóã îêðóæíîñòåé (åñëè çàäàíî èõ ïðåäñòàâëåíèå â âè-äå ñåìåéñòâà äóã) [165℄, äëÿ òðèàíãóëèðîâàííûõ ãðà�îâ [163℄ è äëÿ ãðà�îâñðàâíèìîñòè [178℄.[Ò� 16℄ �ÀÇÁÈÅÍÈÅ ÍÀ ÑÎÂÅ�ØÅÍÍÛÅ ÏÀ�ÎÑÎ×ÅÒÀ-ÍÈßÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K 6jV j.ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè âåðøèíû ãðà�à G ðàçáèòü íà k(k 6 K) íåïåðå-ñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ V1; V2; ::: ; Vk, òàêèõ, ÷òî äëÿ âñåõ i(1 6 i 6 k) ïîä-ãðà�, èíäóöèðîâàííûé ìíîæåñòâîì Vi, ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì ïàðîñî÷åòà-íèåì (èëè ñîñòîèò òîëüêî èç âåðøèí ñòåïåíè 1)?Èñòî÷íèê [474℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à 3-ÂÛÏ Ñ �ÀÇÍÎÇÍÀ×-ÍÛÌÈ ËÈÒÅ�ÀËÀÌÈ.Êîììåíòàðèé. Äëÿ K = 2 è äëÿ ïëàíàðíûõ êóáè÷åñêèõ ãðà�îâ çàäà÷àîñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé.[Ò� 17℄ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ ÊËÈÊÀÌÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K 6jEj.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóþò ëè â ìíîæåñòâå V k(k 6 K) ïîäìíîæåñòâ V1; V2,::: ; Vk, òàêèõ, ÷òî êàæäîå ïîäìíîæåñòâî èíäóöèðóåò ïîëíûé ïîäãðà� ãðà�àG è äëÿ êàæäîãî ðåáðà fu; vg 2 E ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî Vi, ñîäåðæàùååêàê u, òàê è v?Èñòî÷íèê [298℄, [405℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à �ÀÇÁÈÅÍÈÅ ÍÀÊËÈÊÈ.[Ò� 18℄ÏÎÊ�ÛÒÈÅÏÎËÍÛÌÈÄÂÓÄÎËÜÍÛÌÈÏÎÄ��À-ÔÀÌÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû äâóäîëüíûé ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíîå öå-ëîå ÷èñëî K 6 jEj.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóþò ëè k(k 6 K) ïîäìíîæåñòâ V1; ::: ; Vk ìíîæåñòâàV , òàêèõ, ÷òî êàæäîå ïîäìíîæåñòâî Vi èíäóöèðóåò ïîëíûé äâóäîëüíûé ïîä-ãðà� ãðà�à G è äëÿ êàæäîãî ðåáðà fu; vg 2 E ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå Vi,ñîäåðæàùåå êàê u, òàê è v?Èñòî÷íèê [405℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à �ÀÇÁÈÅÍÈÅ ÍÀ ÊËÈ-ÊÈ.A1.2. Ïîäãðà�û è íàäãðà�û[Ò� 19℄ ÊËÈÊÀ



A1. Òåîðèÿ ãðà�îâ 217ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K 6jEj.ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî G ñîäåðæèò êëèêó ðàçìåðà íå ìåíååK? Èíûìèñëîâàìè, ñóùåñòâóåò ëè ïîäìíîæåñòâî V 0 2 V , òàêîå, ÷òî jV 0j > K è ëþáûåäâå âåðøèíû â V 0 ñîåäèíåíû ðåáðîì èç E?Èñòî÷íèê [280℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à ÂÅ�ØÈÍÍÎÅÏÎÊ�Û-ÒÈÅ (ñì. ãë. 3).Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äëÿ ñëåäó-þùèõ ãðà�îâ: îãðàíè÷åííîé ñòåïåíè d, ïëàíàðíûõ, ð¼áåðíûõ, òðèàíãóëèðî-âàííûõ [163℄, ãðà�îâ ñðàâíèìîñòåé [117℄, ãðà�îâ ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé[163℄, ãðà�îâ ïåðåñå÷åíèÿ äóã îêðóæíîñòåé (åñëè çàäàíî èõ ïðåäñòàâëåíèåâ âèäå ñåìåéñòâà äóã) [165℄. Âàðèàíò ýòîé çàäà÷è, â êîòîðîì ïðè çàäàííîìr (0 < r < 1) ñïðàøèâàåòñÿ, âåðíî ëè, ÷òî G ñîäåðæèò êëèêó íå ìåíåå ÷åìíà rjV j âåðøèíàõ, òàêæå NP -ïîëîí.[Ò� 20℄ ÍÅÇÀÂÈÑÈÌÎÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K 6jV j.ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî G ñîäåðæèò íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ìîùíîñòèíå ìåíåå K? Èíûìè ñëîâàìè, âåðíî ëè, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî V 0 �V , òàêîå, ÷òî jV 0j > K è íèêàêèå äâå âåðøèíû èç V íå ñîåäèíåíû ðåáðîìèç E?Èñòî÷íèê. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à ÂÅ�ØÈÍÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ(ñì. ãë. 3).Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äëÿ êóáè÷åñêèõ ïëàíàðíûõãðà�îâ [157, 149, 372℄, ð¼áåðíûõ ãðà�îâ, îðèåíòèðîâàííûõ ãðà�îâ [168℄,òîòàëüíûõ ãðà�îâ, äâóäîëüíûõ ãðà�îâ [540℄ è äëÿ ãðà�îâ, íå ñîäåðæàùèõòðåóãîëüíèêîâ [433℄. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äëÿ äâó-äîëüíûõ ãðà�îâ (ñ ïîìîùüþ ïàðîñî÷åòàíèé, ñì., íàïðèìåð, [196℄), ð¼áåðíûõãðà�îâ (ñ ïîìîùüþ ïàðîñî÷åòàíèé), ãðà�îâ, íå èìåþùèõ âåðøèí ñòåïåíèâûøå 2, òðèàíãóëèðîâàííûõ ãðà�îâ [163℄, ãðà�îâ ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíî-ñòåé [164℄, ãðà�îâ ïåðåñå÷åíèÿ äóã îêðóæíîñòåé (åñëè çàäàíî ïðåäñòàâëå-íèå â âèäå ñåìåéñòâà äóã) [165℄, ãðà�îâ ñðàâíèìîñòè [178℄ è äëÿ ãðà�îâ áåç¾3-çâåçä¿ [389℄.[Ò� 21℄ ÈÍÄÓÖÈ�ÎÂÀÍÍÛÉ ÏÎÄ��ÀÔ ÑÎ ÑÂÎÉÑÒÂÎÌÏ�ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K 6jV j.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ïîäìíîæåñòâî V 6 V , òàêîå, ÷òî jV 0j > K èïîäãðà� ãðà�à G, èíäóöèðîâàííûé ìíîæåñòâîì V 0, îáëàäàåò ñâîéñòâîì Ï(ñì. êîììåíòàðèé, ãäå óêàçàíû âîçìîæíûå âàðèàíòû âûáîðà Ï)?Èñòî÷íèê [537, 538, 341℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à NP -òðóäíà äëÿ ëþáîãî ñâîéñòâà Ï, âûïîëíÿþ-ùåãîñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíî áîëüøèõ, íî íå âñåõ ãðà�îâ è îáëàäàþùåãî ¾íà-ñëåäñòâåííîñòüþ¿ (ò. å. ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ïîäãðà�îâ ãðà�à,åñëè îíî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ñàìîãî ãðà�à). Åñëè â äîïîëíåíèå ê ýòîìó äëÿ



218 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷çàäàííîãî ãðà�à çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ìîæíî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèåñâîéñòâà Ï, òî çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé. Íèæå ïðèâåäåíû ïðèìåðû òà-êèõ ñâîéñòâ Ï: ¾G åñòü êëèêà¿, ¾G åñòü íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî¿, ¾G �ïëàíàðíûé ãðà�¿, ¾G � äâóäîëüíûé ãðà�¿, ¾G � âíåøíåïëàíàðíûé ãðà�¿,¾G � ð¼áåðíûé ãðà�¿, ¾G� òðèàíãóëèðîâàííûé ãðà�¿, ¾G� ãðà� ñðàâíèìî-ñòè¿ è ¾G � ëåñ¿. Òå æå ðåçóëüòàòû îñòàþòñÿ âåðíûìè, åñëè G îãðàíè÷åíîëèøü ñåìåéñòâîì ïëàíàðíûõ (ñîîòâåòñòâåííî àöèêëè÷åñêèõ îðèåíòèðîâàí-íûõ) ãðà�îâ, à îãðàíè÷åíèÿ, íàëîæåííûå íà ñâîéñòâî Ï, âûïîëíÿþòñÿ äëÿïëàíàðíûõ (ñîîòâåòñòâåííî àöèêëè÷åñêèõ îðèåíòèðîâàííûõ) ãðà�îâ. Áîëååñëàáûå ðåçóëüòàòû èìåþò ìåñòî äëÿ äâóäîëüíûõ ãðà�îâ [538℄.[Ò� 22℄ÈÍÄÓÖÈ�ÎÂÀÍÍÛÉÑÂßÇÍÛÉÏÎÄ��ÀÔÑÎÑÂÎ-ÉÑÒÂÎÌ Ï(*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K 6jV j.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ïîäìíîæåñòâî V 0 � V , òàêîå, ÷òî jV 0j > K èïîäãðà� ãðà�à G, èíäóöèðîâàííûé ïîäìíîæåñòâîì V 0, ñâÿçåí è îáëàäàåòñâîéñòâîì Ï (âîçìîæíûå âàðèàíòû âûáîðà ñâîéñòâà Ï óêàçàíû â êîììåí-òàðèè)?Èñòî÷íèê [538℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à NP -òðóäíà äëÿ ëþáîãî ñâîéñòâà ñ óñëîâèåì íà-ñëåäñòâåííîñòè è âûïîëíÿþùåãîñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíî áîëüøèõ ñâÿçíûõ, íîíå äëÿ âñåõ ñâÿçíûõ ãðà�îâ. Åñëè â äîïîëíåíèå ê ýòîìó äëÿ çàäàííîãî ãðà-�à çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ìîæíî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå ñâîéñòâà Ï, òîçàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé. Â êà÷åñòâå Ï ìîæíî âçÿòü ëþáîå èç ñâîéñòâ,ïåðå÷èñëåííûõ â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, êðîìå ¾G åñòü íåçàâèñèìîå ìíîæå-ñòâî¿. Áëèçêèé ïî �îðìóëèðîâêå âîïðîñ: ¾Âåðíî ëè, ÷òî ìàêñèìàëüíûéèíäóöèðîâàííûé ïîäãðà� ãðà�à G, îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì Ï, òàêæå ÿâ-ëÿåòñÿ ñâÿçíûì?¿ � íå ëåæèò íè â NP , íè â 
o � NP , åñëè NP 6= 
o � NP[538℄.[Ò� 23℄ ÈÍÄÓÖÈ�ÎÂÀÍÍÛÉ ÏÓÒÜÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K 6jV j.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ïîäìíîæåñòâî V 0 � V , òàêîå, ÷òî jV 0j > K èïîäãðà�, èíäóöèðîâàííûé ìíîæåñòâîì V , ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ïóòåì íà jV 0jâåðøèíàõ?Èñòî÷íèê [539℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ñâîéñòâî íå îáëàäàåò íà-ñëåäñòâåííîñòüþ, ïîýòîìó íàñòîÿùèé ðåçóëüòàò íå ñëåäóåò èç äâóõ ïðåäû-äóùèõ. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, åñëè G � äâóäîëüíûé ãðà�. Ýòîò æåðåçóëüòàò èìååò ìåñòî äëÿ âàðèàíòà çàäà÷è, â êîòîðîì âìåñòî ¾ïðîñòîãîïóòè¿ îòûñêèâàåòñÿ ¾ïðîñòîé öèêë¿. Çàäà÷è îá îòûñêàíèè ñàìîãî äëèí-íîãî ïðîñòîãî ïóòè èëè ñàìîãî äëèííîãî ïðîñòîãî öèêëà (íå îáÿçàòåëüíîèíäóöèðîâàííûõ) òàêæå ÿâëÿþòñÿ NP -ïîëíûìè.[Ò� 24℄ÑÁÀËÀÍÑÈ�ÎÂÀÍÍÛÉ ÏÎËÍÛÉ ÄÂÓÄÎËÜÍÛÉÏÎÄ��ÀÔ



A1. Òåîðèÿ ãðà�îâ 219ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû äâóäîëüíûé ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíîå öå-ëîå ÷èñëî K 6 jV j.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóþò ëè äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà V1; V2 �V , òàêèå, ÷òî jV1j + jV2j = K, è èç òîãî, ÷òî u 2 V1, v 2 V2, ñëåäóåò, ÷òîfu; eg 2 E?Èñòî÷íèê [152℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à ÊËÈÊÀ.Êîììåíòàðèé. Áëèçêàÿ çàäà÷à, â êîòîðîé òðåáîâàíèå ¾jV1j = jV2j = K¿çàìåíåíî òðåáîâàíèåì ¾jV1j+jV2j = K¿ äëÿ äâóäîëüíûõ ãðà�îâ, ðàçðåøèìàçà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (â ñèëó èìåþùåéñÿ â òàêèõ ãðà�àõ ñâÿçè ìåæäóïàðîñî÷åòàíèÿìè è íåçàâèñèìûìè ìíîæåñòâàìè, ñì., íàïðèìåð, [196℄), à äëÿïðîèçâîëüíûõ ãðà�îâ NP -ïîëíà [538℄.[Ò� 25℄ ÄÂÓÄÎËÜÍÛÉ ÏÎÄ��ÀÔÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K 6jEj.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ïîäìíîæåñòâî E0 � E, òàêîå, ÷òî jE0j > K èG0 = (V; E0) � äâóäîëüíûé ïîäãðà�?Èñòî÷íèê [157℄. Ê äàííîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÀß2-ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äëÿ ãðà�îâ, íå èìåþùèõâåðøèí ñòåïåíè áîëåå 3 è íå ñîäåðæàùèõ òðåóãîëüíèêîâ, è (èëè) åñëè ïî-òðåáîâàòü ñîâÿçíîñòè èñêîìîãî ïîäãðà�à [538℄. Çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëè-íîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè G � ïëåíàðíûé ãðà� [195, 406℄ èëè åñëè K = jEj.[Ò� 26℄ ÑÂßÇÍÛÉ ÏÎÄ��ÀÔ Î��ÀÍÈ×ÅÍÍÎÉ ÑÒÅÏÅÍÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E), íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî d 6jV j è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K 6 jEj.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ïîäìíîæåñòâî E0 � E, òàêîå, ÷òî jE0j > K èïîäãðà� G0 = (V; E0) ñâÿçåí è íå èìååò âåðøèí ñòåïåíè áîëåå d?Èñòî÷íèê [538℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÏÓÒÜ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãîd > 2. �àçðåøèìà (ñ ïîìîùüþ òåõíèêè ïàðîñî÷åòàíèé, ñì. [108℄) çà ïîëè-íîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè íå òðåáîâàòü ñâÿçíîñòè G0. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çà-äà÷à îá èíäóöèðîâàííîì ïîäãðà�å, â êîòîðîé îòûñêèâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîV 0 � V , òàêîå, ÷òî jV j > K è ïîäãðà�, èíäóöèðîâàííûé ïîäìíîæåñòâîì V ,íå èìååò âåðøèí ñòåïåíè âûøå d, ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé äëÿ ëþáîãî �èêñè-ðîâàííîãî d > 0 [342à℄, à åñëè ïîòðåáîâàòü ñâÿçíîñòè ãðà�à G0, òî NP -ïîëíàäëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî d > 2 [538℄.[Ò� 27℄ ÏËÀÍÀ�ÍÛÉ ÏÎÄ��ÀÔÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K 6jEj.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ïîäìíîæåñòâî E0 � E, òàêîå, ÷òî jE0j > K èãðà� G0 = (V; E0) ïëàíàðåí?Èñòî÷íèê [358℄. Ê äàííîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ îãðàíè÷åííàÿ íà äâóäîëüíûåãðà�û çàäà÷à �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÏÓÒÜ.



220 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷Êîììåíòàðèé. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à, â êîòîðîé ãðà� G0 åñòü ïîä-ãðà�, èíäóöèðîâàííûé ïîäìíîæåñòâîì V , ñîäåðæàùèì íå ìåíåå K âåðøèí,òàêæå NP -ïîëíà [306, 538℄. Åñëè K = jEj, òî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ìî-æåò áûòü ðåøåíà ïåðâàÿ çàäà÷à, à åñëèK = jV j � òî âòîðàÿ (ýòî îáúÿñíÿåòñÿòåì, ÷òî ïðîâåðêó ïëàíàðíîñòè ãðà�à ìîæíî îñóùåñòâèòü çà ïîëèíîìèàëü-íîå âðåìÿ; ñì., íàïðèìåð, [213℄). Áëèçêàÿ çàäà÷à, â êîòîðîé ñïðàøèâàåòñÿ:¾Ñîäåðæèò ëè G ñâÿçíûé ¾âíåøíåïëàíàðíûé¿ ïîäãðà� ñ K èëè áîëåå âåð-øèíàìè¿, òàêæå NP -ïîëíà [538℄.[Ò� 28℄ ��ÁÅ�ÍÛÉ ÏÎÄ��ÀÔÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K 6jEj.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ïîäìíîæåñòâî E0 � E, òàêîå, ÷òî jE0j > K èïîäãðà� G0 = (V; E0) åñòü ð¼áåðíûé ãðà�? (�ðà� G0 = (V; E0) íàçûâàåòñÿð¼áåðíûì, åñëè ñóùåñòâóåò ãðà� H = (U; F ), òàêîé, ÷òî G0 èçîìîð�åí ãðà-�ó ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí F è ìíîæåñòâîì ð¼áåð, ñîñòîÿùèì èç âñåõ ïàðð¼áåð fe; fg, òàêèõ, ÷òî e è f èìåþò îáùèé êîíåö èç ìíîæåñòâà U .)Èñòî÷íèê [538℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè âG íåò âåðøèíû, ñòåïåíü êîòîðîé áîëüøå 4. Åñëè ïîòðåáîâàòü ñâÿçíîñòèïîäãðà�à, òî NP -ïîëíîòà çàäà÷è ñîõðàíèòñÿ è ïðè ñíèæåíèè îãðàíè÷åíèÿíà ñòåïåíü äî 3. �åáåðíûå ãðà�û ìîæíî ðàñïîçíàòü çà ïîëèíîìèàëüíîåâðåìÿ (ñì., íàïðèìåð, [196℄, ãäå èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí ¾ð¼áåðíûå ãðà�û¿).[Ò� 29℄ Ò�ÀÍÇÈÒÈÂÍÛÉ ÏÎÄ��ÀÔÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû îðèåíòèðîâàííûé ãðà�G = (V; A) è ïîëîæèòåëüíîåöåëîå ÷èñëî K 6 jAj.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ïîäìíîæåñòâî A0 � A, òàêîå, ÷òî jA0j > K èãðà� G0 = (V; A0) òðàíçèòèâåí? (�ðà� G0 = (V; A0) íàçûâàåòñÿ òðàíçèòèâ-íûì, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû âåðøèí u è v ñóùåñòâóåò òðåòüÿ âåðøèíà w 2 V ,òàêàÿ, ÷òî (u; w); (w; v) 2 A0, òî (u; v) 2 A0.)Èñòî÷íèê [538℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à ÄÂÓÄÎËÜÍÛÉ ÏÎÄ-��ÀÔ (â êîòîðîé ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ïîäãðà�û, íå ñîäåðæàùèå òðå-óãîëüíèêîâ).Êîììåíòàðèé.NP -ïîëíûì ÿâëÿåòñÿ òàêæå âàðèàíò ýòîé çàäà÷è, â êîòî-ðîì G �íåîðèåíòèðîâàííûé ãðà�, è ñïðàøèâàåòñÿ, ñóùåñòâóåò ëè ¾ïîäãðà�ñðàâíèìîñòè¿, ò. å. òàêîé ïîäãðà�, êîòîðûé ñ ïîìîùüþ âûáîðà ïîäõîäÿùåéîðèåíòàöèè ð¼áåð ìîæíî ñäåëàòü òðàíçèòèâíûì îðèåíòèðîâàííûì ãðà�îì.Ýòîò âàðèàíò îñòà¼òñÿ NP -ïîëíûì äàæå òîãäà, êîãäà â G íåò âåðøèí ñòå-ïåíè áîëüøå 3. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ çàäà÷è îñòàþòñÿ NP -ïîëíûìè, åñëè ïîòðå-áîâàòü ñâÿçíîñòè èñêîìîãî ïîäãðà�à.[Ò� 30℄ ÎÄÍÎÑÒÎ�ÎÍÍÅ ÑÂßÇÍÛÉ ÏÎÄ��ÀÔÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû îðèåíòèðîâàííûé ãðà�G = (V; A) è ïîëîæèòåëüíîåöåëîå ÷èñëî K 6 jAj.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ïîäìíîæåñòâî A0 � A, òàêîå, ÷òî jAj > Kè ãðà� G0 = (V; A0) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí îðèåíòèðîâàííûé ïóòüìåæäó ëþáîé ïàðîé âåðøèí?



A1. Òåîðèÿ ãðà�îâ 221Èñòî÷íèê [370℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à ÂÅ�ØÈÍÍÎÅÏÎÊ�Û-ÒÈÅ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé è äëÿ àöèêëè÷åñêèõ îðèåí-òèðîâàííûõ ãðà�îâ.[Ò� 31℄ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÉ K. ÑÂßÇÍÛÉ ÏÎÄ��ÀÔÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà Kè B(K 6 jV j; B 6 jEj).ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ïîäìíîæåñòâî E0 � E, òàêîå, ÷òî jE0j 6 B èãðà� G0 = (V; E0) ÿâëÿåòñÿ K-ñâÿçíûì (ãðà� íàçûâàåòñÿ K-ñâÿçíûì, åñëèîí îñòà¼òñÿ ñâÿçíûì ïîñëå óäàëåíèÿ ëþáûõ K � 1 âåðøèí (è èíöèäåíòíûõèì ð¼áåð)).Èñòî÷íèê [72℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÖÈÊË.Êîììåíòàðèé. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à î ð¼áåðíî-ñâÿçíîì ãðà�å òàê-æå NP -ïîëíà. Îáå çàäà÷è (î âåðøèííîé è ð¼áåðíîé ñâÿçíîñòè) NP -ïîëíûäëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî K > 2, à äëÿ K = 1 òðèâèàëüíî ðåøàþòñÿ çàïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.[Ò� 32℄ ÊÓÁÈ×ÅÑÊÈÉ ÏÎÄ��ÀÔÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàí ãðà� G = (V; E).ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî E0 � E, òàêîå, ÷òî âãðà�å G0 = (V; E0) ëþáàÿ âåðøèíà èìååò ñòåïåíü, ðàâíóþ 3 èëè 0?Èñòî÷íèê [75℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à 3-�ÀÑÊ�ÀØÈÂÀÅÌÎÑÒÜ��ÀÔÀ.[Ò� 33℄ ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÉ ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÛÉ Î�ÈÅÍÒÈ-�ÎÂÀÍÍÛÉ ��ÀÔÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû îðèåíòèðîâàííûé ãðà�G = (V; A) è ïîëîæèòåëüíîåöåëîå ÷èñëî K 6 jAj.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ïîäìíîæåñòâî A0 � A, òàêîå, ÷òî jA0j 6 K èäëÿ ëþáîé óïîðÿäî÷åííîé ïàðû âåðøèí u; v 2 V â ãðà�å G0 = (V; A0) òîãäàè òîëüêî òîãäà èìååòñÿ îðèåíòèðîâàííûé ïóòü èç u ê v, åñëè òàêîé ïóòüèìååòñÿ â G.[Ò� 34℄ �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÎ ÏÎÏÎËÍÅÍÈÅÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëîK 6 jV j.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ìíîæåñòâî E0, ñîäåðæàùåå ìíîæåñòâî E èòàêîå, ÷òî jE0 nEj 6 K, à ãðà� G0 = (V; E0) èìååò ãàìèëüòîíîâ öèêë?Èñòî÷íèê. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÖÈÊË.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííî-ãî K > 0. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîñòðîåííûå çàäà÷è î ïîïîëíåíèè äëÿçàäà÷ �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÏÓÒÜ, Î�ÈÅÍÒÈ�ÎÂÀÍÍÛÉ �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÏÓÒÜ è Î�ÈÅÍÒÈ�ÎÂÀÍÍÛÉ�ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÖÈÊË òàêæåNP -ïîëíû.Çàäà÷è �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÎ ÏÎÏÎËÍÅÍÈÅ è �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÏÓÒÜ ÂÏÎÏÎËÍÅÍÈÈ ìîãóò áûòü ðåøåíû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè G �äåðåâî (ñì. [45℄).



222 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷[Ò� 35℄ ÏÎÏÎËÍÅÍÈÅ ÄÎ ��ÀÔÀ ÈÍÒÅ�ÂÀËÎÂÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ìíîæåñòâî E0, ñîäåðæàùåå E, òàêîå, ÷òî jE0 nEj 6 K è ãðà� G0 = (V; E0) ÿâëÿåòñÿ ãðà�îì èíòåðâàëîâ?Èñòî÷íèê [140℄. Ê äàííîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅËÈÍÅÉÍÎÅ ÓÏÎ�ßÄÎ×ÅÍÈÅ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, åñëè îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêîð¼áåðíûìè ãðà�àìè. Äëÿ K = 0 çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðå-ìÿ, ñì. [132, 54℄.[Ò� 36℄ ÏÎÏÎËÍÅÍÈÅ ÄÎ ��ÀÔÀ ÏÓÒÅÉÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ìíîæåñòâî E0, ñîäåðæàùåå ìíîæåñòâî E, òà-êîå, ÷òî jE0 n Ej 6 K è ãðà� G0 = (V; E0) åñòü ãðà� ïåðåñå÷åíèÿ ñåìåéñòâàïóòåé â íåîðèåíòèðîâàííîì äåðåâå?Èñòî÷íèê [169℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÏÎÏÎËÍÅÍÈÅ ÄÎ ��ÀÔÀÈÍÒÅ�ÂÀËÎÂ.Êîììåíòàðèé. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû Gáûë ãðà�îì ïåðåñå÷åíèÿ îðèåíòèðîâàííûõ ïóòåé â îðèåíòèðîâàííîì äåðåâå(ò. å. êîðíåâîì äåðåâå ñ íàïðàâëåíèåì äóã îò êîðíÿ), òàêæå ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé.A1.3. Óïîðÿäî÷åíèå âåðøèí[Ò� 37℄ �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÖÈÊËÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàí ãðà� G = (V; E).ÂÎÏ�ÎÑ. Èìååòñÿ ëè â G ãàìèëüòîíîâ öèêë?Èñòî÷íèê [280℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à ÂÅ�ØÈÍÍÎÅ ÏÎÊ�Û-ÒÈÅ (ñì. ãë. 3).Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ: (1)G � ïëàíàðíûé, êóáè÷åñêèé, 3-ñâÿçíûé è íå èìååò ãðàíåé, îãðàíè÷åííûõìåíüøå ÷åì ïÿòüþ ð¼áðàìè [158℄, (2) G � äâóäîëüíûé [305℄, (3) G � êâàäðàòíåêîòîðîãî ãðà�à [75℄, (4) â óñëîâèè çàäà÷è çàäàí íåêîòîðûé ãàìèëüòîíîâïóòü â ãðà�å G [417℄, (5) G � ð¼áåðíûé ãðà�. Çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëè-íîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè â G íåò âåðøèí ñòåïåíè áîëüøå 2 èëè åñëè G �ð¼áåðíûé ãðà� (ñì., íàïðèìåð, [357℄). Êóá íåòðèâèàëüíîãî ñâÿçíîãî ãðà�àâñåãäà ñîäåðæèò ãàìèëüòîíîâ öèêë, ñì. [277℄.[Ò� 38℄ Î�ÈÅÍÒÈ�ÎÂÀÍÍÛÉ �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÖÈÊËÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàí îðèåíòèðîâàííûé ãðà� G = (V; A).ÂÎÏ�ÎÑ. Èìååòñÿ ëè â G îðèåíòèðîâàííûé ãàìèëüòîíîâ öèêë?Èñòî÷íèê [280℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à ÂÅ�ØÈÍÍÎÅ ÏÎÊ�Û-ÒÈÅ (ñì. ãë. 3).Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, åñëè G � ïëàíàðíûé ãðà�,íå èìåþùèé âåðøèí, èíöèäåíòíûõ áîëåå ÷åì òðåì äóãàì [432℄. Çàäà÷à ðàç-ðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè ñòåïåíè çàõîäà (èëè âûõîäà) âñåõ



A1. Òåîðèÿ ãðà�îâ 223âåðøèí íå ïðåâîñõîäÿò 1, à òàêæå åñëè G � ãðà� òóðíèðà, ñì. [393℄, èëèð¼áåðíûé ãðà� (ñì., íàïðèìåð, [357℄).[Ò� 39℄ �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÏÓÒÜÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàí ãðà� G = (V; E).ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî â G èìååòñÿ ãàìèëüòîíîâ ïóòü?Èñòî÷íèê. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à ÂÅ�ØÈÍÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ(ñì. ãë. 3).Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé â ñëó÷àÿõ (1) è (2) èç çàäà÷è�ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÖÈÊË è ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðè òåõæå ïðåäïîëîæåíèÿõ, ïðè êîòîðûõ ðàçðåøèìà è çàäà÷à �Ö. Ñîîòâåòñòâó-þùàÿ çàäà÷à Î�ÈÅÍÒÈ�ÎÂÀÍÍÛÉ �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÏÓÒÜ ÿâëÿåòñÿNP -ïîëíîé, ê íåé òàêæå ïðèìåíèìû êîììåíòàðèè èç çàäà÷è Î�ÈÅÍÒÈ-�ÎÂÀÍÍÛÉ �Ö. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, åñëè â óñëîâèè óêàçàíà íà-÷àëüíàÿ èëè êîíå÷íàÿ èëè îáå òî÷êè ïóòè. Çàäà÷à Î�ÈÅÍÒÈ�ÎÂÀÍÍÛÉ�ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÏÓÒÜ ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äëÿàöèêëè÷åñêèõ îðèåíòèðîâàííûõ ãðà�îâ (ñì., íàïðèìåð, [324℄).[Ò� 40℄ØÈ�ÈÍÀÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K 6jV j.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ëèíåéíîå óïîðÿäî÷åíèå ìíîæåñòâà V , òàêîå,÷òî åãî øèðèíà íå áîëåå K? Èíûìè ñëîâàìè: ¾Ñóùåñòâóåò ëè âçàèìíî-îäíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ f : V ! f1; 2; ::: ; jV jg, òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ fu; vg 2 Eâûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå jf(u)� f(v)j 6 K?Èñòî÷íèê [407℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ.Êîììåíòàðèé. Îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äëÿ äåðåâüåâ ñî ñòåïåíüþ âåðøèí,íå ïðåâûøàþùåé 3 [143℄. Çàäà÷à ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìèçàöèè ¾øèðèíû¿ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû ïóòåì îäíîâðåìåííûõ ïåðåñòàíîâîê ñòîëáöîâ èñòðîê.[Ò� 41℄ØÈ�ÈÍÀ Î�ÈÅÍÒÈ�ÎÂÀÍÍÎ�Î ��ÀÔÀÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû îðèåíòèðîâàííûé ãðà�G = (V; A) è ïîëîæèòåëüíîåöåëîå ÷èñëî K 6 jV j.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ f : V !f1; 2; ::: ; jV jg, ÷òî äëÿ âñåõ (u; v) 2 A f(u) < f(v) è (f(v)� f(u)) 6 K?Èñòî÷íèê [143℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à 3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿNP -ïîëíîé äëÿ êîðíåâûõ îðèåíòèðîâàí-íûõ äåðåâüåâ ñ ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíüþ çàõîäà, ðàâíîé 1, è ìàêñèìàëüíîéñòåïåíüþ âûõîäà 2. Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìèçàöèè ¾øèðè-íû¿ âåðõíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöû ñ ïîìîùüþ îäíîâðåìåííûõ ïåðåñòàíîâîêñòðîê è ñòîëáöîâ.[Ò� 42℄ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ËÈÍÅÉÍÎÅ ÓÏÎ�ßÄÎ×ÅÍÈÅÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè âçàèìíî-îäíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ f : V ! f1; 2,::: ; jV jg, òàêàÿ, ÷òî Pfu;vg2E jf(u)� f(v)j 6 K?



224 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷Èñòî÷íèê [157℄. Ê çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à Ï�ÎÑÒÎÉ ÌÀÊÑÈÌÀËÜ-ÍÛÉ �ÀÇ�ÅÇ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿNP -ïîëíîé äëÿ äâóäîëüíûõ ãðà�îâ [118℄è ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè G � äåðåâî [486, 176℄.[Ò� 43℄ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅËÈÍÅÉÍÎÅÓÏÎ�ßÄÎ×ÅÍÈÅÎ�È-ÅÍÒÈ�ÎÂÀÍÍÎ�Î ��ÀÔÀÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû îðèåíòèðîâàííûé ãðà� G = (V; A) è öåëîå ÷èñëîK. ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ f : V !f1; 2; ::: ; jV jg, ÷òî f(u) < f(v) äëÿ âñåõ (u; v) 2 A èPu;v2A jf(v)�f(u)j 6 K?Èñòî÷íèê [118℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ËÈ-ÍÅÉÍÎÅ ÓÏÎ�ßÄÎ×ÅÍÈÅ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè G �äåðåâî, äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè ð¼áðàì ãðà�à ïðèïèñàíû öåëûå âåñà, àöåëåâàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ âçâåøåííîé ñóììîé ðàçíîñòåé [5℄.[Ò� 44℄ ËÈÍÅÉÍÎÅ ÓÏÎ�ßÄÎ×ÅÍÈÅ Ñ ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÌ�ÀÇ�ÅÇÀÍÈÅÌÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ f : V !f1; 2; ::: ; jV jg, ÷òî äëÿ âñåõ i, 1 < i < jV j,jffu; vg 2 E : f(u) 6 i < f(v)g 6 K?Èñòî÷íèê [498, 168℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à Ï�ÎÑÒÎÉ ÌÀÊ-ÑÈÌÀËÜÍÛÉ �ÀÇ�ÅÇ.[Ò� 45℄ Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ Â ÂÈÄÅ ÊÎ�ÍÅÂÎ�Î ÄÅ�ÅÂÀÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè êîðíåâîå äåðåâî T = (U; F ), ãäå jU j = jV j èâçàèìíî-îäíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ f : V ! U , îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîé-ñòâàìè: äëÿ ëþáîãî ðåáðà fu; vg 2 E ñóùåñòâóåò ïðîñòîé ïóòü, íà÷èíàþ-ùèéñÿ â êîðíå è ïðîõîäÿùèé ÷åðåç f(u) è f(v), òàêîé, ÷òîPfu;vg2E d(f(u),f(v)) 6 K (çäåñü d(x; y) � ÷èñëî ð¼áåð íà ïóòè îò x äî y â äåðåâå T )?Èñòî÷íèê [168℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ËÈ-ÍÅÉÍÎÅ ÓÏÎ�ßÄÎ×ÅÍÈÅ.[Ò� 46℄ ÓÏÎ�ßÄÎ×ÅÍÍÎÅ ÈÑÊËÞ×ÅÍÈÅ ÄËß Î�ÈÅÍ-ÒÈ�ÎÂÀÍÍÎ�Î ��ÀÔÀÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû îðèåíòèðîâàííûé ãðà� G = (V; A), íåîòðèöàòåëü-íîå öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè äëÿ ãðà�à óïîðÿäî÷åíèå èñêëþ÷åíèÿ, çàïîë-íåííîñòü êîòîðîãî íå áîëååK? Äðóãèìè ñëîâàìè: ¾Ñóùåñòâóåò ëè âçàèìíî-îäíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ f : V ! f1; 2; ::: ; jV jg, òàêàÿ, ÷òî èìååòñÿ ñàìîå áîëü-øåå K ïàð âåðøèí (u; v) 2 (V �V )nA, îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì: G ñîäåðæèòîðèåíòèðîâàííûé ïóòü èç u â v, ïðîõîäÿùèé òîëüêî ÷åðåç òàêèå âåðøèíûw, ÷òî f(w) < minff(u); f(v)g?



A1. Òåîðèÿ ãðà�îâ 225Èñòî÷íèê [454℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Ýòà çàäà÷à âîçíèêàåò ïðè ïðèìåíåíèè èñêëþ÷åíèÿ ïî�àóññó ê ðàçðåæåííûì ìàòðèöàì. Äëÿ K = 0 çàäà÷à ðåøàåòñÿ çà ïîëèíî-ìèàëüíîå âðåìÿ. Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðà�îâ (ñî-îòâåòñòâóþùèõ ñèììåòðè÷íûì ìàòðèöàì) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ÏÎÏÎË-ÍÅÍÈÅ ÄÎ Ò�ÈÀÍ�ÓËÈ�ÎÂÀÍÍÎ�Î ��ÀÔÀ, ñëîæíîñòü êîòîðîé ïîêàîñòà¼òñÿ íå âûÿñíåííîé.[Ò� 47℄ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÅÈÑÊËÞ×ÅÍÈÅ ÑÒÅÏÅÍÅÉÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü < d1; d2; :::,djV j > íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë, íå ïðåâûøàþùèõ jV j � 1.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè âçàèìíî-îäíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ f : V ! f1; 2,::: ; jV jg, ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì äëÿ âñåõ i, 1 6 i 6 jV j: åñëè f(v) = i, òîñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè di âåðøèí u, òàêèõ, ÷òî f(u) > i è fu; vg 2 E?Èñòî÷íèê [154℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÒÎ×ÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ 3-ÌÍÎ-ÆÅÑÒÂÀÌÈ.Êîììåíòàðèé. Âàðèàíò ýòîé çàäà÷è, â êîòîðîì îòûñêèâàåòñÿ òàêàÿ �óíê-öèÿ f , ÷òî äëÿ âñåõ i, 1 6 i 6 jV j, èç ðàâåíñòâà f(v) = i ñëåäóåò, ÷òî ñó-ùåñòâóåò ðîâíî di âåðøèí u, òàêèõ, ÷òî fu; vg 2 E òðèâèàëüíî ðåøàåòñÿ çàïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.A1.4. Ìîð�èçìû è èçîìîð�èçìû[Ò� 48℄ ÈÇÎÌÎ�ÔÈÇÌ ÏÎÄ��ÀÔÓÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû äâà ãðà�à G = (V1; E1) è H = (V2; E2).ÂÎÏ�ÎÑ. Ñîäåðæèò ëè ãðà� G ïîäãðà�, èçîìîð�íûé ãðà�ó H? Èíà÷åãîâîðÿ, ñóùåñòâóþò ëè ïîäìíîæåñòâà V è E, V � V1, E � E1, òàêèå, ÷òîjV j = jV2j, jEj = jE2j, è òàêàÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ f := V2 ! V ,÷òî fu; vg 2 E òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ff(u); f(v)g 2 E?Èñòî÷íèê [91℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à ÊËÈÊÀ.Êîììåíòàðèé. ×àñòíûå ñëó÷àè ýòîé çàäà÷è: ÊËÈÊÀ, ÏÎËÍÛÉ ÄÂÓ-ÄÎËÜÍÛÉ ÏÎÄ��ÀÔ, �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÖÈÊË è ò. ä. Çàäà÷à ìîæåòáûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè G � ëåñ, à H � äåðåâî, ñì.[111, 449℄. Îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, åñëè G � äåðåâî, à H � ëåñ (ñì. ãë. 4) èëèåñëè G � ïðîèçâîëüíûé ãðà�, à H � äåðåâî (�ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÏÓÒÜ). Âà-ðèàíòû ýòîé çàäà÷è äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ ãðà�îâ òàêæå NP -ïîëíû äàæå âòîì ñëó÷àå, åñëè G � àöèêëè÷åñêèé ãðà�, à H� äåðåâî [13℄. Îäíàêî åñëè G� îðèåíòèðîâàííûé ëåñ, à H � îðèåíòèðîâàííîå äåðåâî, òî çàäà÷ó ìîæíîðåøèòü çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Åñëè jV1j = jV2j è jE1j = jE2j, òî ýòà çà-äà÷à ïðåâðàùàåòñÿ â çàäà÷ó ÈÇÎÌÎ�ÔÈÇÌ ��ÀÔÎÂ, ñëîæíîñòü êîòîðîéîñòà¼òñÿ íåèçâåñòíîé äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ è íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðà�îâ.[Ò� 49℄ ÍÀÈÁÎËÜØÈÉ ÎÁÙÈÉ ÏÎÄ��ÀÔÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû äâà ãðà�à G = (V1; E1), H = (V2; E2) è ïîëîæèòåëü-íîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóþò ëè ïîäìíîæåñòâà E01 � E1 è E02 � E2, òàêèå, ÷òîjE01j = jE02j > K è ïîäãðà�û G0 = (V; E01) è H 0 = (V2; E02) èçîìîð�íû?



226 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷Èñòî÷íèê. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à ÊËÈÊÀ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè Gè H �äåðåâüÿ, ñì. [111℄.[Ò� 50℄ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎÅÏÀ�ÎÑÎ×ÅÒÀÍÈÅÏÎÄ��ÀÔÎÂÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû äâà îðèåíòèðîâàííûõ ãðà�à G = (V1; A1), H =(V2; A2) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ïîäìíîæåñòâî R � V1� V2, ÷òî jRj > Kè äëÿ âñåõ < u; u0 >, < v; v0 >2 R äóãà (u; v) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A1òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (u0; v0) 2 A2?Èñòî÷íèê [152℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à ÊËÈÊÀ. Îíà îáñóæäà-åòñÿ òàêæå â ðàáîòå [29℄.[Ò� 51℄ ÑÒß�ÈÂÀÅÌÎÑÒÜ ��ÀÔÀÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû äâà ãðà�à G = (V1; E1) è H = (V1; E2).ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñòÿãèâàíèé ð¼áåð ãðà�à Gïîëó÷èòü ãðà�, èçîìîð�íûé H? (Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòÿãèâàíèé ð¼áåð �ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàãîâ, íà êàæäîì èç êîòîðûõ äâå ñîñåäíèå âåðøè-íû u è v çàìåíÿþòñÿ îäíîé âåðøèíîé w, ñîåäèí¼ííîé ð¼áðàìè ñ òåìè èòîëüêî òåìè âåðøèíàìè, ñ êîòîðûìè áûëè ñîåäèíåíû u èëè v.)Èñòî÷íèê [494℄. Ê äàííîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ,åñëè H � òðåóãîëüíèê.[Ò� 52℄ �ÎÌÎÌÎ�ÔÈÇÌ ��ÀÔÎÂÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû äâà ãðà�à G = (V1; E1) è H = (V2; E2).ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè èç ãðà�à G ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ îòîæäåñòâëåíèÿíåñîñåäíèõ âåðøèí ïîëó÷èòü ãðà� H? (Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòîæäåñòâëå-íèÿ íåñîñåäíèõ âåðøèí � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàãîâ, çàìåíÿþùèõ äâåíåñîñåäíèå âåðøèíû u è v îäíîé âåðøèíîé w, ñîåäèíåííîé â òî÷íîñòè ñòåìè âåðøèíàìè, ñ êîòîðûìè áûëè ñîåäèíåíû âåðøèíû u èëè v.)Èñòî÷íèê [340℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à K-�ÀÑÊ�ÀØÈÂÀÅ-ÌÎÑÒÜ ��ÀÔÀ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, åñëè H � òðåóãîëüíèê, íîåñëè H � îäíî ðåáðî, òî ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.[Ò� 53℄ D-ÌÎ�ÔÈÇÌ Î�ÈÅÍÒÈ�ÎÂÀÍÍÛÕ ��ÀÔÎÂÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû äâà îðèåíòèðîâàííûõ ãðà�à G = (V1; A1) è H =(V2; A2).ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëèD-ìîð�èçì ãðà�àG â ãðà�H? (D-ìîð�èçìîìíàçûâàåòñÿ òàêàÿ �óíêöèÿ f : V1 ! V2, ÷òî (1) äëÿ êàæäîé ïàðû (u; v) 2 A1ëèáî (f(u); f(v)) 2 A2, ëèáî (f(v); f(u)) 2 A2. (2) äëÿ âñåõ u 2 V1 è v0 2 V2,åñëè (f(u); v0) 2 A2, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà v; v 2 f�1(v0), äëÿ êîòî-ðîé (u; v) 2 A1).Èñòî÷íèê [129℄. Ê äàííîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à ÍÓÌÅ�ÀÖÈß ��À-ÔÀ ÏÎ ��ÓÍÄÈ.



A1. Òåîðèÿ ãðà�îâ 227A1.5. �àçíîå[Ò� 54℄ ÏÓÒÜ Ñ ÇÀÏ�ÅÙ�ÍÍÛÌÈ ÏÀ�ÀÌÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû îðèåíòèðîâàííûé ãðà� G = (V; A), íàáîð C =f(a1; b1); ::: ; (an; bn)g ïàð âåðøèí èç V è äâå âûäåëåííûå âåðøèíû s; t 2 V .ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè â G îðèåíòèðîâàííûé ïóòü èç s â t, ñîäåðæà-ùèé íå áîëåå îäíîé âåðøèíû èç êàæäîé ïàðû íàáîðà C?Èñòî÷íèê [134℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, åñëè îãðàíè÷èòüñÿ àöèêëè-÷åñêèìè ãðà�àìè, íå èìåþùèìè âåðøèí ñî ñòåïåíÿìè çàõîäà èëè âûõîäàáîëåå 2. Âàðèàíò ýòîé çàäà÷è, â êîòîðîì çàïðåùåíû íå âåðøèíû, à äóãè,òàêæå NP -ïîëîí (ïðè àíàëîãè÷íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ). Îáå çàäà÷è îñòàþòñÿNP -ïîëíûìè, åñëè âåðøèíû ëþáîé ïàðû èç çàäàííîãî íàáîðà íå ÿâëÿþòñÿñîñåäíèìè.[Ò� 55℄ ÏÀ�ÎÑÎ×ÅÒÀÍÈÅ ÑÎ ÌÍÎ�ÈÌÈ ÂÀ�ÈÀÍÒÀÌÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E), ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà E íà íåïå-ðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà E1; E2; ::: ; Ej è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ïîäìíîæåñòâî E0 � E, òàêîå, ÷òî jE0j > K,íèêàêèå äâà ðåáðà èç E0 íå èìåþò îáùåé âåðøèíû è äëÿ âñåõ i(1 6 i 6 J)E0 \ Ei 6= 0.Èñòî÷íèê [524, 253, 255℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé è â òîì ñëó÷àå, åñëè G �äâóäîëüíûé ãðà�, êàæäîå èç ìíîæåñòâ Ei ñîäåðæèò, ñàìîå áîëüøåå, 2 ðåáðàèK = jV j=2. Åñëè êàæäîå èç ìíîæåñòâEi ñîñòîèò èç îäíîãî ðåáðà, òî çàäà÷àïðåâðàùàåòñÿ â îáû÷íóþ çàäà÷ó î ïàðîñî÷åòàíèè â ãðà�å, ðàçðåøèìóþ çàïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.[Ò� 56℄ ÍÓÌÅ�ÀÖÈß ��ÀÔÀ ÏÎ ��ÓÍÄÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàí îðèåíòèðîâàííûé ãðà� G = (V; A).ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ �óíêöèÿ f : V ! Z+, ÷òî äëÿ âñåõâåðøèí v 2 V f(v) åñòü íàèìåíüøåå íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, íå ñîäåð-æàùååñÿ â ìíîæåñòâå ff(u) : u 2 V , (v; u) 2 Ag?Èñòî÷íèê [526℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, åñëè îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêîïëàíàðíûìè ãðà�àìè, ó êîòîðûõ âñå âåðøèíû èìåþò ñòåïåíü çàõîäà èëèâûõîäà íå áîëåå 5 (ñì. [129℄).[Ò� 57℄ ßÄ�ÎÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàí îðèåíòèðîâàííûé ãðà� G = (V; A).ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî âG åñòü ÿäðî? (ßäðîì îðèåíòèðîâàííîãî ãðà�àG = (V; A) íàçûâàåòñÿ òàêîå ïîäìíîæåñòâî âåðøèí V 0, ÷òî íèêàêèå äâåâåðøèíû èç V 0 íå ñîåäèíåíû äóãîé èç A è äëÿ êàæäîé âåðøèíû v 2 V n Víàéä¼òñÿ òàêàÿ âåðøèíà u 2 V n V 0, ÷òî (u; v) 2 A:)Èñòî÷íèê [73℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à 3-ÂÛÏ.[Ò� 58℄ K-ÇÀÌÛÊÀÍÈÅ



228 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû îðèåíòèðîâàííûé ãðà�G = (V; A) è ïîëîæèòåëüíîåöåëîå ÷èñëî K 6 V .ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ïîäìíîæåñòâî V 0 � V , ÷òî jV 0j 6 K èäëÿ ëþáîé äóãè (u; v) 2 A ëèáî u 2 V 0, ëèáî v =2 V 0?Èñòî÷íèê [439℄. Ê äàííîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à ÊËÈÊÀ.[Ò� 59℄ ÁÀÇÈÑ ��ÀÔÀ ÏÅ�ÅÑÅ×ÅÍÈÉÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K 6jEj.ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî G � ãðà� ïåðåñå÷åíèé ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ,îáúåäèíåíèå êîòîðûõ èìååò ìîùíîñòü íå áîëåå K? Èíûìè ñëîâàìè: ¾Ñó-ùåñòâóåò ëè K-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî S è ïîäìíîæåñòâà S[v℄ � S, v 2 V ,òàêèå ÷òî fu; vg 2 E òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S[u℄ \ S[w℄ 6= 0?¿Èñòî÷íèê [298℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ ÊËÈÊÀÌÈ.[Ò� 60℄ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ ÄÓ�, �ÀÇËÈ×ÀÞÙÈÅ ÏÓÒÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàí îðèåíòèðîâàííûé ãðà� G = (V; A), â êîòîðîì âûäå-ëåíû äâå âåðøèíû s, t è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K 6 jAj.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ïîäìíîæåñòâî A0 � A, ÷òî jA0j 6 K èäëÿ êàæäîé ïàðû ïóòåé p1 è p2 èç s â t íàéä¼òñÿ äóãà èç A0, ïðèíàäëåæàùàÿðîâíî îäíîìó èç íèõ?Èñòî÷íèê [370℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à ÂÅ�ØÈÍÍÎÅ ÏÎÊ�Û-ÒÈÅ.[Ò� 61℄ÌÅÒ�È×ÅÑÊÀß �ÀÇÌÅ�ÍÎÑÒÜÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K 6jV j.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè áàçèñ ìåòðèê íà ãðà�å G ìîùíîñòè íå áîëååK? (Ïîäìíîæåñòâî V 0 � V íàçûâàåòñÿ áàçèñîì ìåòðèê ãðà�à G, åñëè äëÿêàæäîé ïàðû âåðøèí u; v 2 V ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà w 2 V 0, ÷òî äëèíàêðàò÷àéøåãî ïóòè îò u ê w îòëè÷íà îò äëèíû êðàò÷àéøåãî ïóòè ìåæäó vè w.)Èñòî÷íèê [152℄. Ê äàííîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à 3-Ñ. Ïîíÿòèå ìåòðè-÷åñêîé ðàçìåðíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ â ðàáîòå [197℄.[Ò� 62℄ �ÀÇÌÅ�ÍÎÑÒÜ ÍÅØÅÒ�ÈË - ��ÄËÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K 6jEj.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿf : V ! f(a1; a2; ::: ; aK) : 1 6 ai 6 jV j ïðè 1 6 i 6 K;÷òî ïàðà âåðøèí u; v 2 V ñîåäèíåíà ðåáðîì fu; vg 2 E òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà f(u) è f(v) ðàçëè÷íû ïî âñåì K êîîðäèíàòàì?Èñòî÷íèê [400℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-�ÀÑÊ�ÀØÈÂÀÅ-ÌÎÑÒÜ��ÀÔÀ. Ïîíÿòèå ðàçìåðíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ â ðàáîòå [401℄.[Ò� 63℄ ÏÎ�Î�ÎÂÎÅ ×ÈÑËÎ



A2. Ïîñòðîåíèå ñåòåé 229ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K 6jEj.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà E íà òàêèå íåïåðåñåêà-þùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà E1; E2; ::: ; EK , ÷òî êàæäûé èç ãðà�îâ Gi = (V; Ei),1 6 i 6 K, ÿâëÿåòñÿ ¾ïîðîãîâûì¿?Èñòî÷íèê [78℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à ÍÅÇÀÂÈÑÈÌÎÅ ÌÍÎ-ÆÅÑÒÂÎ (îãðàíè÷åííàÿ íà ãðà�û, íå èìåþùèå òðåóãîëüíèêîâ) .Êîììåíòàðèé. Ïðè K = 1 çàäà÷à ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.[Ò� 64℄ Î�ÈÅÍÒÈ�ÎÂÀÍÍÛÉ ÄÈÀÌÅÒ�ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K 6jV j.ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè òàê îðèåíòèðîâàòü ðåáðà ãðà�à G, ÷òîáû âîçíèê-øèé â ðåçóëüòàòå îðèåíòèðîâàííûé ãðà� áûë ñèëüíî ñâÿçåí è èìåë äèàìåòðíå áîëåå K?Èñòî÷íèê [79℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à �ÀÑÙÅÏËÅÍÈÅ ÌÍÎ-ÆÅÑÒÂÀ.Êîììåíòàðèé. Âàðèàíò çàäà÷è, â êîòîðîì ¾äèàìåòð¿ çàìåíåí íà ¾ðà-äèóñ¿, òàêæå NP -ïîëîí. Îáå çàäà÷è îñòàþòñÿ NP -ïîëíûìè ïðè K = 2.[Ò� 65℄ ÂÇÂÅØÅÍÍÛÉ ÄÈÀÌÅÒ�ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E), è íàáîð C, ñîñòîÿùèé èç jEjíåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ), è ïîëîæèòåëü-íîå öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ f : E !C, ÷òî ïðè èíòåðïðåòàöèè f(e) êàê äëèíû ðåáðà e äèàìåòð ãðà�à G íåïðåâîñõîäèò K? (Ò. å. ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âåðøèíàìè u; v 2 V èìååòñÿïóòü äëèíû íå áîëåå K.)Èñòî÷íèê [425℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à 3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à NP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå äàæå â òîì ñëó÷àå,êîãäà G � äåðåâî. Âàðèàíò çàäà÷è, â êîòîðîì ¾äèàìåòð¿ çàìåíÿåòñÿ ¾ðà-äèóñîì¿, èìååò òàêóþ æå ñëîæíîñòü. Åñëè C ñîñòîèò òîëüêî èç íóëåé èåäèíèö, òî îáà âàðèàíòà (ñ äèàìåòðîì è ðàäèóñîì) äëÿ äåðåâüåâ ðàçðåøè-ìû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, à äëÿ îáùèõ ãðà�îâ îñòàþòñÿ NP -ïîëíûìè,äàæå åñëè K �èêñèðîâàòü ðàâíûì 2 (äèàìåòð) èëè 1 (ðàäèóñ). Äëÿ îáùèõãðà�îâ âàðèàíò çàäà÷è, â êîòîðîì èùåòñÿ �óíêöèÿ, äàþùàÿ äèàìåòð íå ìå-íåå K, NP -ïîëîí â ñèëüíîì ñìûñëå, äëÿ äåðåâüåâ â ñëó÷àå äèàìåòðà çàäà÷àðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, à â ñëó÷àå ðàäèóñà NP -ïîëíà.A2. ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈÅ ÑÅÒÅÉA2.1. Îñòîâíûå äåðåâüÿ1 1Êàê ñèíîíèìû ÷àñòî óïîòðåáëÿþòñÿ òåðìèíû: äåðåâî-îñòîâ, îñòîâ ãðà�à, èëè ïðîñòîîñòîâ. � Ïðèì. ðåä.



230 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷[ÏÑ 1℄ ÎÑÒÎÂ Î��ÀÍÈ×ÅÍÍÎÉ ÑÒÅÏÅÍÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K 6jV j.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè â ãðà�å G îñòîâ, ó êîòîðîãî ñòåïåíè âñåõ âåð-øèí íå ïðåâîñõîäÿò K?Èñòî÷íèê. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÏÓÒÜ.Êîììåíòàðèé. Äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãîK > 2 çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé.[ÏÑ 2℄ ÎÑÒÎÂ Ñ ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÛÌ ×ÈÑËÎÌ ÂÈÑß×ÈÕÂÅ�ØÈÍÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K 6jV j.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè â ãðà�å G îñòîâ, ó êîòîðîãî íå ìåíåå K âåð-øèí ñòåïåíè 1?Èñòî÷íèê [152℄. Ê óêàçàííîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à ÄÎÌÈÍÈ�ÓÞ-ÙÅÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, åñëè G � ðåãóëÿðíûé ãðà�ñòåïåíè 4 èëè åñëè G � ïëàíàðíûé ãðà�, ñòåïåíè âåðøèí êîòîðîãî íå ïðå-âîñõîäÿò 4.[ÏÑ 3℄ ÎÑÒÎÂ Ñ Ê�ÀÒ×ÀÉØÈÌ ÏÎËÍÛÌ ÏÓÒÅÌÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V,E), öåëîå ÷èñëî B 2 Z+.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé îñòîâ T ãðà�à G, ÷òî ñóììà (ïî âñåìïàðàì âåðøèí u; v 2 G) äëèí ïóòåé îò u äî v â T íå ïðåâîñõîäèò K?Èñòî÷íèê [266℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à ÒÎ×ÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ3-ÌÍÎÆÅÑÒÂÀÌÈ.[ÏÑ 4℄ ÎÑÒÎÂ Î��ÀÍÈ×ÅÍÍÎ�Î ÄÈÀÌÅÒ�ÀÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E), âåñ w(e) 2 Z+ êàæäîé âåðøèíûe 2 E, à òàêæå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà B è D 6 jV j.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè â ãðà�å G òàêîé îñòîâ T , ÷òî ñóììà âåñîâð¼áåð èç T íå ïðåâîñõîäèò B è â T íåò ïðîñòîãî ïóòè, ÷èñëî ð¼áåð êîòîðîãîíå ïðåâîñõîäèò D?Èñòî÷íèê [125℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à ÒÎ×ÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ3-ÌÍÎÆÅÑÒÂÀÌÈ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîìD > 4 äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè âåñà ð¼áåð ïðèíèìàþò äâà çíà÷åíèÿ: 1 èëè2. Ëåãêî ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè D 6 3 èëè åñëè âåñà âñåõð¼áåð ðàâíû.[ÏÑ 5℄ÎÑÒÎÂÑÎ��ÀÍÈ×ÅÍÍÎÉÏ�ÎÏÓÑÊÍÎÉÑÏÎÑÎÁ-ÍÎÑÒÜÞÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) ñ âûäåëåííîé âåðøèíîé v0 2 V ,ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè 
(e) 2 Z+0 è äëèíà l(e) 2 Z+0 êàæäîãî ðåáðà e 2 E,ïîòðåáíîñòü r(v) 2 Z+0 äëÿ êàæäîé âåðøèíû v 2 V nfv0g è ãðàíèöà B 2 Z+0 .ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè â ãðà�å G òàêîé îñòîâ T , ÷òî ñóììà äëèí åãîð¼áåð íå ïðåâîñõîäèò B è äëÿ êàæäîãî ðåáðà e â T âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå



A2. Ïîñòðîåíèå ñåòåé 231Pu2U(e) r(u) 6 
(e) (ãäå U(e) �ìíîæåñòâî âåðøèí, äëÿ êîòîðûõ ïóòü â T ,ñîåäèíÿþùèé ýòó âåðøèíó ñ âåðøèíîé v0, ñîäåðæèò ðåáðî e)?Èñòî÷íèê [409℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à NP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå äàæå â òîì ñëó÷àå,åñëè âñå ïîòðåáíîñòè ðàâíû 1, à âñå ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè ðàâíû 3. Åñëèæå âñå ïîòðåáíîñòè ðàâíû 1, à ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè ðàâíû 2, òî çàäà÷àðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà âçâåøåííûõ ïàðîñî-÷åòàíèé. Åñëè âñå ïîòðåáíîñòè ðàâíû 0 èëè 2, à âñå ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòèðàâíû 1, òî çàäà÷à òàêæå ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (ñïîìîùüþ àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ ïîòîêîâ ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè, ñì., íà-ïðèìåð, [ÏÎ℄), íî åñëè âñå ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè ðàâíû 2, à ïîòðåáíîñòèè äëèíû ð¼áåð ðàâíû ëèáî 0, ëèáî 1, òî çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé [115℄.[ÏÑ 6℄ �ÅÎÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÉÎÑÒÎÂÑÎ��ÀÍÈ×ÅÍÍÎÉÏ�Î-ÏÓÑÊÍÎÉ ÑÏÎÑÎÁÍÎÑÒÜÞÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî P � Z�Z òî÷åê ïëîñêîñòè, âûäåëåííàÿòî÷êà p0 2 P , ïîòðåáíîñòü r(p) 2 Z+0 äëÿ êàæäîé p 2 P n p0, ïðîïóñêíàÿñïîñîáíîñòü 
 2 Z+ è ãðàíèöà B 2 Z+.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè â ïîëíîì ãðà�å G = (P; E) òàêîé îñòîâ T =(P; E0), ÷òî Pe2E0 d(e) 6 B (ãäå d((x1; y1), (x2; y2) = dr((x1 + x2)2 + (y1 �y2)2)1=2e� äèñêðåòíîå åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå), ïðè÷¼ì sumu2U(e)r(u) 6 
 äëÿ êàæ-äîãî ðåáðà e 2 E0 (ãäå U(e) � ìíîæåñòâî òàêèõ âåðøèí v, ÷òî ïóòü â äåðåâåT , ñîåäèíÿþùèé v ñ p0, ñîäåðæèò ðåáðî e)?Èñòî÷íèê [409℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à ÒÏ-3.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé è â òîì ñëó÷àå, åñëè âñå ïî-òðåáíîñòè ðàâíû ìåæäó ñîáîé.[ÏÑ 7℄ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÉ ÊÎÌÌÓÍÈÊÀÖÈÎÍÍÛÉ ÎÑÒÎÂÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ïîëíûé ãðà� G = (V; E), âåñ w(e) 2 Z+0 êàæäîãîðåáðà e 2 E, ïîòðåáíîñòü r(fu; vg) 2 Z+0 äëÿ êàæäîé ïàðû fu; vg âåðøèí èçV , ãðàíèöà B 2 Z+0 .ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè â G òàêîé îñòîâ T , ÷òîXu;v2V W (fu; vg) � r(fu; vg) 6 B;ãäå W (fu; vg) îáîçíà÷àåò ñóììó âåñîâ ð¼áåð ïóòè â T , ñîåäèíÿþùåãî u è v?Èñòî÷íèê [266℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à ÒÏ-3.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äàæå òîãäà, êîãäà âñå ïî-òðåáíîñòè ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Åñëè âñå âåñà ðàâíû ìåæäó ñîáîé, òî çàäà÷àðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ [227℄.[ÏÑ 8℄ ÈÇÎÌÎ�ÔÍÛÉ ÎÑÒÎÂÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E), äåðåâî T = (VT ; ET ).ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî G ñîäåðæèò îñòîâíîå äåðåâî, èçîìîð�íîå T ?Èñòî÷íèê. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÏÓÒÜ.



232 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ: (à) T� ïóòü, (á) T � ïîëíîå áèíàðíîå äåðåâî, ñì. [418℄, (â) T �3-çâåçäà (ò. å. VT =fv0g[ fui; vi; w:1 6 i 6 ng, ET = ffv0; uig, fui; vig, fvi; wig : 1 6 i 6 ng), ñì.[152℄. Åñëè G � ãðà� ïàðîñî÷åòàíèÿ èëè 2-çâåçäà, òî çàäà÷à ðàçðåøèìà çàïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Êëàññè�èêàöèþ ñëîæíîñòè ýòîé çàäà÷è äëÿ äðóãèõòèïîâ äåðåâüåâ ñì. â [418℄.[ÏÑ 9℄ K ÍÀÈËÓ×ØÈÕ ÎÑÒÎÂÎÂ (*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E), âåñ w(e) 2 Z+0 êàæäîãî ðåáðàe 2 E, ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà K è B.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè â G K ðàçëè÷íûõ îñòîâîâ, îáùèé âåñ êîòîðûõíå ïðåâîñõîäèò B?Èñòî÷íèê [260℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ïî Òüþðèíãó çàäà÷à �ÀÌÈËÜ-ÒÎÍÎÂ ÏÓÒÜ.Êîììåíòàðèé. Ïðèíàäëåæíîñòü ýòîé çàäà÷è êëàññó NP íå óñòàíîâëåíà.Çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (âðåìÿ, îãðà-íè÷åííîå ïîëèíîìîì îò jV j; K; logB;maxflog w(e) : e 2 Eg), ñì. [322℄, è,ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì K ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëè-íîìèàëüíîå âðåìÿ. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à ïåðå÷èñëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ KP -ïîëíîé. Îäíàêî âàðèàíò çàäà÷è ïåðå÷èñëåíèÿ, â êîòîðîì îòñóòñòâóþò âåñà,ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (ñì., íàïðèìåð, [198℄).[ÏÑ 10℄ ËÅÑ Ñ Î��ÀÍÈ×ÅÍÍÛÌÈ ÊÎÌÏÎÍÅÍÒÀÌÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E), âåñ w(v) 2 Z+0 êàæäîé âåðøèíûv 2 V , ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà K è B(K 6 jV j).ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè âåðøèíû èç V òàê ðàçáèòü íà íåïåðåñåêàþùèåñÿìíîæåñòâà V1; V2; ::: ; Vk (k 6 K), ÷òî ïîäãðà� ãðà�à G, èíäóöèðîâàííûéìíîæåñòâîì Vi, ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, à ñóììà âåñîâ âåðøèí èç Vi íå ïðåâîñõî-äèò B?Èñòî÷íèê [194℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à �ÀÇÁÈÅÍÈÅ ÍÀ ÏÓÒÈÄËÈÍÛ 2.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿNP -ïîëíîé è òîãäà, êîãäà âñå âåñà ðàâíû1, à B � ïðîèçâîëüíîå �èêñèðîâàííîå öåëîå ÷èñëî, áîëüøåå 2 [152℄. Çàäà÷àìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè G � äåðåâî èëè åñëè âñåâåñà ðàâíû 1 è B = 2 [194℄.[ÏÑ 11℄ ÂÅÒÂËÅÍÈÅ ÑÎ ÌÍÎ�ÈÌÈ ÂÀ�ÈÀÍÒÀÌÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû îðèåíòèðîâàííûé ãðà� G = (V; A), âåñ w(a) 2 Z+êàæäîé äóãè a 2 A ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà A íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâàA1; A2; ::: ; Am è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ïîäìíîæåñòâîA0 � A, ÷òîP a 2 A0w(a) >K, íèêàêèå äâå äóãè èç A0 íå îêàí÷èâàþòñÿ â îäíîé âåðøèíå, A0 íå ñî-äåðæèò öèêëîâ è A0 ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé äóãè èç êàæäîãî ìíîæåñòâàAi; 1 6 i 6 n?Èñòî÷íèê [152℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äàæå òîãäà, êîãäà G ñèëüíîñâÿçàí è åñëè âñå âåñà ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Åñëè jAi℄ = 1 äëÿ âñåõ i, òî



A2. Ïîñòðîåíèå ñåòåé 233çàäà÷à ïðåâðàùàåòñÿ ïðîñòî â çàäà÷ó îòûñêàíèÿ ¾âåòâëåíèÿ ìàêñèìàëüíî-ãî âåñà¿, ò. å. çàäà÷ó îòûñêàíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ìàòðîèäîâ, ðàçðåøèìóþçà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (ñì., íàïðèìåð, [512℄). (Â ñèëüíî ñâÿçíîì ãðà�åâåòâëåíèå ìàêñèìàëüíîãî âåñà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îðèåíòèðîâàííûéîñòîâ ìàêñèìàëüíîãî âåñà). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì åñëè ãðà� ñèììåòðè÷åí,òî çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å îá îñòîâå ñî ìíîãèìè âàðèàíòà-ìè (äðóãîé çàäà÷å î ïåðåñå÷åíèè äâóõ ìàòðîèäîâ) è îêàçûâàåòñÿ ðàçðåøè-ìîé çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ [509℄.[ÏÑ 12℄ ÄÅ�ÅÂÎ ØÒÅÉÍÅ�À ÍÀ ��ÀÔÅÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E), âåñ w(e) 2 Z+0 êàæäîãî ðåáðàe 2 E, ïîäìíîæåñòâî R 2 V è ïîëîæèòåëüíàÿ öåëàÿ ãðàíèöà B.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè â ãðà�å G òàêîå ïîääåðåâî, ñîäåðæàùåå âñåâåðøèíû èç R, ÷òî ñóììà âåñîâ ð¼áåð ýòîãî ïîääåðåâà íå ïðåâîñõîäèò B?Èñòî÷íèê [280℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à ÒÎ×ÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ3-ÌÍÎÆÅÑÒÂÀÌÈ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé è â òîì ñëó÷àå, åñëè G �äâóäîëüíûé ãðà�, íå èìåþùèé ð¼áåð, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû ìíîæåñòâà Rèëè V nR (ñì. [37℄), èëè åñëè G � ïëàíàðíûé ãðà� [149℄.[ÏÑ 13℄ �ÅÎÌÅÒ�È×ÅÑÊÎÅ ÄÅ�ÅÂÎ ØÒÅÉÍÅ�ÀÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî P � Z � Z òî÷åê íà ïëîñêîñòè è ïîëî-æèòåëüíîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî Q 2 Z �Z, ÷òîäëÿ ìíîæåñòâà âåðøèí P [Q ñóùåñòâóåò îñòîâ ñ âåñîì íå áîëåå K (ãäå âåñðåáðà f(x1; y1); (x2; y2)g ðàâåí d((x1��x2)2+(Y1��y2)2)1=2e � äèñêðåòíîìóåâêëèäîâó ðàññòîÿíèþ ìåæäó (x1; y1) è (x2; y2))?Èñòî÷íèê [142℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à ÒÏ-3.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷àNP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå. Îñòà¼òñÿNP -ïîëíîé,åñëè äèñêðåòíîå ðàññòîÿíèå çàìåíèòü ¾ìåòðèêîé òèïà L1¿: jx1�x2j+jy1�y2j(ñì. [149℄) ¾èëè ìåòðèêîé òèïà L1¿: maxfjx1 � x2j; jy1 � y2jg (ïîñëåäíÿÿìåòðèêà ïðè ïîâîðîòå íà 45Æ ýêâèâàëåíòíà ìåòðèêå L1). Çàäà÷à îñòà¼òñÿNP -òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå, åñëè ïðèíÿòü (íåäèñêðåòèçèðîâàííîå) åâ-êëèäîâî ðàññòîÿíèå ((x1 � x2)2 + (y1 � y2)2)1=2, íî â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðè-íàäëåæíîñòü çàäà÷è êëàññó NP íå óñòàíîâëåíà [142℄. Íåêîòîðûå ïîëèíîìè-àëüíûå àëãîðèòìû äëÿ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àåâ ìåòðèêè òèïà L1 ïðåäëîæåíûâ ðàáîòå [6℄.A2.2. �àçðåçû è ñâÿçíîñòü[ÏÑ 14℄ �ÀÇÁÈÅÍÈÅ ��ÀÔÀÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; A), âåñ w(v) 2 Z+ êàæäîé âåðøèíûv 2 V , äëèíà l(e) 2 Z+ êàæäîãî ðåáðà e 2 E, à òàêæå ïîëîæèòåëüíûå öåëûå÷èñëà K è J .



234 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà V íà íåïåðåñåêà-þùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà V1; V2; ::: ; Vm, ÷òîXv2Vi w(v) 6 K(äëÿ âñåõ i; 1 6 i 6 K);è åñëè E0 � E � ìíîæåñòâî ð¼áåð, èìåþùèõ êîíöû â ðàçíûõ ìíîæåñòâàõVi, òî Xe2E0 l(e) 6 J?Èñòî÷íèê [243℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à �ÀÇÁÈÅÍÈÅ ÍÀ Ò�Å-Ó�ÎËÜÍÈÊÈ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äëÿ �èêñèðîâàííîãî K > 3äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè âñå âåñà ðàâíû 1. Ïðè K = 2 çàäà÷à ìîæåò áûòüðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ìåòîäîì ïàðîñî÷åòàíèé.[ÏÑ 15℄ ÀÖÈÊËÈ×ÅÑÊÎÅ �ÀÇÁÈÅÍÈÅÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû îðèåíòèðîâàííûé ãðà� G = (V; A), âåñ w(v) 2 Z+êàæäîé âåðøèíû v 2 V , ñòîèìîñòü 
(a) 2 Z+ êàæäîé äóãè a 2 A, ïîëîæè-òåëüíûå öåëûå ÷èñëà B è K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà V íà íåïåðåñåêà-þùèåñÿ ìíîæåñòâà V1; V2; ::: ; Vm, ÷òî îðèåíòèðîâàííûé ãðà� G0 = (V 0; A0)(ãäå V 0 = fV1; V2; ::: ; Vmg è (Vi; Vj) 2 A0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (vi; vj) 2A äëÿ íåêîòîðûõ vi 2 Vi è vj 2 Vj) ÿâëÿåòñÿ àöèêëè÷åñêèì, ñóììà âåñîââåðøèí êàæäîãî èç ìíîæåñòâ Vi íå ïðåâîñõîäèò B è ñóììà ñòîèìîñòåé âñåõäóã, èìåþùèõ êîíöû â ðàçíûõ ìíîæåñòâàõ, íå ïðåâîñõîäèò K?Èñòî÷íèê [152℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à ÒÏ-3.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé è â òîì ñëó÷àå, åñëè w(v) = 1äëÿ âñåõ v 2 V è 
(a) = 1 äëÿ âñåõ a 2 A. Çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíàçà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè G ñîäåðæèò íåêîòîðûé ãàìèëüòîíîâ ïóòü.Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî äëÿ àöèêëè÷åñêèõ ãðà�îâ ìîæåò áûòü ïðîâåðåíî çàïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (ñì. [287℄). Åñëè G � äåðåâî, òî îáùàÿ çàäà÷à NP -ïîëíà â îáû÷íîì ñìûñëå, íî ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîåâðåìÿ (ñì. [365℄). Âñå òðè çàäà÷è ìîãóò áûòü ðåøåíû çà ïîëèíîìèàëüíîåâðåìÿ, åñëè âåñà âñåõ ð¼áåð ðàâíû ìåæäó ñîáîé (ñì. [194℄) èëè åñëè âåñàâñåõ âåðøèí ðàâíû ìåæäó ñîáîé (ñì. [152℄).[ÏÑ 16℄ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÛÉ �ÀÇ�ÅÇÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E), âåñ w(e) 2 Z+ êàæäîãî ðåáðàe 2 E, ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà V íà äâà òàêèõ íåïåðå-ñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâà V1 è Vi, ÷òî ñóììà âåñîâ ð¼áåð èç E, ñîåäèíÿþùèõâåðøèíû èç ìíîæåñòâ V1 è V2, íå ìåíåå K?Èñòî÷íèê [280℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÀß 2-ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, åñëè w(e) = 1 äëÿ âñåõ e 2E (îíà íàçûâàåòñÿ Ï�ÎÑÒÎÉ ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÛÉ �ÀÇ�ÅÇ), ñì. [157℄, è



A2. Ïîñòðîåíèå ñåòåé 235åñëè, êðîìå òîãî, â ãðà�å íåò âåðøèí ñòåïåíè áîëåå 3 ñì. [538℄. Åñëè G �ïëåíàðíûé ãðà�, òî çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ[195,406℄.[ÏÑ 17℄ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÉ �ÀÇ�ÅÇ Ñ Î��ÀÍÈ×ÅÍÈßÌÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) ñ äâóìÿ âûäåëåííûìè âåðøèíàìès; t 2 V , âåñ w(e) 2 Z+ êàæäîãî ðåáðà e 2 E, à òàêæå ïîëîæèòåëüíûå öåëûå÷èñëà B è K (B 6 jV j).ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà V íà äâà òàêèõ ïîäìíî-æåñòâà V1 è V2, ÷òî s 2 V1, t 2 V2; jV1j 6 B; jV2j 6 B è ñóììà âåñîâ ð¼áåð èçE, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû èç V1 è V2, íå ïðåâîñõîäèò K?Èñòî÷íèê [157℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à Ï�ÎÑÒÎÉ ÌÀÊÑÈ-ÌÀËÜÍÛÉ �ÀÇ�ÅÇ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äëÿ S = jV j=2 è åñëè w(e) =1 äëÿ âñåõ e 2 E. Åñëè B = jV j, òî îíà ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìè-àëüíîå âðåìÿ ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè òåîðèè ïîòîêîâ â ñåòÿõ.[ÏÑ 18℄ ÄÂÓÑÂßÇÍÎÅ ÏÎÏÎËÍÅÍÈÅÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) , âåñ w(fu; vg) 2 Z+ êàæäîé íåóïî-ðÿäî÷åííîé ïàðû fu; vg âåðøèí èç V è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî B.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ìíîæåñòâî E0, ñîñòîÿùåå èç íåóïîðÿ-äî÷åííûõ ïàð âåðøèí V , ÷òî Pe2E0 w(e) 6 B è ãðà� G0 = (V; E [ E0) �äâóñâÿçåí (ãðà� íàçûâàåòñÿ äâóñâÿçíûì, åñëè ïîñëå óäàëåíèÿ ëþáîé îò-äåëüíîé âåðøèíû îí îñòà¼òñÿ ñâÿçíûì)?Èñòî÷íèê [113℄. Ê äàííîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÖÈÊË.Êîììåíòàðèé. Áëèçêàÿ çàäà÷à, â êîòîðîé ãðà� G0 ð¼áåðíî ñâÿçàí (ò. å.íå ðàñïàäàåòñÿ ïîñëå óäàëåíèÿ îäíîãî ðåáðà), òàêæå NP -ïîëíà. Îáå çàäà÷èîñòàþòñÿ NP -ïîëíûìè, åñëè âñå âåñà ðàâíû ëèáî 1, ëèáî 2 è E ïóñòî. Îáåçàäà÷è ìîãóò áûòü ðåøåíû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè âñå âåñà ðàâíûìåæäó ñîáîé.[ÏÑ 19℄ ÑÈËÜÍÎ ÑÂßÇÍÎÅ ÏÎÏÎËÍÅÍÈÅÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû îðèåíòèðîâàííûé ãðà� G = (V; A), âåñ w(u; v) 2 Z+êàæäîé óïîðÿäî÷åííîé ïàðû âåðøèí (u; v) 2 V �V è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå÷èñëî B.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ìíîæåñòâî A0 óïîðÿäî÷åííûõ ïàð âåð-øèí èç V , ÷òî Pa2A0 w(a) 6 B è ãðà� G0 = (V; A [ A0) ñèëüíî ñâÿçåí?Èñòî÷íèê [113℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÖÈÊË.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, åñëè âñå âåñà ðàâíû 1 èëè2, à A ïóñòî. Ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè âñå âåñàðàâíû ìåæäó ñîáîé.[ÏÑ 20℄ ÍÀÄ�ÆÍÎÑÒÜ ÑÅÒÈ (*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E), ïîäìíîæåñòâî V 0 � V , äëÿ êàæ-äîãî e 2 E ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî p(e), 0 6 p(e) 6 1,� âåðîÿòíîñòü íåèñïðàâ-íîñòè, ïîëîæèòåëüíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî q 6 1.



236 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå ìåíüøåé q, ëþáûå äâå âåð-øèíû èç V ñîåäèíåíû ïî êðàéíåé ìåðå îäíèì ïóòåì, íå ñîäåðæàùèì íåèñ-ïðàâíûõ ð¼áåð. (Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåèñïðàâíîñòè â ðåáðàõ âîçíèêàþòíåçàâèñèìî.)Èñòî÷íèê [458℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÄÅ�ÅÂÎ ØÒÅÈÍÅ�À ÍÀ��ÀÔÅ.Êîììåíòàðèé. Ïðèíàäëåæíîñòü ýòîé çàäà÷è êëàññó NP íå óñòàíîâëåíà.Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè jV 0j > 2 [523℄. Àíà-ëîãè÷íàÿ çàäà÷à, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû êàæäóþ ïàðó âåðøèí èç Vñîåäèíÿëè ïî êðàéíåé ìåðå äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïóòè, NP -òðóäíà äàæåòîãäà, êîãäà V 0 = V , [28℄. Åñëè G � îðèåíòèðîâàííûé ãðà� è òðåáóåòñÿ âû-ÿñíèòü, ñóùåñòâóåò ëè îðèåíòèðîâàííûé ïóòü, ñîåäèíÿþùèé ëþáóþ ïàðóóïîðÿäî÷åííûõ âåðøèí â V , òî çàäà÷à NP -òðóäíà êàê ïðè jV 0j = 2 [523℄,òàê è ïðè V 0 = V [27℄. Ìíîãèå çàäà÷è ïåðå÷èñëåíèÿ ïîäãðà�îâ, óäîâëåòâî-ðÿþùèõ óêàçàííûì âûøå ñâîéñòâàì, KP -ïîëíû (ñì. [523℄).[ÏÑ 21℄ ÂÛÆÈÂÀÅÌÎÑÒÜ ÑÅÒÈ (*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E), äëÿ êàæäîãî x 2 V [E ðàöèîíàëü-íîå ÷èñëî p(x), 0 6 p(x) 6 1,� ¾âåðîÿòíîñòü íåèñïðàâíîñòè¿, ïîëîæèòåëüíîåðàöèîíàëüíîå ÷èñëî q 6 1.ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äëÿ âñåõ u; v 2 E ïîêðàéíåé ìåðå îäèí ýëåìåíò u; v èëè fu; vg íåèñïðàâåí, íå ìåíüøå q? (Âïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íåèñïðàâíîñòè ð¼áåð è âåðøèí íåçàâèñèìû.)Èñòî÷íèê [458℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÂÅ�ØÈÍÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ.Êîììåíòàðèé. Ïðèíàäëåæíîñòü ýòîé çàäà÷è êëàññó NP íå óñòàíîâëåíà.A2.3. Çàäà÷è î ìàðøðóòàõ[ÏÑ 22℄ ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅ�ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî C, âêëþ÷àþùåå m ãîðîäîâ, ðàññòîÿíèåd(
i; 
j) 2 Z+ ìåæäó êàæäîé ïàðîé ãîðîäîâ 
i; 
j 2 C è ïîëîæèòåëüíîåöåëîå ÷èñëî B.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ìàðøðóò äëèíû íå áîëåå B, ïðîõîäÿùèé ÷åðåçâñå ãîðîäà èç C? Èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ïåðåñòàíîâêà ãîðîäîâ< 
�(1); 
�(2); ::: ; 
�(m) >, ÷òîm�1Xi=1 d(
�(i); 
�(i+1)) + d(
�(m); 
�(m)) 6 B?Èñòî÷íèê. Ê çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÖÈÊË.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿNP -ïîëíîé è â òîì ñëó÷àå, êîãäà d(
i; 
j) 2f1; 2g äëÿ âñåõ 
i; 
j 2 C. Îñîáûå, ðàçðåøèìûå çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿñëó÷àè ýòîé çàäà÷è îáñóæäàþòñÿ â ðàáîòàõ [172, 160, 510℄. Âàðèàíò ýòîéçàäà÷è, â êîòîðîì èùåòñÿ ìàðøðóò ñî ñðåäíèì âðåìåíåì ïðèáûòèÿ, íå ïðå-âîñõîäÿùèì B, òàêæå NP -ïîëîí (ñì. [469℄).



A2. Ïîñòðîåíèå ñåòåé 237[ÏÑ 23℄ �ÅÎÌÅÒ�È×ÅÑÊÀß ÇÀÄÀ×À ÎÊÎÌÌÈÂÎßÆÅ�ÅÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî P � Z � Z òî÷åê íà ïëîñêîñòè è ïîëî-æèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî B.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ìàðøðóò äëèíû, íå áîëüøåéB, äëÿ èíäèâèäó-àëüíîé çàäà÷è ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅ�, â êîòîðîé C = P è d((x1; y1); (x2; y2)) =d((x1 � x2)2 + (y1 � y2)2)1=2e �åâêëèäîâî äèñêðåòíîå ðàññòîÿíèå?Èñòî÷íèê [410, 141℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à ÒÏ-3.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à NP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå. Îíà îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé â ñèëüíîì ñìûñëå äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè ðàññòîÿíèå çàìåíèòüìåòðèêîé òèïà L1 [141℄ (èëè ìåòðèêîé L1, êîòîðàÿ ïîñëå ïîâîðîòà íà 45Æñòàíîâèòñÿ ýêâèâàëåíòíîé ìåòðèêå L1). Çàäà÷à îñòà¼òñÿNP -òðóäíîé â ñèëü-íîì ñìûñëå, åñëè ïðèíÿòü îáû÷íóþ (íå äèñêðåòíóþ) åâêëèäîâó ìåòðèêó, íîâ ýòîì ñëó÷àå ïðèíàäëåæíîñòü ýòîé çàäà÷è êëàññó NP íå óñòàíîâëåíà [141℄.[ÏÑ 24℄ ÇÀÄÀ×À ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅ�À Ñ Î��ÀÍÈ×ÅÍÍÛÌÈ�ÀÑÑÒÎßÍÈßÌÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî C, ñîñòîÿùåå èç m ãîðîäîâ, ðàññòîÿíèåd(
i; 
j) 2 Z+ ìåæäó êàæäîé ïàðîé ãîðîäîâ 
i; 
j 2 C è ïîëîæèòåëüíîåöåëîå ÷èñëî B.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ìàðøðóò, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âñå ãîðîäà è íåñîäåðæàùèé ð¼áåð äëèíû, áîëüøåé B? Ò.å. ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ïåðåñòàíîâ-êà ãîðîäîâ < 
�(1); 
�(2); ::: ; 
�(m) >, ÷òî d(
�(i); 
�(i+1)) 6 B ïðè 1 6 i 6 mè d(
�(m); 
�(1)) 6 B?Èñòî÷íèê. Ê äàííîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÖÈÊË.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, äàæå åñëè d(
i; 
j) 2 f1; 2gäëÿ âñåõ 
i; 
j 2 C. Âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è, ðàçðåøèìûé çà ïîëè-íîìèàëüíîå âðåìÿ, îïèñàí â ðàáîòå [172℄.[ÏÑ 25℄ÊÈÒÀÉÑÊÈÉÏÎ×ÒÀËÜÎÍÄËßÑÌÅØÀÍÍÛÕ��À-ÔÎÂÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ñìåøàííûé ãðà� G = (V; A; E), ãäå A � ìíîæå-ñòâî îðèåíòèðîâàííûõ ð¼áåð, E � ìíîæåñòâî íåîðèåíòèðîâàííûõ ð¼áåð âV ; äëèíà l(e) 2 Z+0 êàæäîãî ðåáðà e 2 A [ E, ãðàíèöà B 2 Z+.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè â ãðà�å G öèêë äëèíû íå áîëåå B, âêëþ÷àþ-ùèé ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ðàç êàæäîå îðèåíòèðîâàííîå è êàæäîå íåîðèåí-òèðîâàííîå ðåáðî, ïðè÷¼ì îðèåíòèðîâàííûå ðåáðà äîëæíû âõîäèòü â öèêëòîëüêî ñ ïðàâèëüíîé îðèåíòàöèåé?Èñòî÷íèê [480℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè äëè-íû âñåõ ð¼áåð ðàâíû ìåæäó ñîáîé, ãðà� G ïëàíàðåí è ìàêñèìóì ñòåïåíåéâåðøèí â í¼ì ðàâåí 3. Åñëè ëèáî A, ëèáî E ïóñòî (ò. å. G � ëèáî îðèåíòè-ðîâàííûé, ëèáî íåîðèåíòèðîâàííûé ãðà�), òî çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíàçà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ [109℄.[ÏÑ 26℄ ÇÀÄÀ×À Î ÏÎÄÚÅÌÍÎÌ Ê�ÀÍÅÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ñìåøàííûé ãðà� G = (V; A; E), äëèíà l(a) 2 Z+0êàæäîãî ýëåìåíòà e 2 A [ E, ãðàíèöà B 2 Z+.



238 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè â ãðà�å G öèêë äëèíû íå áîëåå B, âêëþ÷à-þùèé êàæäîå îðèåíòèðîâàííîå ðåáðî èç A ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ðàç èïðîõîäÿùèé èõ òîëüêî â ïðàâèëüíîì íàïðàâëåíèè?Èñòî÷íèê [130℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÖÈÊË.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè äëè-íû âñåõ ð¼áåð ðàâíû 1. Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à î ïóòè (ñ çàðàíåå âûáðàííûìèêîíöàìè èëè áåç íèõ) òàêæå NP -ïîëíà.[ÏÑ 27℄ ÑÅËÜÑÊÈÉ ÏÎ×ÒÀËÜÎÍÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E), äëèíà l(e) 2 Z+0 êàæäîãî ðåáðàe 2 E, ïîäìíîæåñòâî E0 2 E è ãðàíèöà B 2 Z+0 .ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè â G öèêë, âêëþ÷àþùèé êàæäîå ðåáðî èç E0 èèìåþùèé äëèíó íå áîëåå B?Èñòî÷íèê [335℄. Ê äàííîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÖÈÊË.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äàæå òîãäà, êîãäà l(e) = 1äëÿ âñåõ e 2 E. Òî æå ñàìîå âåðíî äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ ãðà�îâ.[ÏÑ 28℄ ÑÀÌÛÉ ÄËÈÍÍÛÉ ÖÈÊËÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E), äëèíà l(e) 2 Z+ êàæäîãî ðåáðàe 2 E, ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè â G öèêë äëèíû íå ìåíåå K (ò. å. òàêîé öèêë,ñóììà äëèí ð¼áåð êîòîðîãî íå ìåíåå K)?Èñòî÷íèê. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÖÈÊË.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé è â òîì ñëó÷àå, åñëè l(e) = 1äëÿ âñåõ e 2 E, Òî æå ñàìîå âåðíî è äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ â îðè-åíòèðîâàííûõ ãðà�àõ. Åñëè G � îðèåíòèðîâàííûé ãðà� òóðíèðà è l(e) = 1äëÿ âñåõ e 2 E, òî çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðå-ìÿ [393℄. Àíàëîãè÷íûå çàäà÷è äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ è íåîðèåíòèðîâàííûõãðà�îâ, â êîòîðûõ èùåòñÿ öèêë äëèíû, íå ïðåâîñõîäÿùåéK, ìîãóò áûòü ðå-øåíû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (ñì., íàïðèìåð, [254℄), íî åñëè äîïóñêàþòñÿðåáðà îòðèöàòåëüíîé äëèíû, òî çàäà÷à NP -ïîëíà.[ÏÑ 29℄ ÑÀÌÛÉ ÄËÈÍÍÛÉ ÏÓÒÜÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E), äëèíà l(e) 2 Z+ êàæäîãî ðåáðàe 2 E, ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K, âûäåëåííûå âåðøèíû s; t 2 V .ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè â ãðà�å G ïðîñòîé ïóòü äëèíû, íå ìåíüøåéK (ò. å. ïóòü, ó êîòîðîãî ñóììà äëèí ð¼áåð íå ìåíüøå K )?Èñòî÷íèê. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÏÓÒÜ ÌÅÆÄÓÄÂÓÌß ÂÅ�ØÈÍÀÌÈ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé è òîãäà, êîãäà l(e) = 1 äëÿâñåõ e 2 E . Òî æå ñàìîå âåðíî äëÿ àíàëîãè÷íîé çàäà÷è îòûñêàíèÿ îðèåíòè-ðîâàííîãî ïóòè â îðèåíòèðîâàííûõ ãðà�àõ. Äëÿ àöèêëè÷åñêèõ ãðà�îâ çà-äà÷à â îáùåì âèäå ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ [324℄. Àíà-ëîãè÷íûå çàäà÷è îá îðèåíòèðîâàííîì è íåîðèåíòèðîâàííîì ¾êðàò÷àéøåìïóòè¿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ãðà�îâ ìîãóò áûòü ðåøåíû çà ïîëèíîìèàëüíîåâðåìÿ (ñì., íàïðèìåð, [324℄), íî ñòàíîâÿòñÿ NP -ïîëíûìè, åñëè äîïóñêàþòñÿðåáðà îòðèöàòåëüíîé äëèíû.



A2. Ïîñòðîåíèå ñåòåé 239[ÏÑ 30℄ Ê�ÀÒ×ÀÉØÈÉ ÏÓÒÜ Ñ Î��ÀÍÈ×ÅÍÈÅÌ ÏÎ ÂÅ-ÑÓÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) ñ äâóìÿ âûäåëåííûìè âåðøèíàìès; t 2 V , äëèíà l(e) 2 Z+, âåñ w(e) 2 Z+ êàæäîãî ðåáðà e 2 E è ïîëîæè-òåëüíûå öåëûå ÷èñëà K è W .ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè â G ïðîñòîé ïóòü èç s â t, âåñà íå áîëåå W èäëèíû íå áîëåå K?Èñòî÷íèê [380℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ �ÀÇÁÈÅÍÈÅ.Êîììåíòàðèé. Äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ ãðà�îâ çàäà÷à òàêæå NP -ïîëíà.Îáå çàäà÷è ðàçðåøèìû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè âñå âåñà èëè âñåäëèíû ðàâíû ìåæäó ñîáîé.[ÏÑ 31℄ K Ê�ÀÒ×ÀÉØÈÕ ÏÓÒÅÉ (*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) ñ äâóìÿ âûäåëåííûìè âåðøèíàìès; t 2 V , äëèíà l(e) 2 Z+ êàæäîãî ðåáðà e 2 E è ïîëîæèòåëüíûå öåëûå÷èñëà B è K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè âGK ðàçëè÷íûõ ïóòåé îò s äî t, âåñà êîòîðûõíå ïðåâîñõîäÿò B?Èñòî÷íèê [260℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ïî Òüþðèíãó �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÏÓÒÜ.Êîììåíòàðèé. Ïðèíàäëåæíîñòü ýòîé çàäà÷è êëàññó NP íå óñòàíîâëåíà.Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à î êðàò÷àéøèõ öèêëàõ òàêæå NP -òðóäíà. Îáå çàäà÷èîñòàþòñÿ NP -òðóäíûìè è òîãäà, êîãäà l(e) = 1 äëÿ âñåõ e 2 E. Òî æåñàìîå âåðíî äëÿ àíàëîãè÷íûõ çàäà÷ â îðèåíòèðîâàííûõ ãðà�àõ. Îäíàêî âñåâàðèàíòû ýòîé çàäà÷è ìîãóò áûòü ðåøåíû çà ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ(ò. å. âðåìÿ, îãðàíè÷åííîå ïîëèíîìîì îò jV j, K è logB) è, ñëåäîâàòåëüíî,çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ÷èñëà K.Ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðå÷èñëèòåëüíûå çàäà÷è KP -ïîëíû.A2.4. Ïîòîêîâûå çàäà÷è[ÏÑ 32℄ ÏÎÒÎÊ ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÉ ��ÁÅ�ÍÎÉ ÑÒÎÈÌÎÑÒÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû îðèåíòèðîâàííûé ãðà� G = (V; A) ñ äâóìÿ âûäå-ëåííûìè âåðøèíàìè s è t, ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü 
(a) 2 Z+ è ñòîèìîñòüp(a) 2 Z+0 êàæäîé äóãè a 2 A, ïîòðåáíîñòü R 2 Z+, ãðàíèöà B 2 Z+.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ïîòîêîâàÿ �óíêöèÿ f : A! Z+0 , îáëàäàþùàÿñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:(1) f(a) 6 
(a) äëÿ âñåõ a 2 A;(2) P(u;v)2A f((u; v)) =P(u;v)2A f((v; u)) äëÿ âñåõ v 2 V n fs; tg (ò. å. âîâñåõ âåðøèíàõ v 2 V n fs; tg ïîòîê ñîõðàíÿåòñÿ);(3)Pu;t2A f((u; t))�Pt;u2A f((t; u)) > R (ò. å. â âåðøèíó t âòåêàåò ïîòîêâåëè÷èíû íå ìåíüøåR);(4) Pa2A0 p(a) 6 B, ãäå A0 = fa 2 A : f(a) 6= 0g?Èñòî÷íèê [115℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÒÏ-3.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé è òîãäà, êîãäà 
(a) = 2 èp(a) 2 f0; 1g äëÿ âñåõ a 2 A. Îíà ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ,
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(a) = 1 äëÿ âñåõ a 2 A [115℄ èëè åñëè óñëîâèå (4) çàìåíèòü óñëîâèåìPa2A p(a) � f(a) 6 B (ñì., íàïðèìåð, [324℄). Îäíàêî çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, åñëè óñëîâèå (4) çàìåíèòü óñëîâèåì Pa2A(p1(a)f(a)2 + p2(a)) 6 B[208℄.[ÏÑ 33℄ ÖÅËÎ×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÏÎÒÎÊ Â ÑÅÒÈ Ñ ÓÌÍÎÆÈ-ÒÅËßÌÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû îðèåíòèðîâàííûé ãðà� G = (V; A), âûäåëåííûå äâåâåðøèíû s è t, çàäàíû ¾óìíîæèòåëü¿ h(v) 2 Z+ äëÿ êàæäîé âåðøèíûv 2 V n fs; tg, ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü 
(a) 2 Z+ êàæäîé äóãè a 2 A èïîòðåáíîñòü R 2 Z+.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ïîòîêîâàÿ �óíêöèÿ f : A ! Z0, òàêàÿ ÷òîâûïîëíåíû óñëîâèÿ:(1) f(a) 6 
(a) äëÿ âñåõ a 2 A;(2) äëÿ âåðøèí v 2 V n fs; tg âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèåX(u;v)2A h(v) � f((u; v)) = X(u;v)2A f((u; v));(3) â âåðøèíó t ïðèòåêàåò ïîòîê, íå ìåíüøèé R?Èñòî÷íèê [463℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ �ÀÇÁÈÅÍÈÅ.Êîììåíòàðèé. Åñëè h(v) = 1 äëÿ âñåõ v 2 V n fs; tg, òî îíà ìîæåò áûòüðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè òåîðèè ïîòîêîââ ñåòÿõ. Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à, â êîòîðîé äîïóñêàþòñÿ íåöåëî÷èñëåííûå ïî-òîêè, ìîæåò áûòü ðåøåíà ìåòîäîì ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.[ÏÑ 34℄ ÏÎÒÎÊ Â ÑÅÒÈ Ñ Î��ÀÍÈ×ÅÍÈßÌÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû îðèåíòèðîâàííûé ãðà� G = (V; A) ñ äâóìÿ âûäå-ëåííûìè âåðøèíàìè s è t, ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü 
(a) 2 Z+ êàæäîé äóãèa 2 A, íàáîð P îðèåíòèðîâàííûõ ïóòåé â G è ïîòðåáíîñòü R 2 Z+.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ �óíêöèÿ g : P ! Z+0 , ÷òî åñëè f : A !Z+0 � ïîòîêîâàÿ �óíêöèÿ, çàäàâàåìàÿ ñîîòíîøåíèåì f(a) = Pp2P (a) g(p)(ãäå P (a) � P � ìíîæåñòâî âñåõ ïóòåé èç P , ñîäåðæàùèõ äóãó à), òî fóäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:(1) f(a) 6 
(a) äëÿ âñåõ a 2 A;(2) â êàæäîé âåðøèíå v 2 V n fs; tg ïîòîê ñîõðàíÿåòñÿ;(3) â âåðøèíó t âòåêàåò ïîòîê, íå ìåíüøèé R?Èñòî÷íèê [436℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, åñëè âñå 
(a) ðàâíû 1. Àíà-ëîãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ íåöåëî÷èñëåííûõ ïîòîêîâ ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ËÈ-ÍÅÉÍÎÅÏ�Î��ÀÌÌÈ�ÎÂÀÍÈÅ, íî âîïðîñ î íå ñîâïàäåíèè íàèëó÷øåãîðàöèîíàëüíîãî è íàèëó÷øåãî öåëî÷èñëåííîãî ïîòîêîâ ÿâëÿåòñÿNP -ïîëíûì.[ÏÑ 35℄ ÖÅËÎ×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÏÎÒÎÊ Â ÑÅÒÈ Ñ �ÎÌÎËÎ-�È×ÍÛÌÈ ÄÓ�ÀÌÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû îðèåíòèðîâàííûé ãðà� G = (V; A) ñ âüäåëåííûìèäâóìÿ âåðøèíàìè s è t, ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü 
(a) 2 Z+ êàæäîé äóãè



A2. Ïîñòðîåíèå ñåòåé 241a 2 A0, ïîòðåáíîñòü R 2 Z+ è ìíîæåñòâî H 2 A � A ¾ãîìîëîãè÷íûõ¿ ïàðäóã.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ïîòîêîâàÿ �óíêöèÿ f : A! Z+0 , ÷òî:(1) f(a) 6 
(a) äëÿ âñåõ a 2 A;(2) âî âñåõ âåðøèíàõ v 2 V n fs; tg ïîòîê ñîõðàíÿåòñÿ;(3) f(a) = f(a0) äëÿ âñåõ ïàð ãîìîëîãè÷íûõ äóã < a; a0 >2 H ;(4) â âåðøèíó t âòåêàåò ïîòîê, íå ìåíüøèé R?Èñòî÷íèê [463℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé è â òîì ñëó÷àå, åñëè 
(a) = 1äëÿ âñåõ a 2 A. (Ýòî ìîæíî äîêàçàòü ñ ïîìîùüþ ìîäè�èêàöèè êîíñòðóêöèèèç ðàáîòû [114℄.) Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à ñ íåöåëî÷èñëåííûìè ïîòîêàìè ïî-ëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ËÈÍÅÉÍÎÅ Ï�Î��ÀÌÌÈ�ÎÂÀÍÈÅ[251℄.[ÏÑ 36℄ ÖÅËÎ×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÏÎÒÎÊ Â ÑÅÒÈ Ñ �ÀÑÑËÎÅ-ÍÈßÌÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû îðèåíòèðîâàííûé ãðà� G = (V; A) ñ âûäåëåííûìèâåðøèíàìè s è t è òàêèå ¾ðàññëîåíèÿ¿ I1; I2; ::: ; Ik � A, ÷òî S16j6k Ij = A,ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè ðàññëîåíèé 
1; 
2; ::: ; 
k 2 Z+, ïîòðåáíîñòüR 2 Z+.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ïîòîêîâàÿ �óíêöèÿ f : A ! Z+0 , ÷òîâûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:(1) Pa2Ij f(a) 6 
j , äëÿ âñåõ j, 1 6 j 6 k;(2) â êàæäîé âåðøèíå v 2 V n fs; tg ïîòîê ñîõðàíÿåòñÿ;(3) â âåðøèíó t âòåêàåò ïîòîê, íå ìåíüøèé R?Èñòî÷íèê [463℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÍÅÇÀÂÈÑÈÌÎÅ ÌÍÎÆÅ-ÑÒÂÎ.Êîììåíòàðèé. Åñëè âñå ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè ðàâíû 1 è êàæäîå ðàñ-ñëîåíèå âêëþ÷àåò òîëüêî äâå äóãè, òî çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé. Àíàëî-ãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ íåöåëî÷èñëåííûõ ïîòîêîâ ìîæåò áûòü ðåøåíà ñ ïîìîùüþëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.[ÏÑ 37℄ÍÅÎ�ÈÅÍÒÈ�ÎÂÀÍÍÛÉÏÎÒÎÊ, Î��ÀÍÈ×ÅÍÍÛÉÑÍÈÇÓÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) ñ âûäåëåííûìè âåðøèíàìè s; t,ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü 
(e) 2 Z+ è íèæíÿÿ ãðàíèöà l(e) 2 Z+0 äëÿ êàæäîãîðåáðà einE, ïîòðåáíîñòü R 2 Z+.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ïîòîêîâàÿ �óíêöèÿf : f(u; v); (v; u) : fu; vg 2 Eg ! Z+0 ;÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:(1) äëÿ ëþáîãî fu; vg 2 E ëèáî f((u; v)) = 0, ëèáî f((v; u)) = 0(2) l(e) 6 maxff((u; v)); f((v; u))g 6 
(e) äëÿ âñåõ e = fu; vg 2 E;(3) âî âñåõ âåðøèíàõ vinV n fs; tg ïîòîê ñîõðàíÿåòñÿ;(4) â âåðøèíó t âòåêàåò ïîòîê, íå ìåíüøèé R?Èñòî÷íèê [251℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ.



242 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à NP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå äàæå â ñëó÷àå íåöå-ëî÷èñëåííûõ ïîòîêîâ. Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ ãðà�îâìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè âìå-ñòî ïîòîêà, íå ìåíüøåãî R, èñêàòü ïîòîê, íå áîëüøèé R [125℄ (ñì. òàêæå[324℄). Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à Î�ÈÅÍÒÈ�ÎÂÀÍÍÛÉ M -Ï�ÎÄÓÊÒÎÂÛÉÏÎÒÎÊ, Î��ÀÍÈ×ÅÍÍÛÉ ÑÍÈÇÓ ïðè âñåõ M > 2 è íåöåëî÷èñëåííûõïîòîêàõ, ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ËÈÍÅÉÍÎÅ Ï�Î��ÀÌÌÈ-�ÎÂÀÍÈÅ [251℄.[ÏÑ 38℄ Î�ÈÅÍÒÈ�ÎÂÀÍÍÛÉ ÄÂÓÕÏ�ÎÄÓÊÒÎÂÛÉ ÖÅ-ËÎ×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÏÎÒÎÊÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû îðèåíòèðîâàííûé ãðà� G = (V; A) ñ âûäåëåííûìèâåðøèíàìè s1; s2; t1 è t2, ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü 
(a) 2 Z+ êàæäîé äóãèa 2 A, ïîòðåáíîñòè R1; R2 2 Z+.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå äâå ïîòîêîâûå �óíêöèè f1; f2 : AtoZ+0 ,÷òî(1) f1(a) + f2(a) 6 
(a) äëÿ âñåõ a 2 A;(2) ïîòîê fi(i 2 f1; 2g) ñîõðàíÿåòñÿ âî âñåõ âåðøèíàõ v 2 V n fsi; tig;(3) äëÿ i 2 f1; 2g ïîòîê fi, âòåêàþùèé â âåðøèíó ti, íå ìåíüøå Ri?Èñòî÷íèê [114℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè
(a) = 1 äëÿ âñåõ a 2 A è R1 = 1. Âàðèàíò çàäà÷è, â êîòîðîì s1 = s2,t1 = t2 è ïî äóãàì ìîæåò ïåðåäàâàòüñÿ òîëüêî îäèí êîíêðåòíûé ïðîäóêò(äëÿ êàæäîé äóãè ñâîé), òàêæå ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíûì (ýòî ñëåäóåò èç ðàáîòû[114℄). Àíàëîãè÷íàÿ M -ïðîäóêòîâàÿ çàäà÷à ñ íåöåëî÷èñëåííûìè ïîòîêàìèïðè âñåõ M > 2 ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ËÈÍÅÉÍÎÅ Ï�Î-��ÀÌÌÈ�ÎÂÀÍÈÅ [251℄.[ÏÑ 39℄ÍÅÎ�ÈÅÍÒÈ�ÎÂÀÍÍÛÉÄÂÓÕÏ�ÎÄÓÊÒÎÂÛÉÖÅ-ËÎ×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÏÎÒÎÊÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà�G = (V; E) ñ âûäåëåííûìè âåðøèíàìè s1; s2; t1è t2, ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü 
(e) 2 Z+ êàæäîé äóãè e 2 E, ïîòðåáíîñòèR1; R2 2 Z+.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå äâå ïîòîêîâûå �óíêöèèf1; f2 : f(u; v); (v; u) : fu; vgg ! Z+0 , ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëî-âèÿ:(1) äëÿ ëþáîãî fu; vg 2 E è i 2 f1; 2g ëèáî fi((u; v)) = 0, ëèáî fi((v; u)) =0; (2) äëÿ âñåõ fu; vg 2 E âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèåmaxff1((u; v)); f1(v; u))g+maxff2((u; v)); f2((v; u))g 6 
(fu; vg);(3) ïîòîê fi(i 2 f1; 2g) ñîõðàíÿåòñÿ âî âñåõ âåðøèíàõ v 2 V n fsi; tig;(4) äëÿ i 2 f1; 2g ïîòîê fi, âòåêàþùèé â âåðøèíó ti, íå ìåíüøå Ri.Èñòî÷íèê [114℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ Î�ÈÅÍÒÈ�ÎÂÀÍÍÛÉÄÂÓÕ-Ï�ÎÄÓÊÒÎÂÛÉ ÖÅËÎ×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÏÎÒÎÊ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè
(e) = 1 äëÿ âñåõ e 2 E. Îíà ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñ-



A2. Ïîñòðîåíèå ñåòåé 243ëè 
(e) ÷¼òíî äëÿ âñåõ e 2 E. Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ íåöåëî÷èñëåííûõïîòîêîâ ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.[ÏÑ 40℄ ÍÅÏÅ�ÅÑÅÊÀÞÙÈÅÑß ÑÎÅÄÈÍßÞÙÈÅ ÏÓÒÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è íàáîð íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïàðâåðøèí (s1; t1); (s2; t2); ::: ; (sk; tk).ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî â G ñîäåðæèòñÿ k ïóòåé, ïîïàðíî íå èìåþùèõîáùèõ âåðøèí è ñîåäèíÿþùèõ si, è ti (äëÿ âñåõ i; 1 6 i 6 k)?Èñòî÷íèê [269, 281, 366℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Äëÿ ïëàíàðíûõ ãðà�îâ çàäà÷à îñòà¼òñÿNP -ïîëíîé [366℄.Äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî k > 2 ñëîæíîñòü çàäà÷è îñòà¼òñÿ îòêðûòîé, íîäëÿ ïëàíàðíûõ èëè òðàíçèòèâíûõ ãðà�îâ ïðè k = 2 çàäà÷à ðàçðåøèìà çàïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ [424℄. (Äëÿ îáùåé çàäà÷è ïðè k = 2 ïîëèíîìèàëü-íûé àëãîðèòì áûë àíîíñèðîâàí â ðàáîòå [487℄.) Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿïëàíàðíûõ èëè àöèêëè÷åñêèõ îðèåíòèðîâàííûõ ãðà�îâ G ïðè k = 2 ðàç-ðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, à äëÿ îáùèõ îðèåíòèðîâàííûõ ãðà�îâNP -ïîëíà [424℄.[ÏÑ 41℄ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎÅ×ÈÑËÎÎ��ÀÍÈ×ÅÍÍÛÕÍÅÏÅ-�ÅÑÅÊÀÞÙÈÕÑß ÏÓÒÅÉÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) ñ âûäåëåííûìè âåðøèíàìè s è t,à òàêæå ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà J è K(J; K 6 jV j).ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî â ãðà�å G ñîäåðæèòñÿ íå ìåíåå J ïóòåé èç s ât, ïîïàðíî íå èìåþùèõ îáùèõ âåðøèí è âêëþ÷àþùèõ íå áîëåå K ð¼áåð?Èñòî÷íèê [252℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãîK > 5. Ïðè K 6 4 îíà ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Çàäà÷à, âêîòîðîé èùóòñÿ ïóòè, íå ïåðåñåêàþùèåñÿ òîëüêî ïî ð¼áðàì, NP -ïîëíà ïðèâñåõ �èêñèðîâàííûõ K > 5, îíà ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äëÿK 6 3 è îòêðûòà äëÿ K = 4. Òå æå ñàìûå ðåçóëüòàòû èìåþò ìåñòî è âòîì ñëó÷àå, åñëè ãðà� è èñêîìûå ïóòè îðèåíòèðîâàíû. Çàäà÷à îòûñêàíèÿìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïóòåé èç s â t áåç îãðàíè÷åíèÿ íàèõ äëèíó ñòàíäàðòíûìè ïîòîêîâûìè ìåòîäàìè ðàçðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìè-àëüíîå âðåìÿ (êàê â ñëó÷àå ïóòåé, íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ïî âåðøèíàì, òàê èâ ñëó÷àå ïóòåé, íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ïî ð¼áðàì).[ÏÑ 42℄ ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎÅ ×ÈÑËÎ ÍÅÏÅ�ÅÑÅÊÀÞÙÈÕ-Ñß ÏÓÒÅÉ ÔÈÊÑÈ�ÎÂÀÍÍÎÉ ÄËÈÍÛÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàí ãðà� G = (V; E) ñ âûäåëåííûìè âåðøèíàìè s è t èçàäàíû ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà J è K(J; K 6 jV j).ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî â G ñîäåðæèòñÿ íå ìåíåå J ïóòåé èç s â t,ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ïî âåðøèíàì è âêëþ÷àþùèõ ðîâíî K ð¼áåð?Èñòî÷íèê [252℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äëÿ âñåõ K > 4. Ïðè K 6 3îíà ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ ïóòåé,íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ïî ð¼áðàì, NP -ïîëíà äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî K >4, çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðè K 6 2 è îòêðûòà ïðè



244 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷K = 3. Ýòè æå ðåçóëüòàòû èìåþò ìåñòî äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ ãðà�îâ èïóòåé, ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî âàðèàíò çàäà÷è, â êîòîðîì èùóòñÿ ïóòè,íå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïî äóãàì, ðàçðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðèK = 3 è îòêðûò ïðè K = 4.A2.5. �àçíîå[ÏÑ 43℄ ÊÂÀÄ�ÀÒÈ×ÍÀß ÇÀÄÀ×À Î ÍÀÇÍÀ×ÅÍÈÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû íåîòðèöàòåëüíûå öåëî÷èñëåííûå ñòîèìîñòè 
ij ; 1 6i; j 6 n, ðàññòîÿíèÿ dkl; 1 6 k; l 6 m, è ãðàíèöà B 2 Z+.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f : f1; 2; ::: ; ng !f1; 2; ::: ; mg, ÷òî nXi=1 X j = 1; j 6= in
ijdf(j) 6 B?Èñòî÷íèê [469℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÖÈÊË.Êîììåíòàðèé. ×àñòíûé ñëó÷àé ýòîé çàäà÷è, êîãäà dkl = k � l, 
ij = 
jiè 
ij 2 f0; 1g, íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ËÈÍÅÉÍÎÅ ÓÏÎ�ß-ÄÎ×ÅÍÈÅ è ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé. Îáùàÿ çàäà÷à îáñóæäàåòñÿ, íàïðèìåð,â êíèãå [161℄.[ÏÑ 44℄ ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈß ×ÈÑËÀ ÔÈÊÒÈÂÍÛÕ �ÀÁÎÒ ÂÑÅÒÈ ÏÅ�ÒÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû àöèêëè÷åñêèé ãðà� G = (V; A) (â êîòîðîì âåðøèíûïðåäñòàâëÿþò çàäàíèÿ, à äóãè � îãðàíè÷åíèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ) è ïîëîæè-òåëüíîå öåëîå ÷èñëî K 6 jV j.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ñåòü òèïà ÏÅ�Ò, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðà�ó G èèìåþùàÿ íå áîëååK �èêòèâíûõ äóã? Èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò ëè òàêîéîðèåíòèðîâàííûé àöèêëè÷åñêèé ãðà� G0 = (V; A0) (ãäå V 0 = fv�i ; v+i : v 2V g è f(v�i ; v+i : vi 2 V g � A0g), ÷òî jA0j 6 jV j +K è â G0 ñóùåñòâóåò ïóòüîò v=i ê v�i òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â G ñóùåñòâóåò ïóòü îò vi ê vj?Èñòî÷íèê [307℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÂÅ�ØÈÍÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ.[ÏÑ 45℄ Ò�ÈÀÍ�ÓËßÖÈß Ñ Î��ÀÍÈ×ÅÍÈÅÌÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E), êîîðäèíàòû x(v); y((v) 2 Z êàæ-äîé âåðøèíû v 2 V .ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ïîäìíîæåñòâî E0 2 E, ÷òî ìíîæåñòâîïðÿìîëèíåéíûõ îòðåçêîâ f[(x(u); y(u)); (x(v); y(v))℄g : fu; vg 2 E0 íà ïëîñ-êîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðèàíãóëÿöèþ ìíîæåñòâà òî÷åê f(x(v); y(v)) : v 2V g?Èñòî÷íèê [359℄.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé â ñèëüíîì ñìûñëå.[ÏÑ 46℄ ��ÀÔ ÏÅ�ÅÑÅ×ÅÍÈß ÎÒ�ÅÇÊÎÂ �ÅØ�ÒÊÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëàM; N .



A2. Ïîñòðîåíèå ñåòåé 245ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî G ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðà� ïåðåñå÷åíèÿ ìíî-æåñòâà ïðÿìîëèíåéíûõ îòðåçêîâ ðåøåòêèM�N? Èíà÷å ãîâîðÿ, ñóùåñòâóåòëè òàêîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f ìíîæåñòâà âåðøèí V â ìíî-æåñòâî ïðÿìîëèíåéíûõ îòðåçêîâ ïëîñêîñòè ñ êîíöàìè (x; y) è (z; w) (ãäå1 6 x 6 z 6 M , 1 6 y 6 w 6 N è ëèáî x = z, ëèáî y = w), ÷òî fu; vg 2 Eòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòðåçêè f(u) è f(v) ïåðåñåêàþòñÿ?Èñòî÷íèê [168℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ.Êîììåíòàðèé. Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à, â êîòîðîé ñïðàøèâàåòñÿ: ¾Âåðíîëè, ÷òî G ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðà� ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðåøåòêèM �N¿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé [168℄,[ÏÑ 47℄ ÂËÎÆÅÍÈÅ ��ÁÅ� Â �ÅØ�ÒÊÓÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà Mè N .ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f :V ! f1; 2; ::: ; Mg � f1; 2; ::: ; Ng, ÷òî åñëè fu; vg 2 E, f(u) = (x1; y1) èf(v) = (x2; y2), òî ëèáî x1 = x2, ëèáî y1 = y2 (ò. å. f(u) è f(v) ðàñïîëîæåíûíà îáùåé äëÿ íèõ ¾ëèíèè¿ ðåøåòêè) ?Èñòî÷íèê [168℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ.[ÏÑ 48℄ �ÅÎÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÑÂßÇÀÍÍÎÅÄÎÌÈÍÈ�ÓÞÙÅÅÌÍÎÆÅÑÒÂÎÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïëîñêîñòè P = Z �Z, ïîëîæè-òåëüíûå öåëûå ÷èñëà B è K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ïîäìíîæåñòâî P 0 � P , ÷òî jP 0j 6 K,êàæäàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà P n P 0 íàõîäèòñÿ íà åâêëèäîâîì ðàññòîÿíèè, íåïðåâîñõîäÿùåì B, îò íåêîòîðîé òî÷êè ìíîæåñòâà P 0 è ãðà� G = (P 0; E)ñâÿçåí (â ãðà�å G äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåáðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè íå ïðåâîñõîäèò B)?Èñòî÷íèê [344℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÏËÀÍÀ�ÍÀß 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé è â òîì ñëó÷àå, åñëè åâêëè-äîâà ìåòðèêà çàìåíÿåòñÿ ìåòðèêîé òèïà L1 èëè L1 [152℄.[ÏÑ 49℄ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÅÂ�ÅÌßÏÅ�ÅÄÀ×ÈÑÎÎÁÙÅÍÈßÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E), ïîäìíîæåñòâî V0 � V è ïîëîæè-òåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè çà âðåìÿ, íå ïðåâîñõîäÿùåå K, ¾ïåðåäàòü¿ ñîîá-ùåíèå îò áàçèñíîãî ìíîæåñòâà V0 êî âñåì äðóãèì âåðøèíàì? Èíà÷å ãîâî-ðÿ, ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü V0; E1; V1; E2; ::: ; Ek; Vk , ÷òîVi � V; Ei � E; VK = V è äëÿ âñåõ i; 1 6 i 6 K, âûïîëíåíû óñëîâèÿ: (1)ðîâíî îäèí êîíåö êàæäîãî ðåáðà èç ìíîæåñòâà Ei ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâóVi�1 (2) íèêàêèå äâà ðåáðà èç ìíîæåñòâà Ei íå èìåþò îáùåãî êîíöà è (3)Vi = Vi�1 [ fv : fu; vg 2 Eig?Èñòî÷íèê [152℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-Ñ. Äàëüíåéøèå ñâåäåíèÿ îáýòîé çàäà÷å ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [121℄.Êîììåíòàðèé. Ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì K > 4 çàäà÷à NP -ïîëíà, àïðè K = 1 ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïàðîñî-



246 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷÷åòàíèé. Â ñëó÷àå êîãäà jV0j = 1, çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, íî åñëè G �äåðåâî, òî îíà ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ [83℄.[ÏÑ 50℄ÌÈÍÈÌÀÊÑÍÎÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ ÖÅÍÒ�ÎÂÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E), âåñ w(v) 2 Z+0 êàæäîé âåðøèíûv 2 V , äëèíà l(e) 2 Z+0 êàæäîãî ðåáðà e 2 E, ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëîK 6 jV j è ïîëîæèòåëüíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî B.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ìíîæåñòâî P ìîùíîñòè K, ¾ñîñòîÿùååèç òî÷åê íà G¿ (òî÷êîé íà G íàçûâàåòñÿ ëèáî âåðøèíà ãðà�à G, ëèáî òî÷êàíà ðåáðå e 2 E, ãäå e ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïðÿìîëèíåéíûé îòðåçîê äëèíûl(e)), ÷òî åñëè d(v) � äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè îò âåðøèíû v äî áëèæàéøåéê íåé òî÷êå èç P , òî maxfd(v) � w(v) : v 2 V g 6 B?Èñòî÷íèê [278℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÄÎÌÈÍÈ�ÓÞÙÅÅÌÍÎÆÅ-ÑÒÂÎ.Êîììåíòàðèé. Ýòà çàäà÷à èçâåñòíà òàêæå ïîä íàçâàíèåì çàäà÷è î ¾p-öåíòðàõ¿. Çàäà÷à îñòà¼òñÿNP -ïîëíîé è òîãäà, êîãäà w(v) = 1 äëÿ âñåõ v 2 Vè l(e) = 1 äëÿ âñåõ e 2 E. Äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî K è äëÿ ïðîèçâîëü-íîãî K ïðè óñëîâèè, ÷òî G � äåðåâî, çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîåâðåìÿ [278℄. Âàðèàíò ýòîé çàäà÷è, â êîòîðîì P � ïîäìíîæåñòâî âåðøèí,òàêæå NP -ïîëîí, íî åñëè K �èêñèðîâàíî èëè G � äåðåâî, òî ðàçðåøèì çàïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ [493℄.[ÏÑ 51℄ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ ÖÅÍÒ�ÎÂ Ñ ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÉ ÑÓÌ-ÌÎÉÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E), âåñ w(v) 2 Z+0 êàæäîé âåðøèíûv 2 V , äëèíà l(e) 2 Z+0 êàæäîãî ðåáðà e 2 E, ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëîK 6 jV j è ïîëîæèòåëüíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî B.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ìíîæåñòâî P , ñîñòîÿùåå èç K ¾òî÷åêíà G¿, ÷òî åñëè d(v) � äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè îò v äî áëèæàéøåé ê íåéòî÷êè èç P , òî Pv2V d(v) � w(v) 6 B?Èñòî÷íèê [279℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÄÎÌÈÍÈ�ÓÞÙÅÅÌÍÎÆÅ-ÑÒÂÎ.Êîììåíòàðèé. Ýòà çàäà÷à èçâåñòíà òàêæå ïîä íàçâàíèåì çàäà÷è î ¾p-ìåäèàíå¿. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå P � V íå îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòèçàäà÷è. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, åñëè w(v) = 1 äëÿ âñåõ v 2 V è l(e) = 1äëÿ âñåõ einE. Åñëè K �èêñèðîâàíî èëè åñëè K ïðîèçâîëüíî, a G � äåðåâî,òî çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.A3. ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ È �ÀÇÁÈÅÍÈßA3.1. Ïîêðûòèå, ïðåäñòàâèòåëè è ðàñùåïëåíèå[Ì� 1℄ Ò��ÕÌÅ�ÍÎÅ ÑÎ×ÅÒÀÍÈÅ (3-Ñ)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíî ïîäìíîæåñòâî M � W�X�Y (ãäå W;X; Y � íåïåðå-ñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèå ïî q ýëåìåíòîâ).



A3. Ìíîæåñòâà è ðàçáèåíèÿ 247ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî âM ñîäåðæèòñÿ 3-ñî÷åòàíèå? Èíûìè ñëîâàìè,ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ïîäìíîæåñòâî M 0 2 M ÷òî jM 0j = q è íèêàêèå äâàýëåìåíòà íå èìåþò íè îäíîé îäèíàêîâîé êîîðäèíàòû?Èñòî÷íèê [280℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ (ñì. ðàçä. 3.1.2).Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé è â òîì ñëó÷àå, åñëèM ¾ñîâ-ìåñòèìî ïî ïàðàì¿, ò. å. äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a; b è 
 èìååò ìåñòî ñâîéñòâî:åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ýëåìåíòû w; x è y, ÷òî (a; b; y) 2 M; (a; x; 
) 2 M è(w; b; 
) 2 M , òî (a; b; 
) 2 M (ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâàòåîðåìû 3.1.2). Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé è òîãäà, êîãäà íè îäèí ýëåìåíòíå âõîäèò áîëåå ÷åì â òðè òðîéêè, îäíàêî åñëè íåò ýëåìåíòîâ, ñîäåðæàùèõñÿáîëåå ÷åì â äâóõ òðîéêàõ, òî çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ[152℄. Áëèçêàÿ çàäà÷à ÏÀ�ÎÑÎ×ÅÒÀÍÈÅ (â êîòîðîé M � W �X) òàêæåðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (ñì., íàïðèìåð, [324℄).[Ì� 2℄ ÒÎ×ÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ 3-ÌÍÎÆÅÑÒÂÀÌÈ (ÒÏ-3)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî X (òàêîå, ÷òî jX j = 3q), íàáîð C ïîä-ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X , ñîäåðæàùèõ ïî 3 ýëåìåíòà.ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî C ñîäåðæèò òî÷íîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà X ,ò. å. òàêîé ïîäíàáîð C 0 2 C, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò èç X ïðèíàäëåæèò ðîâíîîäíîìó ïîäìíîæåñòâó ñåìåéñòâà C?Èñòî÷íèê [280℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-Ñ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé è òîãäà, êîãäà íè îäèí ýëå-ìåíò èç X íå ïðèíàäëåæèò áîëåå ÷åì òðåì ïîäìíîæåñòâàì ñåìåéñòâà C,íî åñëè íè îäèí ýëåìåíò íå ïðèíàäëåæèò áîëåå ÷åì äâóì ïîäìíîæåñòâàìñåìåéñòâà C, òî çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ [152℄. Áëèçêàÿçàäà÷à ÒÎ×ÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ 2-ÌÍÎÆÅÑÒÂÀÌÈ òàêæå ðàçðåøèìà çàïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïàðîñî÷åòàíèé).[Ì� 3℄ ÓÏÀÊÎÂÊÀ ÌÍÎÆÅÑÒÂÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû íàáîð C êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ, ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëîK 6 jCj.ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî ìíîæåñòâî C ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå Kíåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ?Èñòî÷íèê [280℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÒÏ-3.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, äàæå åñëè j
j 6 3 äëÿ âñåõ
 2 C. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïàðîñî÷åòàíèé çàäà÷à ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëü-íîå âðåìÿ, êîãäà j
j 6 2 äëÿ âñåõ 
 2 C.[Ì� 4℄ �ÀÑÙÅÏËÅÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàí íàáîð C ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà S.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà S íà äâà ïîäìíî-æåñòâà, ÷òî íè îäíî ïîäìíîæåñòâî èç C íå ñîäåðæèòñÿ öåëèêîì íè â S1, íèâ S2?Èñòî÷íèê [360℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ Ï�È �ÀÇËÈ×ÍÛÕËÈÒÅ�ÀËÀÕ. Ýòà çàäà÷à èçâåñòíà òàêæå ïîä íàçâàíèåì �ÀÑÊ�ÀØÈÂÀ-ÅÌÎÑÒÜ �ÈÏÅ���ÀÔÀ Â ÄÂÀ ÖÂÅÒÀ.



248 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, äàæå êîãäà j
j 6 3 äëÿ âñåõ
 2 C. Åñëè j
j 6 2 äëÿ âñåõ 
 2 C, (òàêàÿ çàäà÷à íàçûâàåòñÿ �ÀÑÊ�ÀØÈ-ÂÀÅÌÎÑÒÜ ��ÀÔÀ Â ÄÂÀ ÖÂÅÒÀ), òî çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìè-àëüíîå âðåìÿ.[Ì� 5℄ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû íàáîð C ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà S, ïî-ëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K 6 jCj.ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî C ñîäåðæèò ïîêðûòèå ìîùíîñòè íå áîëåå K?Èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ïîäìíîæåñòâî C 0 2 C, ÷òî jC 0j 6 K (è ëþáîé ýëåìåíò èç S ïðèíàäëåæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíîìó ïîäìíîæåñòâóèç C 0?Èñòî÷íèê [280℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÒÏ-3.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äàæå òîãäà, êîãäà j
j 6 3 äëÿâñåõ 
 2 C. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïàðîñî÷åòàíèé çàäà÷à ðåøàåòñÿ çà ïîëèíî-ìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè j
j 6 2 äëÿ âñåõ 
 2 C.[Ì� 6℄ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ ÒÅÑÒÎÂÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû íàáîð C ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà S è ïî-ëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K 6 jCj.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé ïîäíàáîð C 0 2 C, ÷òî jC 0j 6 K è äëÿêàæäîé ïàðû ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ u; v 2 C ñóùåñòâóåò òåñò C 2 C 0, ñîäåð-æàùèé ðîâíî îäèí èç íèõ?Èñòî÷íèê [152℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-Ñ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, åñëè j
j 6 3 äëÿ ëþáîãî 
 2C2. Âàðèàíò ýòîé çàäà÷è, êîãäà C ìîæåò ñîäåðæàòü íå òîëüêî ìíîæåñòâàèç C, íî è èõ îáúåäèíåíèÿ, òàêæå NP -ïîëîí [247℄.[Ì� 7℄ ÁÀÇÈÑ ÑÅÌÅÉÑÒÂÀ ÌÍÎÆÅÑÒÂÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû íàáîð C ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà S è ïî-ëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K 6 jCj.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé íàáîð B ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà S, ÷òîjBj = K è äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà 
 2 C â B ñóùåñòâóåò òàêîé ïîäíàáîð,÷òî îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ ýòîãî ïîäíàáîðà ñîâïàäàåò ñ 
?Èñòî÷íèê [499℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÂÅ�ØÈÍÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à NP -ïîëíà, åñëè j
j 6 3 äëÿ ëþáîãî 
 2 C, è ñòà-íîâèòñÿ òðèâèàëüíîé, åñëè j
j 6 2 äëÿ êàæäîãî 
 2 C.[Ì� 8℄ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ Ï�ÅÄÑÒÀÂÈÒÅËÅÉÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû íàáîð C ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà S è ïî-ëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K 6 jSj.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ïîäìíîæåñòâî S0 � S, ÷òî jS0j 6 K è S0ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ýëåìåíò êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà èç C?Èñòî÷íèê [280℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÂÅ�ØÈÍÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè j
j 62 äëÿ âñåõ 
 2 C.2Äæ. Ê. Ëåíñòðà óêàçàë íàì, ÷òî ýòà çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ëîëíîé äàæå â òîì ñëó÷àå,êîãäà j
j 6 2 äëÿ ëþáîãî 
 2 C � Äîïîëíåíèå àâòîðîâ.



A3. Ìíîæåñòâà è ðàçáèåíèÿ 249[Ì� 9℄ ÌÎÄÅËÜ ÏÅ�ÅÑÅ×ÅÍÈß ÌÍÎÆÅÑÒÂÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíà ìàòðèöà A = (aij) ïîðÿäêà n � n ñ ýëåìåíòàìè èçZ+0 .ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé íàáîð ìíîæåñòâ C = fC1; C2; ::: ; Cng,÷òî äëÿ âñåõ i; j(1 6 i; j 6 n) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî aij = Ci \ Cj j?Èñòî÷íèê [77℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ �ÀÑÊ�ÀØÈÂÀÅÌÎÑÒÜ ��À-ÔÀ Â Ò�È ÖÂÅÒÀ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äàæå òîãäà, êîãäà aii = 3äëÿ âñåõ i; 1 6 i 6 m (è ñëåäîâàòåëüíî, âñå ìíîæåñòâà Ci èìåþò ìîùíîñòü,ðàâíóþ 3). Åñëè aii = 2, òî çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å î ðàñïîçíàâàíèèð¼áåðíîãî ãðà�à è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ(ñì., íàïðèìåð, [196℄).[Ì� 10℄ Ñ�ÀÂÍÈÒÅËÜÍÎÅ ÑÎÄÅ�ÆÀÍÈÅÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû äâà íàáîðàR = fR1; R2; ::: ; Rkg è S = fS1; S2; ::: ; Slgïîäìíîæåñòâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X è äëÿ âñåõ i è j(1 6 i 6 k, 1 6 j 6 l)âåñà w(Ri); w(Sj) 2 Z+.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ïîäìíîæåñòâî Y � X , ÷òîXY�Ri w(Ri) > XY�Sj w(Sj)?Èñòî÷íèê [429℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÂÅ�ØÈÍÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè âñåïîäìíîæåñòâà èç íàáîðîâ R è S èìåþò âåñà, ðàâíûå 1 [152℄.[Ì� 11℄ ÏÅ�ÅÑÅ×ÅÍÈÅ Ò��Õ ÌÀÒ�ÎÈÄÎÂÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû òðè ìàòðîèäà: (E; F1), (E; F2), (E; F3) è ïîëîæè-òåëüíîå öåëîå ÷èñëî K 6 jEj. (Ìàòðîèäîì (E; F ) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîýëåìåíòîâ E è òàêîå íåïóñòîå ñåìåéñòâî F ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà E, ÷òîâûïîëíåíî äâà óñëîâèÿ: (1) åñëè S 2 F , òî è ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæå-ñòâà S ïðèíàäëåæèò F , è (2) åñëè äëÿ äâóõ ìíîæåñòâ S; S0 2 F âûïîëíå-íî ñîîòíîøåíèå jSj = jS0j + 1, òî íàéä¼òñÿ òàêîé ýëåìåíò e 2 S n S0, ÷òî(S0 [ feg) 2 F:)ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ïîäìíîæåñòâî E0 2 E, ÷òî jE0j = K èE0 2 F1 [ F2 [ F3?Èñòî÷íèê. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-Ñ.Êîììåíòàðèé. Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à ÏÅ�ÅÑÅ×ÅÍÈÅ ÄÂÓÕ ÌÀÒ�Î-ÈÄÎÂ ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äàæå â òîì ñëó÷àå,åñëè ìàòðîèäû çàäàíû ïîñðåäñòâîì ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ, ðàñïî-çíàþùèõ åãî ñîñòàâëÿþùèå. Ïðè ýòîì ìîæíî äîïóñòèòü äàæå, ÷òîáû ýëå-ìåíòû e 2 E èìåëè âåñà w(e) 2 Z+, à öåëü çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè òàêîãîìíîæåñòâà E1 2 F1 [ F2, ÷òî åãî âåñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé (ñì., íàïðè-ìåð, [324℄).A3.2. Çàäà÷è î ìíîæåñòâàõ ñ âçâåøåííûìè ýëåìåíòàìè[Ì� 12℄ �ÀÇÁÈÅÍÈÅ



250 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî A è ðàçìåðû s(a) 2 Z+ âñåõýëåìåíòîâ a 2 A.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ïîäìíîæåñòâî A0 � A, ÷òîXa2A0 s(a) = Xa2AnA0 s(a)?Èñòî÷íèê [280℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-Ñ (ñì. ðàçä. 3.1.5).Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè ïî-òðåáîâàòü, ÷òîáû jA0j = jAj=2, èëè åñëè çàäàíî óïîðÿäî÷åíèå a1; a2; ::: ; a2nýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A è òðåáóåòñÿ, ÷òîáû A0 ñîäåðæàëî ðîâíî îäèí ýëå-ìåíò èç êàæäîé ïàðû a2i�1; a2i(1 6 i 6 n). Âñå ýòè çàäà÷è, îäíàêî, ìîãóòáûòü ðåøåíû ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ çà ïñåâäîïîëèíî-ìèàëüíîå âðåìÿ (ñì. ðàçä. 4.2).[Ì� 13℄ ÑÓÌÌÀ �ÀÇÌÅ�ÎÂÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî A, ðàçìåðû s(a) = Z+ âñåõýëåìåíòîâ a 2 A è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî B.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ïîäìíîæåñòâî A0 = A, ÷òî ñóììà ðàç-ìåðîâ åãî ýëåìåíòîâ ðàâíà B?Èñòî÷íèê [280℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ �ÀÇÁÈÅÍÈÅ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (ñì.ðàçä. 4.2).[Ì� 14℄ Ï�ÎÈÇÂÅÄÅÍÈÅ �ÀÇÌÅ�ÎÂÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî A, ðàçìåðû s(a) 2 Z+ âñåõýëåìåíòîâ a 2 A è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî B.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ïîäìíîæåñòâî A0 = A, ÷òî ïðîèçâåäåíèåðàçìåðîâ åãî ýëåìåíòîâ ðàâíî B?Èñòî÷íèê [538℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÒÏ-3.Êîììåíòàðèé3. Çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îòjAj;maxfs(a) : a 2 Ag.[Ì� 15℄ 3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî A, ñîñòîÿùåå èç 3m ýëåìåíòîâ, ãðàíèöàB 2 Z+ è òàêèå ðàçìåðû s(a) 2 Z+ âñåõ ýëåìåíòîâ a 2 A, ÷òî B=4 < s(a) <B=2 è Pa2A s(a) = mB.ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè ìíîæåñòâî A òàê ðàçáèòü íà m íåïåðåñåêàþùèõ-ñÿ ïîäìíîæåñòâ A1; A2; ::: ; Am, ÷òî äëÿ ëþáîãî i(1 6 i 6 m) âûïîëíåíîñîîòíîøåíèå Pa2Ai s(a) = B (çàìåòèì, ÷òî êàæäîå ìíîæåñòâî Ai äîëæíîñîäåðæàòü ðîâíî òðè ýëåìåíòà)?Èñòî÷íèê [145℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-Ñ (ñì. ðàçä. 4.2).Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à NP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå.[Ì� 16℄ Ò��ÕÌÅ�ÍÎÅ ÑÎ×ÅÒÀÍÈÅ Ñ Î��ÀÍÈ×ÅÍÈßÌÈÏÎ ÂÅÑÓ3Íà íåòî÷íîñòü â êîììåíòàðèè ê ýòîé çàäà÷å, äîïóùåííóþ â ïåðâîì èçäàíèè, óêàçàëíàì Ò. Èáàðàêè. � Äîïîëíåíèå àâòîðîâ.



A3. Ìíîæåñòâà è ðàçáèåíèÿ 251ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà W; X è Y , ñîäåðæà-ùèå ïî m ýëåìåíòîâ êàæäîå, ðàçìåð s(a) 2 Z+ êàæäîãî ýëåìåíòà a 2W [X [ Y è ãðàíèöà B 2 Z+.ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè ìíîæåñòâî W [ X [ Y òàê ðàçáèòü íà m íåïåðå-ñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ A1; A2; ::: ; Am, ÷òî êàæäîå Ai ñîäåðæèò ïî îäíîìóýëåìåíòó èç êàæäîãî ìíîæåñòâà W; X è Y è äëÿ âñåõ i(1 6 i 6 m) âûïîë-íåíû ñîîòíîøåíèÿ Xa2Ai s(a) = B?Èñòî÷íèê [152℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-Ñ (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû4.4).Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à NP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå.[Ì� 17℄ÏÀ�ÎÑÎ×ÅÒÀÍÈÅ Ñ Î��ÀÍÈ×ÅÍÈßÌÈ ÏÎ ÂÅÑÓÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà X è Y , êàæäîå èçêîòîðûõ ñîäåðæèò m ýëåìåíòîâ, ðàçìåðû s(a) 2 Z+ âñåõ ýëåìåíòîâ a 2X [Y è âåêòîð îãðàíè÷åíèé < B1; B2; ::: ; Bm > ñ ïîëîæèòåëüíûìè öåëûìèêîîðäèíàòàìè.ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè ìíîæåñòâî X [ Y òàê ðàçáèòü íà m íåïåðåñåêà-þùèõñÿ ìíîæåñòâ A1; A2; ::: ; Am, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò ïî îäíîìóýëåìåíòó èç X è Y , ÷òî Pa2Ai s(a) 2 Bi äëÿ âñåõ i(1 6 i 6 m)?Èñòî÷íèê. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ Ò��ÕÌÅ�ÍÎÅ ÑÎ×ÅÒÀÍÈÅ ÑÎ��ÀÍÈ×ÅÍÈßÌÈ ÏÎ ÂÅÑÓ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à NP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå, íî ðàçðåøèìà çàïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè B1 = B2 = ::: = Bm.[Ì� 18℄ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÎÆÈÄÀÍÈÅ ÑÓÌÌÛ ÊÎÌ-ÏÎÍÅÍÒÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû íàáîð C m-ìåðíûõ âåêòîðîâ v = (v1; v2; ::: ; vm) ñöåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè, ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà Kè B.ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè òàê ðàçáèòü C íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâàC1; C2; ::: ; CK , ÷òî KXi=1 max16j6m Xv2Ci vj! > BÈñòî÷íèê [152℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÒÏ-3. Ýòà çàäà÷à áûëà ïðåäëî-æåíà â ðàáîòå [534℄ è ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷å îá îòûñêàíèè ðàçáèåíèÿ, ìàêñè-ìèçèðóþùåãî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íàèáîëüøåé èç ñóìì êîìïîíåíò âïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå ìíîæåñòâà ðàçáèåíèÿ ðàâíîâåðîÿòíû.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷àNP -ïîëíà äàæå òîãäà, êîãäà âñå êîìïîíåíòû âåê-òîðîâ åñòü 0 èëè 1. �àçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè K �èêñè-ðîâàíî. Âàðèàíò ýòîé çàäà÷è, â êîòîðîì èùåòñÿ ðàçáèåíèå íà K íåïóñòûõìíîæåñòâ, äàþùåå ñóììó íå áîëåå B, ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíûì è òîãäà, êîãäàK = 3 è âñå êîìïîíåíòû âåêòîðîâ åñòü 0 èëè 1.[Ì� 19℄ÌÈÍÈÌÓÌ ÑÓÌÌÛ ÊÂÀÄ�ÀÒÎÂ



252 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî A, ðàçìåð s(a) 2 Z+ êàæäîãîýëåìåíòà a 2 A, ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà K è J (K 6 jAj).ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè ìíîæåñòâî A òàê ðàçáèòü íà K íåïåðåñåêàþùèõñÿìíîæåñòâ A1; A2; ::: ; AK , ÷òîKXi=1  Xa2Ai s(a)!2 6 J?Èñòî÷íèê. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ �ÀÇÁÈÅÍÈÅ èëè 3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à NP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå. Îíà NP -ïîëíà âîáû÷íîì ñìûñëå è ðàçðåøèìà çà ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðè ëþáîì�èêñèðîâàííîì K. Âàðèàíòû ýòîé çàäà÷è, â êîòîðûõ îãðàíè÷åíèå ÷èñëàìíîæåñòâ K çàìåíÿåòñÿ ëèáî îãðàíè÷åíèåì íà ìàêñèìàëüíóþ ìîùíîñòüìíîæåñòâ, ëèáî îãðàíè÷åíèåì íà ìàêñèìóì îáùåãî ðàçìåðà ìíîæåñòâ, òàê-æå NP -ïîëíû â ñèëüíîì ñìûñëå [535℄. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ NP -ïîëíîòà çàäà÷èñîõðàíÿåòñÿ ïðè çàìåíå ïîêàçàòåëÿ 2 íà ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî � > 1.[Ì� 20℄ K-å ÏÎ ÏÎ�ßÄÊÓ ÏÎÄÌÍÎÆÅÑÒÂÎ (*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî A, ðàçìåð s(a) 2 Z+ êàæäîãîýëåìåíòà a 2 A, ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà K è B.ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî ñóùåñòâóåò íå ìåíååK ðàçëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâA0 2 A, ñóììà ðàçìåðîâ ýëåìåíòîâ êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò B?Èñòî÷íèê [260℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÑÓÌÌÀ �ÀÇÌÅ�ÎÂ.Êîììåíòàðèé. Ïðèíàäëåæíîñòü ýòîé çàäà÷è êëàññó NP íå óñòàíîâëåíà.Çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (çà âðåìÿ, îãðàíè÷åííîåïîëèíîìîì îò K, jAj è InP s(a)) [322℄. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à ïåðå÷èñ-ëåíèÿ KP -ïîëíà.[Ì� 21℄ ÂÅÊÒÎ� K-é ÏÎ ÂÅËÈ×ÈÍÅ (*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ïîäìíîæåñòâà X1; X2; ::: ; Xm � Z+, ðàçìåð s(x) 2Z+ êàæäîãî ýëåìåíòà x 2 Xi(1 6 i 6 m) è ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà K,B. ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî ñóùåñòâóåò íå ìåíåå K ðàçëè÷íûõ m-ìåðíûõâåêòîðîâ (x1; x2; ::: ; xm) 2 X1 �X2 � :::�Xm, òàêèõ, ÷òî Pmi=1 s(xi) > B?Èñòî÷íèê [261℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ �ÀÇÁÈÅÍÈÅ.Êîììåíòàðèé. Ïðèíàäëåæíîñòü ýòîé çàäà÷è êëàññó NP íå èçâåñòíà.Çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðè �èêñèðîâàííîì K, à âîáùåì ñëó÷àå ðàçðåøèìà çà ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (âðåìÿ, îãðàíè-÷åííîå ïîëèíîìîì îò K;P jXij è lnP s(x)). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à ïå-ðå÷èñëåíèÿ KP -ïîëíà.A4. Õ�ÀÍÅÍÈÅ È ÏÎÈÑÊ ÄÀÍÍÛÕA4.1. Õðàíåíèå äàííûõ[ÕÏ 1℄ ÓÏÀÊÎÂÊÀ Â ÊÎÍÒÅÉÍÅ�Û



A4. Õðàíåíèå è ïîèñê äàííûõ 253ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî U ïðåäìåòîâ, ðàçìåð s(u) 2Z+ êàæäîãî ïðåäìåòà u 2 U , ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî B � âìåñòèìîñòüêîíòåéíåðà, ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà U íà íåïåðåñå-êàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà U1; U2; ::: ; Uk, ÷òî ñóììà ðàçìåðîâ ïðåäìåòîâ èçêàæäîãî ïîäìíîæåñòâà ui íå ïðåâîñõîäèò B?Èñòî÷íèê Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäÿòñÿ �ÀÇÁÈÅÍÈÅ È 3-�ÀÇÁÈÅ-ÍÈÅ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à NP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå. Äëÿ êàæäîãî �èê-ñèðîâàííîãî K > 2 îíà NP -ïîëíà è ðàçðåøèìà çà ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîåâðåìÿ. Ìåòîäîì ïîëíîãî ïåðåáîðà ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì B çàäà÷à ðå-øàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.[ÕÏ 2℄ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÅ �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ ÏÀÌßÒÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ äàííûõ A, ðàçìåð s(a) 2 Z+êàæäîãî ýëåìåíòà äàííûõ a 2 A, âðåìÿ ïîñòóïëåíèÿ r(a) 2 Z+0 è âðåìÿd(a) 2 Z+ îêîí÷àíèÿ ðàáîòû ñ ýëåìåíòîì äàííûõ a 2 A, ïîëîæèòåëüíîåöåëîå ÷èñëî D � ðàçìåð îáëàñòè ïàìÿòè.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè äëÿ ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ äàííûõ A äîïóñòè-ìîå ðàñïðåäåëåíèå ïàìÿòè? Èíà÷å ãîâîðÿ, ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ �óíêöèÿ� : A! f1; 2; ::: ; Dg, ÷òî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà a 2 A èíòåðâàëI(a) = [�(a); �(a) + s(a)� 1℄ñîäåðæèòñÿ â [1; D℄, ïðè÷¼ì äëÿ ëþáûõ a; a0 2 A, åñëè ìíîæåñòâî I(a)\I(a0) íå ïóñòî, òî ëèáî d(a) 6 r(a0), ëèáî d(a0) 6 r(a)?Èñòî÷íèê [501℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à NP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå äàæå â òîì ñëó÷àå,åñëè s(a) 2 f1; 2g äëÿ âñåõ a 2 A. Åñëè ðàçìåðû âñåõ ýëåìåíòîâ äàííûõîäèíàêîâû, òî çàäà÷à ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ àëãîðèòìàìè ðàñ-êðàñêè èíòåðâàëüíûõ ãðà�îâ (ñì., íàïðèìåð, [163℄).[ÕÏ 3℄ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈßÏÀÌßÒÈÄËßÑÒ�ÓÊÒÓ�ÛÄÀÍ-ÍÛÕ ¾PRUNED TRIE¿4ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî S, ñåìåéñòâî F �óíêöèé âèäàf : S ! Z+ è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f : S ! Z+ ðàçëè÷-íûõ �óíêöèè èç F , ÷òî äëÿ êàæäîé ïàðû ýëåìåíòîâ a; b 2 S ñóùåñòâóåòòàêîå i(1 6 i 6 m), ÷òî fi(a) 6= fi(b) è Pmi=1 N(i) 6 K (ãäå N(i)�÷èñëîðàçëè÷íûõ i-ìåðíûõ âåêòîðîâ X = (x1; x2; ::: ; xi), äëÿ êîòîðûõ èìåþò-ñÿ ïî êðàéíåé ìåðå 2 ýëåìåíòà 
 è d, òàêèå, ÷òî (f1(
); f2(
); ::: ; fi(
)) =(fi(d)f2(d); ldots; fi(d)) = X))?Èñòî÷íèê [87℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-Ñ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé è òîãäà, êîãäà âñå f 2 Fïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â ìíîæåñòâå f0; 1g. Âàðèàíòû çàäà÷è, âîçíèêàþùèåïðè çàìåíå ñòðóêòóðû äàííûõ ¾pruned trie¿ ñòðóêòóðîé äàííûõ ¾full trie¿,4Òåðìèí ¾trie¿ âîñõîäèò ê ðàáîòå Å. Fredkin ¾Trie memory¿. Comm. of the ACM, 1960,3, 9, è ïðîèñõîäèò, ïî-âèäèìîìó, îò ñëîâà reTRIEval. � Ïðèì. ðåä.
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ollapsed trie¿ èëè ¾pruned 0-trie¿, òàêæå NP -ïîëíû. Áëèçêàÿ çàäà÷à ¾ìè-íèìèçàöèÿ âðåìåíè äîñòóïà¿ òàêæå NP -ïîëíà äëÿ çàäà÷è ñî ñòðóêòóðîéäàííûõ pruned trie, â êîòîðîé èùåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü < f1; f2; ::: ; fn >�óíêöèé èç F , ðàçëè÷àþùèõ (êàê è âûøå) ëþáûå äâà ýëåìåíòà èç S, è îáëà-äàþùàÿ òåì ñâîéñòâîì, ÷òîPa2S L(a) 6 K, (ãäå âðåìÿ äîñòóïà L(a) ê ýëå-ìåíòó a 2 S îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàèìåíüøåå èç òàêèõ i, äëÿ êîòîðûõ íå ñóùå-ñòâóåò òàêîãî ýëåìåíòà b 2 S, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (f1(b); f2(b); ::: ; fi(b))ñîâïàäàåò ñ (f1(a); f2(a); ::: ; fi(a))).[ÕÏ 4℄ ÎÆÈÄÀÅÌÀß ÑÒÎÈÌÎÑÒÜ ÏÎÈÑÊÀÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî R çàïèñåé, ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî p(r) 2[0; 1℄ � âåðîÿòíîñòü îáðàùåíèÿ ê çàïèñè r 2 R (ïðè÷¼ì Pr2R p(r) = 1),÷èñëî ñåãìåíòîâ m è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà R íà òàêèå íåïåðåñåêà-þùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà R1; R2; ::: ; Rm, ÷òî ñóììà ïî âñåì óïîðÿäî÷åííûìïàðàì i; j(1 6 i; j 6 m) âåëè÷èí p(Ri) � p(Rj) � d(i; j) íå ïðåâîñõîäèò K(ãäå p(Ri) = Pr2Ri p(r) è ñòîèìîñòü ïåðåõîäà d(i; j) ðàâíà j � i � 1, åñëè1 6 i < j 6 m, è ðàâíà m� i+ j � 1, åñëè 1 6 j 6 i 6 m)?Èñòî÷íèê [84℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäÿòñÿ �ÀÇÁÈÅÍÈÅ è 3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à NP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå. Äëÿ êàæäîãî �èê-ñèðîâàííîãî m > 2 îíà NP -ïîëíà è ðàçðåøèìà çà ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîåâðåìÿ.[ÕÏ 5℄ Î��ÀÍÈÇÀÖÈß ÏÀÌßÒÈ Â ÂÈÄÅ ÊÎ�ÍÅÂÎ�Î ÄÅ-�ÅÂÀÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî X , íàáîð C = fX1; X2; ::: ; Xngïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X , ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé íàáîð C = fX 01; X 02; ::: ; X 0n) ïîäìíî-æåñòâ ìíîæåñòâà X , ÷òî Xi � X 0i ïðè âñåõ i(1 6 i 6 n),Pni=1 jX 0i �Xij 6 Kè ñóùåñòâóåò îðèåíòèðîâàííîå êîðíåâîå äåðåâî T (x; A), â êîòîðîì ýëåìåíòûêàæäîãî èç ïîäìíîæåñòâ X 0i; 1 6 i 6 n, îáðàçóþò îðèåíòèðîâàííûé ïóòü?Èñòî÷íèê [168℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ Â ÂÈÄÅÊÎ�ÍÅÂÎ�Î ÄÅ�ÅÂÀ.[ÕÏ 6℄ �ÀÇÌÅÙÅÍÈÅ ÔÀÉËÀ Ñ ÄÓÁËÈ�ÎÂÀÍÈÅÌÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàí ãðà� G = (V; E), äëÿ êàæäîé âåðøèíû v 2 V çàäàíûêîëè÷åñòâî îáðàùåíèé u(v) 2 Z+ è ñòîèìîñòü çàïîìèíàíèÿ s(v) 2 Z+, àòàêæå ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ïîäìíîæåñòâî V 0 � V , ÷òîXv2V 0 s(v) +Xv2V d(v) � u(v) 6 K?(Çäåñü d(v) îçíà÷àåò ÷èñëî ð¼áåð êðàò÷àéøåãî ïóòè â G, îò v äî ìíîæåñòâàV 0.)Èñòî÷íèê [529℄. Ê äàííîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÂÅ�ØÈÍÍÎÅ ÏÎÊ�Û-ÒÈÅ.



A4. Õðàíåíèå è ïîèñê äàííûõ 255Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à NP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå äàæå â òîì ñëó÷àå,êîãäà âñå âåðøèíû v 2 V èìåþò îäèíàêîâûå âåëè÷èíû u(v) è îäèíàêîâûåâåëè÷èíû s(v).[ÕÏ 7℄ ÂÛÁÎ� Ï�ÎÏÓÑÊÍÛÕ ÑÏÎÑÎÁÍÎÑÒÅÉÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî C ëèíèé ñâÿçè, ìíîæåñòâî ïðîïóñêíûõñïîñîáíîñòåé M � Z+, �óíêöèÿ ñòîèìîñòè g : C �M ! Z+, �óíêöèÿ d :C�M ! Z+ øòðà�à çà çàäåðæêó, òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ 
 2 C è i < j; i; j 2Mâûïîëíåíû íåðàâåíñòâà g(
; i) 6 g(
; j) è d(
; j) > d(
; j), à òàêæå çàäàíûïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà K è J .ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé âûáîð ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé � : C !M , ÷òî îáùàÿ ñòîèìîñòüP
2C g(
; �(
)) íå ïðåâîñõîäèò K, à îáùèé øòðà�çà çàäåðæêó P d(
; �(
)) íå ïðåâîñõîäèò J?Èñòî÷íèê [529℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÑÓÌÌÀ �ÀÇÌÅ�ÎÂ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.A4.2. Ñæàòèå è ïðåäñòàâëåíèå èí�îðìàöèè[ÕÏ 8℄Ê�ÀÒ×ÀÉØÀßÎÁÙÀßÍÀÄÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÜÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íûé àë�àâèò �, êîíå÷íîå ìíîæåñòâî R ñëîââ àë�àâèòå � è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ñëîâî w 2 ��, ÷òî jwj 6 K è êàæäîå ñëî-âî x 2 R åñòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëîâà w (ò. å. w = w0x1w1x2w2 ::: xkwk ,ãäå wi 2 ��, à x = x1; x2; ::: ; xk?Èñòî÷íèê [371℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÂÅ�ØÈÍÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äàæå òîãäà, êîãäà j�j = 2.Åñëè jRj = 2, òî îíà ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (äëÿ ÷åãî âíà÷à-ëå âû÷èñëÿåòñÿ íàèáîëüøàÿ îáùàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü). Òî æå ñàìîåâåðíî, åñëè jxj 6 2 äëÿ âñåõ x 2 R.[ÕÏ 9℄ Ê�ÀÒ×ÀÉØÅÅ ÎÁÙÅÅ ¾ÍÀÄÑËÎÂÎ¿ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íûé àë�àâèò �, êîíå÷íîå ìíîæåñòâî R ñëîâèç �� è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ñëîâî w 2 ��, ÷òî jwj 6 K è ëþáîå ñëîâîx 2 R åñòü ïîäñëîâî w, ò. å. w = w0xw1, ãäå wi 2 ��?Èñòî÷íèê [372℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÂÅ�ØÈÍÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅäëÿ êóáè÷åñêèõ ãðà�îâ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé è â òîì ñëó÷àå, åñëè j�j = 2èëè åñëè jxj 6 8 äëÿ âñåõ ñëîâ x 2 R è âñå ñëîâà èç R íå ñîäåðæàò ïîâòî-ðÿþùèõñÿ ñèìâîëîâ. Êîãäà jxj 6 2 äëÿ âñåõ x 2 R, òî çàäà÷à ðàçðåøèìà çàïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.[ÕÏ 10℄ÎÁÙÀßÏÎÄÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÜÍÀÈÁÎËÜ-ØÅÉ ÄËÈÍÛÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íûé àë�àâèò �, êîíå÷íîå ìíîæåñòâî R ñëîâèç �� è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.



256 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ñëîâî w 2 ��, ÷òî jwj > K è w � ïîäïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü êàæäîãî ñëîâà èç R?Èñòî÷íèê [371℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÂÅ�ØÈÍÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äàæå òîãäà, êîãäà j�j = 2.Åñëè K èëè jRj �èêñèðîâàíî, òî çàäà÷à ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ(ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [531℄). Àíàëî-ãè÷íàÿ çàäà÷à ÎÁÙÅÅ ÏÎÄÑËÎÂÎ ÍÀÈÁÎËÜØÅÉ ÄËÈÍÛ òðèâèàëü-íî ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.[ÕÏ 11℄ Î��ÀÍÈ×ÅÍÍÎÅ ÑÎÎÒÂÅÒÑÒÂÈÅ ÑÎÎÁÙÅÍÈÉÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íûé àë�àâèò �, äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a =(a1; a2; ::: ; an) è b = (b1; b2; ::: ; bn) ñëîâ èç �� è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëîK 6 n.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü i1; i2; ::: ; ik, ñîñòîÿ-ùàÿ èç k; k 2 K (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ), öåëûõ ÷èñåë èç îòðåçêà [1; n℄,÷òî ñëîâà ai1 ; ai2 ; ::: ; aik è bi1 ; bi2 ; ::: ; bik ñîâïàäàþò?Èñòî÷íèê [88℄. Îáùàÿ ñâîäèìîñòü5.Êîììåíòàðèé. Åñëè íà k íå íàëîæåíî âåðõíåå îãðàíè÷åíèå, òî çàäà÷àíåðàçðåøèìà (ñì., íàïðèìåð, [215℄).[ÕÏ 12℄ Ï�ÅÄÑÒÀÂËßÞÙÅÅ ÑËÎÂÎÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâîA ñëîâ â àë�àâèòå f0; 1; �g, èìå-þùèõ äëèíó, ðàâíóþ n.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ñëîâî x 2 f0; 1g�, ÷òî jxj = n è äëÿêàæäîãî ñëîâà a 2 A íàéä¼òñÿ òàêîå i; 1 6 i 6 n, ÷òî â ñëîâàõ x è a i-åñèìâîëû ñîâïàäàþò?Èñòî÷íèê [120℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.[ÕÏ 13℄ ÑÆÀÒÈÅ �ÀÇ�ÅÆÅÍÍÎÉ ÌÀÒ�ÈÖÛÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû (m �m)-ìàòðèöà A ñ ýëåìåíòàìè aij 2 f0; 1g, 1 6i 6 m, 1 6 j 6 n, è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K 6 mn.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (b1; b2; ::: ; bn+K), ñî-ñòîÿùàÿ èç öåëûõ ÷èñåë bi; 1 6 bi 6 m, è òàêàÿ �óíêöèÿ s : f1; 2; ::: ; mg !f1; 2; ::: ; Kg, ÷òî äëÿ âñåõ i è j(1 6 i 6 m; 1 6 j 6 n)aij = 1 òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà bs(i)+j = i?Èñòî÷íèê [116℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ �ÀÑÊ�ÀØÈÂÀÅÌÎÑÒÜ ��À-ÔÀ Â 3 ÖÂÅÒÀ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé ïðè K = 3.[ÕÏ 14℄ ÏÎÄÌÀÒ�ÈÖÀ ÑÎ ÑÂÎÉÑÒÂÎÌ ÑÂßÇÀÍÍÎÑÒÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû (m �m)-ìàòðèöà A ñ ýëåìåíòàìè 0 è 1 è ïîëîæè-òåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè â ìàòðèöå A ïîäìàòðèöà B ïîðÿäêà m �K,îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì ¾ñâÿçíîñòè åäèíèö¿ (ò. å. ïîäìàòðèöà B, ñòîëáöûêîòîðîé ìîæíî òàê ïåðåñòàâèòü, ÷òî â êàæäîé ñòðîêå âñå åäèíèöû èäóòïîäðÿä)?5Èìååòñÿ â âèäó ñâîäèìîñòü, îïèñàííàÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Êóêà. � Ïðèì.ðåä.



A4. Õðàíåíèå è ïîèñê äàííûõ 257Èñòî÷íèê [51℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÏÓÒÜ.Êîììåíòàðèé. Âàðèàíò ýòîé çàäà÷è, â êîòîðîì èùåòñÿ ïîäìàòðèöà B,îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì ¾öèêëè÷åñêîé ñâÿçíîñòè¿, ò.å. ïîäìàòðèöà, ñòîëáöûêîòîðîé ìîæíî ïåðåñòàâèòü òàê, ÷òî â êàæäîé ñòðîêå ëèáî âñå åäèíèöû,ëèáî âñå íóëè èäóò ïîäðÿä, òàêæåNP -ïîëîí. Îáå çàäà÷è ìîãóò áûòü ðåøåíûçà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè K = n (ò. å. åñëè ñïðàøèâàåòñÿ: ¾Âåðíî ëè,÷òî íóæíûì ñâîéñòâîì îáëàäàåò ñàìà ìàòðèöà A?¿). Ñì., íàïðèìåð, [132,54℄.[ÕÏ 15℄ �ÀÇÁÈÅÍÈÅ ÍÀ ÏÎÄÌÀÒ�ÈÖÛ ÑÎ ÑÂÎÉÑÒÂÎÌñâÿçíîñòèÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíà (0-1)-ìàòðèöà A ïîðÿäêà m� n.ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè òàê ðàçáèòü ñòðîêè ìàòðèöû íà äâå ïîäãðóïïû,÷òîáû ïîëó÷èâøèåñÿ â ðåçóëüòàòå ìàòðèöû ïîðÿäêîâ m1�n è m2�n(m1+m2 = m) îáëàäàëè ñâîéñòâîì ñâÿçíîñòè åäèíèö?Èñòî÷íèê [352℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÏÓÒÜ â êó-áè÷åñêîì ãðà�å.[ÕÏ 16℄ÄÎÏÎËÍÅÍÈÅÄÎÌÀÒ�ÈÖÛÑÎÑÂÎÉÑÒÂÎÌ ñâÿç-íîñòèÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû (0-1)-ìàòðèöà A ïîðÿäêà m � n è ïîëîæèòåëüíîåöåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ìàòðèöà A0, ïîëó÷àåìàÿ èç ìàòðèöû A çàìå-íîé â íåé íå áîëåå K íóëåâûõ ýëåìåíòîâ åäèíèöàìè, òàêàÿ, ÷òî A îáëàäàåòñâîéñòâîì ñâÿçíîñòè åäèíèö?Èñòî÷íèê [51,407℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ËÈÍÅÉÍÎÅ ÓÏÎ�ßÄÎ×Å-ÍÈÅ.Êîììåíòàðèé. Âàðèàíò çàäà÷è, êîãäà èùåòñÿ ìàòðèöà A, îáëàäàþùàÿñâîéñòâîì öèêëè÷åñêèõ åäèíèö, òàêæå NP -ïîëîí.[ÕÏ 17℄ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈß ×ÈÑËÀ ÁËÎÊÎÂÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû (0-1)-ìàòðèöà A ïîðÿäêà m � n è ïîëîæèòåëüíîåöåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ïåðåñòàíîâêà ñòîëáöîâ ìàòðèöû A, ÷òîïîëó÷èâøàÿñÿ â ðåçóëüòàòå ìàòðèöà B èìååò íå áîëåå K áëîêîâ èç ïîñëå-äîâàòåëüíî èäóùèõ åäèíèö, ò. å. íå áîëåå K òàêèõ ïàð èíäåêñîâ i; j, ÷òîbij = 1 è ëèáî bi;j+1 = 0, ëèáî j = n?Èñòî÷íèê [297℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÏÓÒÜ.Êîììåíòàðèé. Åñëè ñâîéñòâî << j = n >> çàìåíèòü ñâîéñòâîì ¾j = nè bi1 = 0¿, òî çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé [51℄. Åñëè K ðàâíî ÷èñëó ñòðîê(ìàòðèöû A), ñîäåðæàùèõ õîòÿ áû îäíó åäèíèöó, òî ýòè çàäà÷è ýêâèâàëåíò-íû çàäà÷àì î ïðîâåðêå íàëè÷èÿ ó ìàòðèöû A ñâîéñòâà ñâÿçíîñòè åäèíèöèëè öèêëè÷åñêîé ñâÿçíîñòè ñîîòâåòñòâåííî, è îíè ìîãóò áûòü ðåøåíû çàïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.[ÕÏ 18℄ Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÑÎ ÑÂÎÉÑÒÂÎÌ ÑÂßÇÍÎÑÒÈÓÑËÎÂÈÅ.Çàäàíû êîíå÷íûé àë�àâèò �, íàáîð C = f�1;�2; ::: ;�ngïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà � è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.



258 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ñëîâîw 2 ��, ÷òî jwj 6 K è äëÿ êàæäîãîi ýëåìåíòû ìíîæåñòâà �i îáðàçóþò â ñëîâå w ïîäñëîâî äëèíû j�ij?Èñòî÷íèê [297℄. Ê äàííîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÏÓÒÜ.Êîììåíòàðèé. Âàðèàíò çàäà÷è, â êîòîðîì òðåáóåòñÿ òîëüêî, ÷òîáû ýëå-ìåíòû êàæäîãî ìíîæåñòâà jsigmai îáðàçîâûâàëè ïîäñëîâî äëèíû j�ij â ñëî-âå ww (ò. å. äîïóñêàþòñÿ ïîäñëîâà ñëîâà w), çàïèñàííîì ïî îêðóæíîñòè,òàêæå NP -ïîëîí [51℄. Åñëè K ðàâíî ÷èñëó ðàçëè÷íûõ ñèìâîëîâ èç �i, òîýòè çàäà÷è ýêâèâàëåíòíû çàäà÷àì âûÿñíåíèÿ òîãî, îáëàäàåò ëè ìàòðèöàñâîéñòâîì ñâÿçíîñòè èëè öèêëè÷åñêîé ñâÿçíîñòè åäèíèö ñîîòâåòñòâåííî, èðàçðåøèìû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.[ÕÏ 19℄ �ÀÇÁÈÅÍÈÅ ÑÎ ÑÂÎÉÑÒÂÎÌ ÑÂßÇÍÎÑÒÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íûé àë�àâèò � è íàáîð C = f�1;�2; ::: ;�ngïîäìíîæåñòâ èç �.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ðàçáèåíèå � íà òàêèå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíî-æåñòâà X1; X2; ::: ; Xk, ÷òî êàæäîå èç Xi èìååò íå áîëåå îäíîãî îáùåãî ýëå-ìåíòà ñ êàæäûì èç �j è äëÿ êàæäîãî �j 2 C ñóùåñòâóåò òàêîé èíäåêñ l(j),÷òî ìíîæåñòâî �j ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâåXl(j) [Xl(j)+1 [ ::: [Xl(j)+j�j j�1?Èñòî÷íèê [350, 351℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ �ÀÑÊ�ÀØÈÂÀÅÌÎÑÒÜ��ÀÔÀ Â Ò�È ÖÂÅÒÀ.Êîììåíòàðèé. Åñëè j�j j 6 5 äëÿ âñåõ �j 2 C, òî çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, íî åñëè j�j j 6 2 äëÿ âñåõ �j 2 C, òî îíà ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìè-àëüíîå âðåìÿ.[ÕÏ 20℄ �ÅÄÀÊÒÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÑËÎÂÀÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íûé àë�àâèò �, äâà ñëîâà x; y 2 �� è ïîëî-æèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè ïîëó÷èòü èç ñëîâà x ñëîâî y, ïðèìåíèâ íå áîëåå Kîïåðàöèé âû÷åðêèâàíèÿ ñèìâîëà è ïåðåñòàíîâêè ñîñåäíèõ ñèìâîëîâ?Èñòî÷íèê [530℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè â ìíî-æåñòâî îïåðàöèé äîïîëíèòåëüíî âêëþ÷èòü îïåðàöèè çàìåíû è âñòàâëåíèÿîòäåëüíîé áóêâû äàæå òîãäà, êîãäà ïåðåñòàíîâêà áóêâ íå äîïóñêàåòñÿ (ñì.,íàïðèìåð, [531℄), èëè òîãäà, êîãäà åäèíñòâåííîé îïåðàöèåé ÿâëÿåòñÿ îïå-ðàöèÿ ïåðåñòàíîâêè ñîñåäíèõ áóêâ [530℄. Â óêàçàííûõ ðàáîòàõ ïðèâîäÿòñÿòàêæå è äðóãèå àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ çàäà÷, â êîòîðûõ ðàçëè÷íûåîïåðàöèè èìåþò ðàçëè÷íóþ ñòîèìîñòü.[ÕÏ 21℄ ��ÓÏÏÈ�ÎÂÊÀ Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ Ò�ÀÍÑÏÎÇÈÖÈÉÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íûé àë�àâèò�, ñëîâî x 2 �� è ïîëîæèòåëüíîåöåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùàÿ íå áîëåå ÷åìèç K òðàíñïîçèöèé ñîñåäíèõ ñèìâîëîâ è ïðåâðàùàþùàÿ ñëîâî x â ñëîâî y,ó êîòîðîãî âñå âõîæäåíèÿ êàæäîãî ñèìâîëà a 2 � îáðàçóþò îäèí áëîê (ò. å.â ñëîâå y íåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âèäà aba, ãäå a; b 2 � è a 6= b)?



A4. Õðàíåíèå è ïîèñê äàííûõ 259Èñòî÷íèê [224℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ ÄÓ�, �ÀÇ�Å-ÇÀÞÙÈÕ ÊÎÍÒÓ�Û.[ÕÏ 22℄ ÑÆÀÒÈÅ ÂÍÅØÍÈÕ ÌÀÊ�ÎÄÀÍÍÛÕÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íûé àë�àâèò �, ñëîâî s 2 ��, ñòîèìîñòü óêà-çàòåëÿ h 2 Z+ è ãðàíèöà B 2 Z+.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå ñëîâà D (ñëîâî-ñëîâàðü) è C (ñæàòîåñëîâî) â àë�àâèòå (�[ fpi : 1 6 i 6 jsjg) (ñèìâîëû pi íàçûâàþòñÿ ¾óêàçàòå-ëÿìè¿), ÷òî (1) jDj+ jCj+(h�1)� (÷èñëî âõîæäåíèé óêàçàòåëåé â ñëîâà D èC) 6 B è (2) ñóùåñòâóåò òàêîå ñîîòâåòñòâèå óêàçàòåëåé ñ ïîäñëîâàìè ñëîâàD, ÷òî ñëîâî S ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç ñëîâà C ïîñëåäîâàòåëüíîé çàìåíîéóêàçàòåëåé èç C ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîäñëîâàìè èç D?Èñòî÷íèê [505, 506℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÂÅ�ØÈÍÍÎÅ ÏÎÊ�Û-ÒÈÅ.Êîììåíòàðèé. Åñëè h � ëþáîå �èêñèðîâàííîå öåëîå ÷èñëî, íå ìåíüøåå2, òî çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé. Ìíîãèå å¼ âàðèàíòû, â òîì ÷èñëå çàäà÷è,â êîòîðûõ D íå ñîäåðæèò óêàçàòåëåé è/ èëè åñëè óêàçàòåëè ñîîòâåòñòâóþòíåïåðåêðûâàþùèìñÿ ñëîâàì, òàêæå ÿâëÿþòñÿ NP -ïîëíûìè. Åñëè àë�àâèòñîäåðæèò �èêñèðîâàííîå ÷èñëî áóêâ (íî íå ìåíåå 3) è ñòîèìîñòü óêàçàòåëÿðàâíà dh log jsje, òî çàäà÷à òàêæå NP -ïîëíà. Â óïîìÿíóòûõ âûøå ðàáîòàõïðèâîäÿòñÿ äðóãèå âàðèàíòû çàäà÷è, â òîì ÷èñëå çàäà÷è ñ ¾èñõîäíûìè óêà-çàòåëÿìè¿.[ÕÏ 23℄ ÑÆÀÒÈÅ ÂÍÓÒ�ÅÍÍÈÕ ÌÀÊ�ÎÄÀÍÍÛÕÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû àë�àâèò �, ñëîâî s 2 ��, ñòîèìîñòü h 2 Z+ óêàçà-òåëÿ è ãðàíèöà B 2 Z+.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ñëîâî C(� [ fpi : 1 6 i 6 jsjg)�, ÷òî (1)jCj+(h� 1)� (÷èñëî âõîæäåíèé óêàçàòåëåé â ñëîâî C) 6 B è (2) ñóùåñòâóåòòàêîå ñîîòâåòñòâèå óêàçàòåëåé ñ ïîäñëîâàìè ñëîâà C, ÷òî ñëîâî s ìîæåòáûòü ïîëó÷åíî èç C ïðè èñïîëüçîâàíèè C îäíîâðåìåííî â êà÷åñòâå ¾ñëîâà-ñëîâàðÿ¿ è ñæàòîãî ñëîâà ñïîñîáîì, èçëîæåííûì â ïðåäûäóùåé çàäà÷å?Èñòî÷íèê [505, 506℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÂÅ�ØÈÍÍÎÅ ÏÎÊ�Û-ÒÈÅ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äàæå òîãäà, êîãäà h � ëþáîå�èêñèðîâàííîå öåëîå ÷èñëî, íå ìåíüøåå 2. Äðóãèå NP -ïîëíûå âàðèàíòûýòîé çàäà÷è (êàê è äëÿ ïðåäûäóùåé) óêàçàíû â óïîìÿíóòûõ ðàáîòàõ.[ÕÏ 24℄ ÏÎÄÑÒÀÍÎÂÊÀ �Å�ÓËß�ÍÎ�Î ÂÛ�ÀÆÅÍÈßÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû äâà àë�àâèòà X = fx1; x2; ::: ; xng è Y = fy1; y2; :::,ymg, ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå R íàä X[Y , ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ R1; R2; :::,Rn íàä Y è ñëîâî w 2 Y �.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóþò ëè â ÿçûêàõ, îïðåäåëÿåìûõ ðåãóëÿðíûìè âûðà-æåíèÿìè R è Ri(1 6 i 6 n), òàêèå ñëîâà z è wi ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî åñëèêàæäîå ñëîâî wi ïîäñòàâèòü â ñëîâî z âìåñòî êàæäîãî âõîæäåíèÿ ñèìâîëàxi, òî ïîëó÷èâøååñÿ â ðåçóëüòàòå ñëîâî áóäåò ñîâïàäàòü ñ w?Èñòî÷íèê [15℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÒÏ-3.[ÕÏ 25℄ Ï�ßÌÎÓ�ÎËÜÍÎÅ ÑÆÀÒÈÅ ÊÀ�ÒÈÍÊÈ



260 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû (0-1)-ìàòðèöà M ïîðÿäêà n � n è ïîëîæèòåëüíîåöåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè ïîêðûòü âñå åäèíè÷íûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A íåáîëåå ÷åì K ïðÿìîóãîëüíèêàìè? Èíà÷å ãîâîðÿ, ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü ÷åòâ¼ðîê (ai; bi; 
i; di); 1 6 i < K. ãäå ai 6 bi, 
i 6 di,1 6 i 6 K, ÷òî äëÿ êàæäîé ïàðû èíäåêñîâ (i; j); 1 6 i; j 6 n; Mij ðàâíî 1òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå k; 1 6 k 6 K, ÷òî ak 6 i 6 bkè 
k 6 j 6 dk?Èñòî÷íèê [374℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.A4.3. Çàäà÷è î áàçàõ äàííûõ[ÕÏ 26℄ ÍÀÈÌÅÍÜØÈÉ ÏÎ ÌÎÙÍÎÑÒÈ ÊËÞ×ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî ¾èì¼í àòðèáóòîâ¿ A, ñåìåéñòâî F óïî-ðÿäî÷åííûõ ïàð ïîäìíîæåñòâ èç A (íàçûâàåìûõ ¾�óíêöèîíàëüíûìè çàâè-ñèìîñòÿìè¿ íà A) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî M .ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè äëÿ ðåëÿöèîííîé ñèñòåìû < A; F > êëþ÷ìîùíîñòè íå áîëåå M? Èíà÷å ãîâîðÿ, ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ïîäìíîæåñòâîK � A, ÷òî jKj 6 M è óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà (K; A) ïðèíàäëåæèò ¾çàìû-êàíèþ¿ F � ñåìåéñòâà F ? (Çàìûêàíèå F � ñåìåéñòâà F îïðåäåëÿåòñÿ ñëå-äóþùèì îáðàçîì: (1) F � F �, (2) èç òîãî ÷òî B � C � D ñëåäóåò, ÷òî(C; B) 2 F �, (3) èç òîãî ÷òî (B; C); (B; D) 2 F �, ñëåäóåò, ÷òî (B; D) 2 F �,è (4) èç òîãî, ÷òî (B; C); (B; D) 2 F �, ñëåäóåò, ÷òî (B; C [D) 2 F �:)Èñòî÷íèê [362, 350℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÂÅ�ØÈÍÍÎÅ ÏÎÊ�Û-ÒÈÅ. Îáùèå îñíîâû áàç äàííûõ ñ ðåëÿöèîííûìè ñèñòåìàìè ìîæíî íàéòèâ êíèãå [101℄.[ÕÏ 27℄ ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÛÉ ÊËÞ×ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî èì¼í àòðèáóòîâ A, ñåìåéñòâî F �óíêöè-îíàëüíûõ çàâèñèìîñòåé íà A, ïîäìíîæåñòâî R � A è ìíîæåñòâî K êëþ÷åéäëÿ ðåëÿöèîííîé ñõåìû < R; F >.ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî R èìååò êëþ÷, íå ñîäåðæàùèéñÿ â K? Èíà÷åãîâîðÿ, âåðíî ëè, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ïîäìíîæåñòâî R0 � R, ÷òî R0 =2 K,(R0; R) 2 F �, è íå ñóùåñòâóåò òàêîãî ïîäìíîæåñòâà R00 � R0, ÷òî (R00; R) 2F �?Èñòî÷íèê [34℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ Ï�ÅÄÑÒÀÂÈ-ÒÅËÅÉ.[ÕÏ 28℄ Ï�ÈÌÈÒÈÂÍÎÅ ÈÌß ÀÒ�ÈÁÓÒÀÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî èì¼í àòðèáóòîâ A, ñåìåéñòâî F �óíê-öèîíàëüíûõ çàâèñèìîñòåé íà A è âûäåëåííîå èìÿ àòðèáóòà x 2 A.ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî x ÿâëÿåòñÿ ¾ïðèìèòèâíûì èìåíåì àòðèáóòà¿äëÿ < A; F >? Èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò ëè òàêîé êëþ÷ K äëÿ < A; F >,÷òî x 2 K?Èñòî÷íèê [362℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÍÀÈÌÅÍÜØÈÉ ÏÎ ÌÎÙ-ÍÎÑÒÈ ÊËÞ×.



A4. Õðàíåíèå è ïîèñê äàííûõ 261[ÕÏ 29℄ ÍÀ�ÓØÅÍÈÅ ÍÎ�ÌÀËÜÍÎÉ ÔÎ�ÌÛÁÎÉÑÀ-ÊÎÄÄÀÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî èì¼í àòðèáóòîâ A, ñåìåéñòâî F �óíê-öèîíàëüíûõ çàâèñèìîñòåé íà A è ïîäìíîæåñòâî A0 � A.ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî ìíîæåñòâî A íàðóøàåò íîðìàëüíóþ �îðìóÁîéñà-Êîääà äëÿ ðåëÿöèîííîé ñèñòåìû < A; F >? Èíà÷å ãîâîðÿ, ñóùåñòâó-þò ëè ïîäìíîæåñòâî X 2 A0 è äâà èìåíè àòðèáóòîâ y; z 2 A0 nX , òàêèå, ÷òî(X; fyg) 2 F � è (X; fzg) 2 F � (ãäå F � � çàìûêàíèå F )?Èñòî÷íèê [40,34℄. Ê äàííîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ Ï�ÅÄ-ÑÒÀÂÈÒÅËÅÉ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿNP -ïîëíîé è â òîì ñëó÷àå, åñëè ïîòðåáî-âàòü, ÷òîáû A0 èìåëî ¾òðåòüþ íîðìàëüíóþ �îðìó¿ (ò.å. åñëèX � A0 � êëþ÷äëÿ ðåëÿöèîííîé ñèñòåìû < A0; F > è äâà èìåíè àòðèáóòîâ y; z 2 A0 n Xòàêîâû, ÷òî (X; fyg) 2 F � è (X; fzg) 2 F �, òî z � ïðèìèòèâíîå èìÿ àòðèáóòàäëÿ ðåëÿöèîííîé ñèñòåìû < A0; F >).[ÕÏ 30℄Ï�ÅÎÁ�ÀÇÓÅÌÎÑÒÜÊÎÍÚÞÍÊÒÈÂÍÎ�ÎÇÀÏ�Î-ÑÀÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íûé äîìåí D, ñåìåéñòâî îòíîøåíèé R = fR1,R2; ::: ; Rmg (ãäå Ri åñòü ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà di-ìåðíûõ êîðòåæåé ñýëåìåíòàìè èç D), ìíîæåñòâî âûäåëåííûõ ïåðåìåííûõ X , ìíîæåñòâî íåâû-äåëåííûõ ïåðåìåííûõ Y è äâà çàïðîñà Q1 è Q2 íàä X; Y; D è R; çàïðîñ Qèìååò âèä (x1; x2; ::: ; xk)(9 y1; y2; ::: ; yl)(A1 ^A2 ^ ::: ^Ar)äëÿ íåêîòîðûõ k; l è r, ãäå X 0 = fx1; x2; ::: ; xkg � X; Y 0 = fy1; y2; ::: ; ylg �Y , è êàæäîå Ai èìååò âèä Rj(u1; u2; ::: ; udj ; us 2 D [ X 0 [ Y 0; 1 6 s 6 dj ;èíòåðïðåòàöèÿ òàêèõ âûðàæåíèé â òåðìèíàõ áàç äàííûõ äàíà â ðàáîòå [67℄.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ �óíêöèÿ � : Y ! X [ Y [D, ÷òî åñëèäëÿ êàæäîãî y 2 Y âìåñòî ëþáîãî âõîæäåíèÿ y â Q1 ïîäñòàâèòü ñèìâîë�(y), òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ çàïðîñ Q2?Èñòî÷íèê [67℄. Ê äàííîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ �ÀÑÊ�ÀØÈÂÀÅÌÎÑÒÜ ��À-ÔÀ Â 3 ÖÂÅÒÀ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à èçîìîð�èçìà êîíúþíêòèâíûõ çàïðîñîâ (äâà çà-ïðîñà íàçûâàþòñÿ èçîìîð�íûìè, åñëè îíè ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî ïåðåèìåíîâàíèÿ ïåðåìåííûõ, ïåðåóïîðÿäî÷åíèÿ êîíúþíêòèâ-íûõ ÷ëåíîâ è ïåðåóïîðÿäî÷åíèÿ êâàíòîðîâ) ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíàçàäà÷å îá èçîìîð�èçìå ãðà�îâ.[ÕÏ 31℄ ÊÎÍÚÞÍÊÒÈÂÍÛÉ ÁÓËÅÂÑÊÈÉ ÇÀÏ�ÎÑÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû äîìåí D, íàáîð îòíîøåíèé R = fR1; R2; ::: ; Rmg(ãäå Ri åñòü ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Ddi ), êîíúþíêòèâíûé áóëåâñêèé çà-ïðîñ Q íàä R è D, ò. å. çàïðîñ âèäà(9 y1; y2; ::: ; yl)(A1 ^A2 ^ ::: ^ Ar);ãäå Ai èìååò âèä Rj(u1; u2; ::: ; udj , à ïåðåìåííûå u ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó(fy1; y2; ::: ; ylg [D).



262 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî Q èñòèíåí ïðè èíòåðïðåòàöèè åãî êàê óòâåð-æäåíèÿ îá R è D?Èñòî÷íèê [67℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÊËÈÊÀ.Êîììåíòàðèé. Åñëè çàìåíèòü êîíúþíêòèâíûé çàïðîñ ïðîèçâîëüíûìïðåäëîæåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà, âêëþ÷àþùèì ïðåäèêàòû èç íàáîðà R, òîçàäà÷à ñòàíîâèòñÿ P � SPASE-ïîëíîé (äàæå åñëè D = f0; 1g).[ÕÏ 32℄ ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÜ ÒÀÁËÈÖÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî èì¼í àòðèáóòîâ A, ñåìåéñòâî F óïîðÿäî-÷åííûõ ïàð ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A, ìíîæåñòâî âûäåëåííûõ ïåðåìåííûõX , ìíîæåñòâî íåâûäåëåííûõ ïåðåìåííûõ Y , äëÿ êàæäîãî a 2 A ìíîæåñòâîêîíñòàíò Ca, äâå ¾òàáëèöû¿ T1 è T2 íàä X; Y è Ca. (Òàáëèöà, ïî ñóùåñòâó,�ýòî ìàòðèöà, â êîòîðîé êàæäîìó èìåíè àòðèáóòà ñîîòâåòñòâóåò ñòîëáåö, àýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ ïóñòîé ñèìâîë è ýëåìåíòû ìíîæåñòâ X; Y è Ca. Äå-òàëè îïðåäåëåíèÿ è èíòåðïðåòàöèþ â òåðìèíàõ ðåëÿöèîííûõ âûðàæåíèéìîæíî íàéòè â ðàáîòå [12℄.)ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî T1 è T2 ¾ñëàáî ýêâèâàëåíòíû¿? Ò. å. âåðíî ëè,÷òî T1 è T2 ïðè ¾óíèâåðñàëüíîé èíòåðïðåòàöèè¿ îïðåäåëÿþò èäåíòè÷íûåîòíîøåíèÿ?Èñòî÷íèê [12℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿNP -ïîëíîé â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ: (1) òà-áëèöû ïîëó÷àþòñÿ èç ¾âûðàæåíèé¿, íå ñîäåðæàùèõ îïåðàöèé ¾âûáðàòü¿;(2) òàáëèöû ïîëó÷àþòñÿ èç âûðàæåíèé, ñîäåðæàùèõ îïåðàöèþ ¾âûáðàòü¿,ïðè ýòîì ñåìåéñòâî F ïóñòî; (3) ñåìåéñòâî F ïóñòî, òàáëèöû íå ñîäåðæàòêîíñòàíò, ïðè÷¼ì òàáëèöû íåîáÿçàòåëüíî ïîëó÷àþòñÿ èç êàêèõ-òî âûðàæå-íèé. Äëÿ ¾ïðîñòûõ¿ òàáëèö çàäà÷à ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû èìåþò ìåñòî äëÿ ¾ñèëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè¿, ïðèêîòîðîé òàáëèöû äîëæíû ïðåäñòàâëÿòü èäåíòè÷íûå îòíîøåíèÿ ïðè âñåõèíòåðïðåòàöèÿõ. Çàäà÷à ¾âêëþ÷åíèÿ¿ òàáëèö, îäíàêî, NP -ïîëíà äàæå äëÿïðîñòûõ òàáëèö è åù¼ áîëåå îãðàíè÷åííûõ âèäîâ òàáëèö [462℄.[ÕÏ 33℄ ÑÎ�ËÀÑÓÅÌÎÑÒÜ ÈÑÒÎ�ÈÈ ÁÀÇ ÄÀÍÍÛÕÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî V ïåðåìåííûõ áàçû äàííûõ, íàáîð T¾òðàíçàêöèé¿ (Ri; Wi), 1 6 i 6 n (ãäå Ri è Wi �ïîäìíîæåñòâà ìíîæå-ñòâà V , íàçûâàåìûå ¾÷èòàåìîå ìíîæåñòâî¿ è ¾çàïèñûâàåìîå ìíîæåñòâî¿ñîîòâåòñòâåííî), è ¾èñòîðèÿ¿ H íàáîðà T (ãäå ¾èñòîðèÿ¿ åñòü òàêàÿ ïåðå-ñòàíîâêà ìíîæåñòâ Ri è Wi, â êîòîðîé ëþáîå ìíîæåñòâî Ri èä¼ò ðàíüøåñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîæåñòâà Wi).ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ñîãëàñîâàííàÿ èñòîðèÿ H 0 íàáîðà T (ò. å. òà-êàÿ èñòîðèÿ, â êîòîðîé êàæäîå Ri èä¼ò íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä ñîîòâåòñòâó-þùèì ìíîæåñòâîìWi), ýêâèâàëåíòíàÿ èñòîðèè H? (Èñòîðèÿ H íàçûâàåòñÿýêâèâàëåíòíîé èñòîðèè H 0, åñëè (1) îáå èñòîðèè èìåþò îäèíàêîâîå ìíîæå-ñòâî ¾æèâûõ¿ òðàíçàêöèé (òðàíçàêöèÿ (Ri; Wi) íàçûâàåòñÿ æèâîé â èñòî-ðèè H , åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïåðåìåííàÿ v 2 V , ÷òî ëèáî Wi � ïîñëåäíååçàïèñûâàåìîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå v, ëèáîWi � ïîñëåäíåå çàïèñûâàåìîåìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ïåðåìåííóþ v ïåðåä íåêîòîðîé æèâîé òðàíçàêöèåé,



A4. Õðàíåíèå è ïîèñê äàííûõ 263ñîäåðæàùåé v â ÷èòàåìîì ìíîæåñòâå) è (2) äëÿ ëþáûõ äâóõ æèâûõ òðàí-çàêöèé (Ri; Wi) è (Rj ; Wj) è ëþáîé ïåðåìåííîé v 2 Wi \ Rj ìíîæåñòâîWi ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíèì çàïèñûâàåìûì ìíîæåñòâîì, ñîäåðæàùèì v ïåðåäRj â èñòîðèè H , òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Wi � ïîñëåäíåå çàïèñûâàåìîåìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå v ïåðåä Rj â èñòîðèè H 0.)Èñòî÷íèê [415, 413℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÌÎÍÎÒÎÍÍÀß 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Äðóãèå âàðèàíòû è ïîäñëó÷àè ýòîé çàäà÷è, ðàçðåøèìûåçà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [413℄.[ÕÏ 34℄ ÁÅÇÎÏÀÑÍÎÑÒÜ ÑÈÑÒÅÌÛ Ò�ÀÍÇÀÊÖÈÈ ÁÀÇÛÄÀÍÍÛÕ (*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî V ïåðåìåííûõ áàçû äàííûõ è íàáîð T¾òðàíçàêöèé¿ (Ri; Wi); 1 6 i 6 n, ãäå Ri è Wi � ïîäìíîæåñòâà V .ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáàÿ èñòîðèÿ H òðàíçàêöèè T ýêâèâàëåíòíàíåêîòîðîé ñîãëàñîâàííîé èñòîðèè?Èñòî÷íèê [415℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ Ï�ÅÄÑÒÀÂÈ-ÒÅËÅÉ.Êîììåíòàðèé. Íå èçâåñòíî, ïðèíàäëåæèò ëè çàäà÷à ê êëàññó NP èëèê êëàññó 
o � NP . Ïðîâåðêà òîãî, ÷òî ëþáàÿ èñòîðèÿ H íàáîðà T ¾D-ýêâèâàëåíòíà¿ íåêîòîðîé ñîãëàñîâàííîé èñòîðèè, ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíàçà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (äâå èñòîðèè íàçûâàþòñÿ D-ýêâèâàëåíòíûìè, åñ-ëè îäíà èç íèõ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç äðóãîé òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþïåðåñòàíîâîê ñîñåäíèõ ìíîæåñòâ, ÷òî ïîñëå êàæäîé ïåðåñòàíîâêè íîâàÿ èñ-òîðèÿ îñòà¼òñÿ ýêâèâàëåíòíîé ïðåäûäóùåé).[ÕÏ 35℄ ÑÎÂÌÅÑÒÈÌÎÑÒÜ ÒÀÁËÈÖ ×ÀÑÒÎÒ ÁÀÇÛ ÄÀÍ-ÍÛÕÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî A èì¼í àòðèáóòîâ, äëÿ êàæäîãî a 2 AäîìåíDa, ìíîæåñòâî îáúåêòîâ V , íàáîð F òàáëèö ÷àñòîò äëÿ íåêîòîðûõ ïàðýëåìåíòîâ a; b 2 A (òàáëèöåé ÷àñòîò äëÿ èì¼í àòðèáóòîâ a; b 2 A íàçûâàåòñÿ�óíêöèÿ fa;b : Da �Db ! Z+, ó êîòîðîé ñóììà çíà÷åíèé fa;b(x; y) ïî âñåìx 2 Da è y 2 Db ðàâíà jV j) è ìíîæåñòâî K òðîåê (v; a; x), ãäå v 2 V , a 2 Aè x 2 Da, ïðåäñòàâëÿþùåå ìíîæåñòâî èçâåñòíûõ çíà÷åíèé àòðèáóòîâ.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñîâìåñòèìû ëè òàáëèöû èç íàáîðà F ñ èçâåñòíûìè çíà÷åíè-ÿìè àòðèáóòîâ èç K? Èíà÷å ãîâîðÿ, ñóùåñòâóåò ëè òàêîé íàáîð �óíêöèéga : V ! Da (äëÿ êàæäîãî a 2 A), ÷òî (1) ga(v) = x, åñëè (v; a; x) 2 K, è (2)äëÿ âñåõ fa;b 2 F; x 2 Da è y 2 Db ÷èñëî òàêèõ v 2 V , äëÿ êîòîðûõ ga(v) = xè gb(v) = y, ñîâïàäàåò ñ fa;b(x; y)?Èñòî÷íèê [447℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Èç ðåçóëüòàòà, ñ�îðìóëèðîâàííîãî âûøå, ñëåäóåò, ÷òîåñëè P 6= NP , òî íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà äëÿ ¾ñîãëàñî-âàíèÿ¿ áàçû äàííûõ íà îñíîâå å¼ òàáëèö ÷àñòî ïîñðåäñòâîì âûâîäà çàðàíååóêàçàííûõ èì¼í (äåòàëè ñì. â [447℄).[ÕÏ 36℄ ÍÀÄÅÆÍÎÑÒÜ ÑÈÑÒÅÌ ÇÀÙÈÒÛ ÔÀÉËÎÂ (*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî R ¾ïîëíîìî÷èé¿, ìíîæåñòâî îáúåêòîâO, ìíîæåñòâî S � O ñóáúåêòîâ, ìíîæåñòâî P (s; o) � R ïîëíîìî÷èé äëÿ



264 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷êàæäîé óïîðÿäî÷åííîé ïàðû s 2 S è o 2 O, êîíå÷íîå ìíîæåñòâî C êîìàíä(êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò âèä, åñëè r1 2 P (X1; Y1), r2 2 P (X2; Y2) è ::: rm 2P (Xm; Ym), òî �1; �2; ::: ; �m äëÿ âñåõm; n > 0 è êàæäîå �i èìååò âèä ¾ââåñòèri â P (Xj ; Yk)¿ èëè ¾âûâåñòè ri èç P (Kj ; Yk)¿) è âûäåëåííîå ¾ïîëíîìî÷èå¿r0 2 R.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìàíä èç C è ìå-òîä èäåíòè�èêàöèè âñåõ ri; Xj è Yk êîíêðåòíûìè ýëåìåíòàìè èç ìíîæåñòâR; S è O ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî â íåêîòîðûé ìîìåíò èñïîëíåíèÿ ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè ïîëíîìî÷èå r0 çàíîñèòñÿ â ìíîæåñòâî P (s; o), íå ñîäåðæàâøåå r0äî ýòîãî ìîìåíòà? (Äåòàëè î ðàáîòå òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñì. â óêà-çàííîé íèæå ðàáîòå.)Èñòî÷íèê [199℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÄÎÏÓÑÊÀÅÌÎÑÒÜ ËÈÍÅÉ-ÍÎ Î��ÀÍÈ×ÅÍÍÛÌ ÀÂÒÎÌÀÒÎÌ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à P �SPACE-ïîëíà. Åñëè äîïóñêàþòñÿ îïåðàöèè,ïîçâîëÿþùèå ñîçäàòü èëè óáðàòü ¾îáúåêòû¿ è ¾ñóáúåêòû¿, òî çàäà÷à íåðàç-ðåøèìà äàæå òîãäà, êîãäà äëÿ íåêîòîðûõ ¾�èêñèðîâàííûõ¿ ñèñòåì äîïóñ-êàåòñÿ èçìåíåíèå íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé P (s; o). Åñëè íè îäíà èç êîìàíä íåìîæåò ñîäåðæàòü áîëåå îäíîé îïåðàöèè, òî â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à ÿâëÿåò-ñÿ NP -ïîëíîé è ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äëÿ �èêñèðîâàííûõñèñòåì.A5. ÇÀÄÀ×È ÒÅÎ�ÈÈ �ÀÑÏÈÑÀÍÈÉA5.1. Çàäà÷è ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèÿ â ñëó÷àå îäíîãîïðîöåññîðà[Ò� 1℄ ÓÏÎ�ßÄÎ×ÅÍÈÅ Ñ ÍÅÎÄÍÎÂ�ÅÌÅÍÍÛÌ ÏÎÑÒÓÏ-ËÅÍÈÅÌ È ÄÈ�ÅÊÒÈÂÍÛÌÈ Ñ�ÎÊÀÌÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî T çàäàíèé, à òàêæå äëÿ êàæäîãî çàäà-íèÿ t 2 T äëèòåëüíîñòü l(t) 2 Z+, ìîìåíò åãî ïîñòóïëåíèÿ r(t) 2 Z+0 èäèðåêòèâíûé ñðîê d(t) 2 Z+.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè îäíîïðîöåññîðíîå ðàñïèñàíèå âûïîëíåíèÿ çà-äàíèé èç T , ñîãëàñîâàííîå ñ ìîìåíòàìè ïîñòóïëåíèÿ è äèðåêòèâíûìè ñðî-êàìè, ò. å. ñóùåñòâóåò ëè îäíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ � : T ! Z+0 , òàêàÿ, ÷òî,âî-ïåðâûõ, èç óñëîâèÿ �(t) > �(t0) ñëåäóåò, ÷òî �(t) > �(t0) + l(t0), è, âî-âòîðûõ, äëÿ âñåõ t 2 T�(t) > r(t) è �(t) + l(t) > d(t)?Èñòî÷íèê [150℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ (ñì. ðàçä. 4.2).Êîììåíòàðèé. �àññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à NP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå.Îíà ðàçðåøèìà çà ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè ÷èñëî çíà÷åíèé, ïðè-íèìàåìûõ âåëè÷èíàìè r(t) è d(t), îãðàíè÷åíî êîíñòàíòîé, è îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé (â îáû÷íîì ñìûñëå), äàæå êîãäà ýòà êîíñòàíòà ðàâíà 2. Â òåõ ñëó÷à-ÿõ êîãäà âñå äëèòåëüíîñòè ðàâíû 1, ëèáî ðàçðåøåíû ïðåðûâàíèÿ, ëèáî âñåìîìåíòû ïîñòóïëåíèÿ çàäàíèé ðàâíû 0, çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëè-íîìèàëüíîå âðåìÿ, ïðè ýòîì â óñëîâèè çàäà÷è ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü îãðà-íè÷åíèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ [323℄, [319℄. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå



A5. Çàäà÷è òåîðèè ðàñïèñàíèé 265âðåìÿ òàêæå è òîãäà, êîãäà ìîìåíòû ïîñòóïëåíèÿ è äèðåêòèâíûå ñðîêèÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè è, êðîìå òîãî, èìåþò-ñÿ îãðàíè÷åíèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ; äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âñå çàäàíèÿèìåëè îäèíàêîâûå äëèòåëüíîñòè [65, 492, 156℄, ëèáî ÷òîáû ðàçðåøàëèñü ïðå-ðûâàíèÿ [41℄.[Ò� 2℄ ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈß ×ÈÑËÀ ÍÅÂÛÏÎËÍÅÍÍÛÕ ÇÀ-ÄÀÍÈÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî T çàäàíèé, ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê l íà T ,äëÿ êàæäîãî çàäàíèÿ t 2 T äëèòåëüíîñòü l(t) 2 Z+, äèðåêòèâíûé ñðîêd(t) 2 Z+ è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K > jT j.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè îäíîïðîöåññîðíîå ðàñïèñàíèå � äëÿ çàäàíèéèç T , óäîâëåòâîðÿþùåå îãðàíè÷åíèÿì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà (ò. å. òàêîå, ÷òîèç t l t0 ñëåäóåò �(t) + l(t) < �(t0)) è òàêîå, ÷òî ñóùåñòâóåò íå áîëåå Kçàäàíèé èç T , äëÿ êîòîðûõ �(t) + l(t) > d(t)?Èñòî÷íèê [148℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÊËÈÊÀ (ñì. ðàçä. 3.2.3).Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, äàæå åñëè âñå äëèòåëüíîñòèðàâíû 1 è åñëè óñëîâèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà èìåþò âèä ¾öåïî÷êè¿ (êàæäîåçàäàíèå èìååò íå áîëåå ÷åì îäíî íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóþùåå è íåáîëåå ÷åì îäíî íåïîñðåäñòâåííî çà íèì ñëåäóþùåå) [334℄. Îíà ðàçðåøèìà çàïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè K = 0 [323℄ èëè åñëè îòíîøåíèå l ïóñòî [392,488℄. Â ñëó÷àå êîãäà îòíîøåíèå l ïóñòî, çàäà÷à îñòà¼òñÿ ïîëèíîìèàëüíîðàçðåøèìîé, åñëè â íå¼ äîáàâèòü ¾ñîãëàñîâàííûå¿ ìîìåíòû ïîñòóïëåíèÿçàäàíèé (ýòî çíà÷èò, ÷òî èç óñëîâèé r(t) < r(t0) ñëåäóåò d(t) 6 �(t0)) [289℄.Åñëè æå ýòè ìîìåíòû ïîñòóïëåíèÿ ïðîèçâîëüíû, òî çàäà÷à NP -ïîëíà (ñì.ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó).[Ò� 3℄ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈß ÂÅÑÀ ÍÅÂÛÏÎËÍÅÍÍÛÕ ÇÀÄÀ-ÍÈÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî T çàäàíèé, à òàêæå äëÿ êàæäîãî çàäàíèÿt 2 T äëèòåëüíîñòü l(t) 2 Z+, âåñ w(t) 2 Z+, äèðåêòèâíûé ñðîê d(t) 2 Z+ èïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè îäíîïðîöåññîðíîå ðàñïèñàíèå � äëÿ çàäàíèéèç T , òàêîå, ÷òî ñóììà âåñîâ P w(t) (âçÿòàÿ ïî òåì t 2 T , äëÿ êîòîðûõ�(t) + l(t) > d(t)) íå ïðåâîñõîäèò K?Èñòî÷íèê [280℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ �ÀÇÁÈÅÍÈÅ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîåâðåìÿ (âðåìÿ, ïîëèíîìèàëüíîå îòíîñèòåëüíî jT j;P l(t) è log P w(t) [332℄).Îíà ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè âåñà ¾ñîãëàñîâàíû¿, ò. å.åñëè èç w(t) < w(t0) ñëåäóåò l(t) > l(t0) [326℄.[Ò� 4℄ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈßÂÇÂÅØÅÍÍÎ�ÎÌÎÌÅÍÒÀÎÊÎÍ-×ÀÍÈßÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî T çàäàíèé, ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê l íà T ,äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ t 2 T äëèòåëüíîñòü l(t) 2 Z+, âåñ w(t) 2 Z+ èïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî K.



266 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè îäíîïðîöåññîðíîå ðàñïèñàíèå � äëÿ çàäàíèéèç T , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà è òàêîå, ÷òîXt2T (�(t) + l(t)w(t) 6 K?Èñòî÷íèê [330℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ËÈÍÅÉÍÎÅÓÏÎ�ßÄÎ×ÅÍÈÅ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à NP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå è îñòà¼òñÿ òàêîâîé,äàæå åñëè âñå äëèòåëüíîñòè ðàâíû 1 èëè åñëè âñå âåñà ðàâíû 1. Îíà ðàçðå-øèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè ïîðÿäîê l ÿâëÿåòñÿ ¾ëåñîì¿ [217, 5,139, 489℄ èëè ïîñëåäîâàòåëüíî-ïàðàëëåëüíûì ãðà�îì [293, 330, 4, 391℄.Åñëè âìåñòî óñëîâèé l â çàäà÷ó ââåñòè èíäèâèäóàëüíûå äèðåêòèâíûåñðîêè, çàäà÷à áóäåò NP -ïîëíîé â ñèëüíîì ñìûñëå [334℄, åñëè æå âñå âå-ñà çàäàíèé ðàâíû, òî îíà ñòàíåò ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé [334℄. Åñëèäèðåêòèâíûå ñðîêè çàìåíèòü èíäèâèäóàëüíûìè ìîìåíòàìè ïîñòóïëåíèÿ,ïîëó÷åííàÿ çàäà÷à áóäåò NP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå, äàæå åñëè âñå âåñàçàäàíèé ðàâíû 1 [338℄. Âåðñèÿ ïîñëåäíåé çàäà÷è, â êîòîðîé äîïóñòèìû ïðå-ðûâàíèÿ, NP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå [311℄, îäíàêî ìîæåò áûòü ðåøåíà çàïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè âñå âåñà ðàâíû [186℄.[Ò� 5℄ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈßØÒ�ÀÔÀ ÇÀ ÍÅÂÛÏÎËÍÅÍÈÅ ÇÀ-ÄÀÍÈÉÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî T çàäàíèé, à òàêæå äëÿ êàæäîãî çàäàíèÿt 2 T äëèòåëüíîñòü l(t) 2 Z+, âåñ w(t) 2 Z+, äèðåêòèâíûé ñðîê d(t) 2 Z+ èïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè îäíîïðîöåññîðíîå ðàñïèñàíèå � äëÿ çàäàíèéèç T , òàêîå, ÷òî ñóììà Pt(�(t) + l(t) � d(t))w(t), âçÿòàÿ ïî òåì t 2 T , äëÿêîòîðûõ �(t) + l(t) > d(t), íå ïðåâîñõîäèò K?Èñòî÷íèê [328℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à NP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå. Åñëè âñå âåñà ðàâ-íû, îíà ðàçðåøèìà çà ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ [328℄, å¼ NP -ïîëíîòà(â îáû÷íîì ñìûñëå) íå óñòàíîâëåíà. Åñëè âñå äëèòåëüíîñòè ðàâíû (à âå-ñà ïðîèçâîëüíû), çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ñ ïîìîùüþäâóäîëüíûõ ïàðîñî÷åòàíèé. Åñëè äîáàâèòü óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ, òîîíà áóäåò NP -ïîëíîé, äàæå â ñëó÷àå ðàâíûõ äëèòåëüíîñòåé è ðàâíûõ âå-ñîâ [336℄. Åñëè æå âìåñòî ýòîãî äîáàâèòü ìîìåíòû ïîñòóïëåíèÿ çàäàíèé,òî çàäà÷à áóäåò NP -ïîëíîé â ñèëüíîì ñìûñëå ïðè ðàâíûõ âåñàõ (ñì. çà-äà÷ó ÓÏÎ�ßÄÎ×ÅÍÈÅ Ñ ÍÅÎÄÍÎÂ�ÅÌÅÍÍÛÌ ÏÎÑÒÓÏËÅÍÈÅÌÈ ÄÈ�ÅÊÒÈÂÍÛÌÈ Ñ�ÎÊÀÌÈ), ïðè÷¼ì ïðè ðàâíûõ äëèòåëüíîñòÿõ èïðîèçâîëüíûõ âåñàõ ýòà çàäà÷à ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà ñ ïîìîùüþ äâó-äîëüíûõ ïàðîñî÷åòàíèé [186℄.[Ò� 6℄ ÓÏÎ�ßÄÎ×ÅÍÈÅ Ñ ÄÈ�ÅÊÒÈÂÍÛÌÈ Ñ�ÎÊÀÌÈÈ Â�ÅÌÅÍÀÌÈ ÏÅ�ÅÍÀËÀÄÎÊÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû: ìíîæåñòâî C ¾êîìïèëÿòîðîâ¿, ìíîæåñòâî T çàäà-íèé, äëÿ êàæäîãî çàäàíèÿ t 2 T äëèòåëüíîñòü l(t) 2 Z+, äèðåêòèâíûé ñðîê



A5. Çàäà÷è òåîðèè ðàñïèñàíèé 267d(t) 2 Z+, ñâîé êîìïèëÿòîð k(t) 2 C, à òàêæå äëÿ êàæäîãî 
 2 C ¾âðåìÿïåðåíàëàäêè¿ l(
) 2 Z+0 .ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè îäíîïðîöåññîðíîå ðàñïèñàíèå � äëÿ çàäàíèéèç T , óäîâëåòâîðÿþùåå âñåì äèðåêòèâíûì ñðîêàì è ñëåäóþùåìó äîïîëíè-òåëüíîìó îãðàíè÷åíèþ: åñëè çàäàíèå t íà÷èíàåòñÿ ðàíüøå t0 (ò. å. �(t) <�(t0)), ïðè÷¼ì çàäàíèÿ t è t0 ¾ñîïðÿæ¼ííûå¿, òî �(t0) > �(t) + l(t) + l(k(t0))?(Çàäàíèÿ t è t0, ãäå �(t) < �(t0), íàçûâàþòñÿ ¾ñîïðÿæ¼ííûìè¿, åñëè ìåæäóíèìè íåò ïðîìåæóòî÷íîãî çàäàíèÿ (ò. å. òàêîãî t00, ÷òî �(t) < �(t00) < �(t0))è ó íèõ ðàçëè÷íûå êîìïèëÿòîðû, k(t) 6= k(t0).)Èñòî÷íèê [60℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ �ÀÇÁÈÅÍÈÅ,Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, åñëè âñå âðåìåíà ïåðåíà-ëàäêè ðàâíû. Èìååòñÿ áëèçêàÿ çàäà÷à, â êîòîðîé âðåìåíà ïåðåíàëàäîê çà-ìåíåíû ñòîèìîñòÿìè ïåðåíàëàäîê, è òðåáóåòñÿ âûÿñíèòü, ñóùåñòâóåò ëèðàñïèñàíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå âñåì äèðåêòèâíûì ñðîêàì è èìåþùåå ñóì-ìàðíóþ ñòîèìîñòü ïåðåíàëàäîê íå áîëüøå K; ýòà çàäà÷à NP -ïîëíà, äàæååñëè âñå ñòîèìîñòè ïåðåíàëàäîê ðàâíû. Îáå çàäà÷è ìîãóò áûòü ðåøåíû çàïñåâäîïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, êîãäà ÷èñëî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé, ïðèíèìà-åìûõ äèðåêòèâíûìè ñðîêàìè, îãðàíè÷åíî êîíñòàíòîé. Åñëè ýòî ÷èñëî íåîãðàíè÷åíî, íå èçâåñòíî, ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè çàäà÷è NP -ïîëíûìè â ñèëüíîìñìûñëå.[Ò� 7℄ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈß ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÛÕ ÇÀÒ�ÀÒÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî çàäàíèé T , ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê l íà T ,¾çàòðàòû¿ 
(t) 2 Z äëÿ êàæäîãî t 2 T (åñëè 
(t) < 0, èõ ìîæíî ðàññìàòðè-âàòü êàê ¾äîõîä¿) è êîíñòàíòà K 2 Z.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè îäíîïðîöåññîðíîå ðàñïèñàíèå � äëÿ çàäàíèéèç T , êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà è èìååò ñëåäó-þùåå ñâîéñòâî: äëÿ êàæäîãî t 2 TXt0:�(t0)6�(H) 
(t) 6 K?Èñòî÷íèê [1℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÄÎÑÒÀÒÎ×ÍÎÑÒÜ ×ÈÑËÀ �Å-�ÈÑÒ�ÎÂ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, äàæå åñëè 
(t) 2 �1; 0; 1äëÿ âñåõ t 2 T . Îíà ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè óñëîâèÿ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà 
 ïðåäñòàâèìû â âèäå ïàðàëëåëüíî-ïîñëåäîâàòåëüíîãîãðà�à [2, 391℄.A5.2. Ìíîãîïðîöåññîðíûå ðàñïèñàíèÿ äëÿ ïàðàëëåëü-íûõ ïðîöåññîðîâ[Ò� 8℄ÌÍÎ�ÎÏ�ÎÖÅÑÑÎ�ÍÎÅ �ÀÑÏÈÑÀÍÈÅÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî çàäàíèé T , ÷èñëî ïðîöåññîðîâ m 2 Z+,äëèòåëüíîñòü l(t) 2 Z+ äëÿ êàæäîãî



268 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè m-ïðîöåññîðíîå ðàñïèñàíèå äëÿ çàäàíèé èç T ,êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò îáùåìó äèðåêòèâíîìó ñðîêó D? Äðóãèìè ñëîâàìè,ñóùåñòâóåò ëè �óíêöèÿ � : T ! Z+0 , òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ u > 0 ÷èñëîçàäàíèé t 2, äëÿ êîòîðûõ �(t) 6 u < �(t) + l(t), íå ïðåâûøàåò m è, êðîìåòîãî, äëÿ âñåõ t 2 T èìååò ìåñòî �(t) + l(t) 6 D?Èñòî÷íèê � íàñòîÿùàÿ êíèãà. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à �ÀÇÁÈÅ-ÍÈÅ (ñì. ðàçä. 3,2.1).Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé ïðè m = 2; îíà ðàçðåøèìàçà ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì m. Çàäà÷à NP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå ïðè ïðîèçâîëüíîì m (çàäà÷à 3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ � å¼÷àñòíûé ñëó÷àé). Åñëè âñå çàäàíèÿ èìåþò îäèíàêîâóþ äëèòåëüíîñòü, çàäà-÷à òðèâèàëüíî ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, äàæå åñëè ïðîöåññîðûèìåþò ðàçëè÷íûå ïðîèçâîäèòåëüíîñòè.[Ò� 9℄ �ÀÑÏÈÑÀÍÈÅ Ñ ÓÑËÎÂÈßÌÈ Ï�ÅÄØÅÑÒÂÎÂÀ-ÍÈßÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî çàäàíèé T , êàæäîå èç êîòîðûõ èìååòäëèòåëüíîñòü l(t) = 1, ÷èñëî ïðîöåññîðîâ m 2 Z+, ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê l íàT è äèðåêòèâíûé ñðîê D 2 Z+.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè m-ïðîöåññîðíîå ðàñïèñàíèå � äëÿ çàäàíèéèç T , êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò îáùåìó äèðåêòèâíîìó ñðîêó D è óñëîâèÿìïðåäøåñòâîâàíèÿ (ò. å. èç ñîîòíîøåíèÿ t l t0 ñëåäóåò �(t0) > �(t) + l(t) =�(t) + 1)?Èñòî÷íèê [518℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé ïðè D = 3 [336℄. Îíà ðàçðå-øèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè m = 2 (ñì. íàïðèìåð [85℄), à òàêæååñëè m ïðîèçâîëüíî, à óñëîâèÿ l ïðåäñòàâèìû â âèäå ¾ëåñà¿ [225℄ èëè èìå-þò äîïîëíåíèåì òðèàíãóëèðîâàííûé ãðà� [419℄. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà óñëîâèÿl îáùåãî âèäà, a m �èêñèðîâàíî (m > 3), ñëîæíîñòü çàäà÷è íå óñòàíîâëå-íà. Ïðè m = 2 çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ NP -ïîëíîé, åñëè äëèòåëüíîñòè çàäàíèéïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1 è 2 [518℄. Åñëè äëÿ êàæäîãî çàäàíèÿ t íàçíà÷åí ïðî-öåññîð p(t), çàäà÷à ÿâëÿåòñÿNP -ïîëíîé ïðèm = 2 è ïðîèçâîëüíûõ óñëîâèÿõl, à òàêæå êîãäà m ïðîèçâîëüíî, à óñëîâèÿ l � ¾ëåñ¿; îíà ðàçðåøèìà çàïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè m ïðîèçâîëüíî, à óñëîâèÿ l � ¾öèêëè÷åñêèéëåñ¿ [184℄.[Ò� 10℄ �ÀÑÏÈÑÀÍÈÅ Ñ Î��ÀÍÈ×ÅÍÍÛÌÈ �ÅÑÓ�ÑÀÌÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíî ìíîæåñòâî çàäàíèé T , êàæäîå èç êîòîðûõ èìååò äëè-òåëüíîñòü l(t) = 1, ÷èñëî ïðîöåññîðîâm 2 Z+ ÷èñëî âèäîâ ðåñóðñîâ r 2 Z+,ãðàíèöû ðåñóðñîâ Bi; 1 6 i 6 r, ïîòðåáíîñòè â ðåñóðñàõ Ri(t); 0 6 Ri(t) 6 Bi(äëÿ âñåõ çàäàíèé t è ðåñóðñîâ i, è îáùèé äèðåêòèâíûé ñðîê D 2 Z+.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè m-ïðîöåññîðíîå ðàñïèñàíèå � äëÿ çàäàíèé èçT , êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò îáùåìó äèðåêòèâíîìó ñðîêó D è îãðàíè÷åíèÿìíà ðåñóðñû (ïîñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ÷åðåç S(u) îáîçíà÷èòüìíîæåñòâî âñåõ òåõ çàäàíèé t èç T , äëÿ êîòîðûõ �(t) 6 u < �(t) + l(t), òîäëÿ âñåõ u > 0 è âñåõ âèäîâ ðåñóðñîâ i ñóììà Pt2S(u) Ri(t) íå ïðåâûøàåòBi?



A5. Çàäà÷è òåîðèè ðàñïèñàíèé 269Èñòî÷íèê [145℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé â ñèëüíîì ñìûñëå, äàæå åñ-ëè r = 1 è m = 3. Îíà ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ñ ïîìîùüþòåõíèêè ïàðîñî÷åòàíèé ïðè m = 2 è ïðîèçâîëüíîì r. Åñëè äîáàâèòü ê óñëî-âèþ çàäà÷è îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà l, îíà ñòàíîâèòñÿ NP -ïîëíîé âñèëüíîì ñìûñëå ïðè r = 1, m = 2 è óñëîâèÿõ l, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ¾ëå-ñà¿. Åñëè ïîòðåáíîñòè â ðåñóðñàõ ïðèíèìàþò äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ 0 èëèBi, çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé ïðè m = 2; r = 1 è óñëîâèÿõ l îáùåãî âèäà[519℄.[Ò� 11℄ �ÀÑÏÈÑÀÍÈÅ Ñ ÈÍÄÈÂÈÄÓÀËÜÍÛÌÈ ÄÈ�ÅÊ-ÒÈÂÍÛÌÈ Ñ�ÎÊÀÌÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî çàäàíèé T , êàæäîå èç êîòîðûõ èìååòäëèòåëüíîñòü l(t) = 1, ÷èñëî ïðîöåññîðîâ m 2 Z+, ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê l íàT è äëÿ êàæäîãî t 2 T äèðåêòèâíûé ñðîê d(t) 2 Z+.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè m-ïðîöåññîðíîå ðàñïèñàíèå � äëÿ çàäàíèé èçT , êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ïðåäøåñòâîâàíèÿ è âñåì äèðåêòèâíûìñðîêàì (ò. å. �(t) + l(t) 6 d(t) äëÿ âñåõ t 2 T ?Èñòî÷íèê [58℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÂÅ�ØÈÍÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, äàæå åñëè óñëîâèÿ l ïðåä-ñòàâèìû â âèäå ¾ïðÿìîãî äåðåâà¿ (ò. å. ó êàæäîãî çàäàíèÿ èìååòñÿ íå áîëååîäíîãî íåïîñðåäñòâåííî çà íèì ñëåäóþùåãî). Îíà ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìè-àëüíîå âðåìÿ, åñëè m = 2, à óñëîâèÿ l îáùåãî âèäà [148℄, ïðè÷¼ì ýòîò �àêòñïðàâåäëèâ, äàæå åñëè âêëþ÷èòü â óñëîâèå çàäà÷è èíäâèäóàëüíûå ìîìåíòûïîñòóïëåíèÿ [150℄. Åñëè óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ l îòñóòñòâóþò, çàäà÷àðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ñ ïîìîùüþ òåõíèêè ïàðîñî÷åòàíèé äëÿïðîèçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ m, äàæå åñëè â óñëîâèè åñòü ìîìåíòû ïîñòóïëåíèÿè èìååòñÿ îäèí âèä ðåñóðñà, ïîòðåáíîñòü â êîòîðîì 0 èëè 1 [43, 44℄.[Ò� 12℄ �ÀÑÏÈÑÀÍÈÅ Ñ Ï�Å�ÛÂÀÍÈßÌÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî çàäàíèé T , ÷èñëî ïðîöåññîðîâ m 2 Z+,÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê l íà T , äëèòåëüíîñòè l(t) 2 Z+ äëÿ âñåõ t 2 T è îáùèéäèðåêòèâíûé ñðîê D 2 Z+.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè m-ïðîöåññîðíîå ðàñïèñàíèå äëÿ çàäàíèé èçT , êîòîðîå äîïóñêàåò ïðåðûâàíèÿ çàäàíèé è óäîâëåòâîðÿåò êàê óñëîâèÿìïðåäøåñòâîâàíèÿ, òàê è îáùåìó äèðåêòèâíîìó ñðîêó? (Òàêîå ðàñïèñàíèå �èäåíòè÷íî îáû÷íîìó m-ïðîöåññîðíîìó ðàñïèñàíèþ, çà èñêëþ÷åíèåì òîãî,÷òî ðàçðåøàåòñÿ ðàçáèâàòü êàæäîå çàäàíèå t 2 T íà ëþáîå ÷èñëî ¾÷àñòè÷-íûõ çàäàíèé¿ t1; t2; ::: ; tk, òàêèõ, ÷òîkXi=1 l(ti) = l(t) è �(ti+1) > �(ti) + l(ti)äëÿ âñåõ i; 1 6 i 6 k. Óñëîâèÿ ÷àñòè÷íîãî ïðåäøåñòâîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíÿ-þòñÿ íà ÷àñòè÷íûå çàäàíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: êàæäîå ÷àñòè÷íîå çàäà-íèå, ïîëó÷åííîå èç t, ïðåäøåñòâóåò âñåì ÷àñòè÷íûì çàäàíèÿì t0, åñëè tlt0.)Èñòî÷íèê [518℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.



270 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ â ñëåäóþ-ùèõ ñëó÷àÿõ: åñëè m = 2 [394℄, åñëè îãðàíè÷åíèÿ l � ¾ëåñ¿ [395℄, åñëèîãðàíè÷åíèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ íåò è äîáàâëåíû èíäèâèäóàëüíûå äèðåêòèâ-íûå ñðîêè [219℄. Êîãäà ¾îäíîðîäíûå¿ ïðîöåññîðû èìåþò ¾ðàçëè÷íûå ïðî-èçâîäèòåëüíîñòè¿, çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðè m = 2èëè ïðè îòñóòñòâèè îãðàíè÷åíèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ [223, 183℄; åñëè âûïîë-íåíî ïîñëåäíåå óñëîâèå, çàäà÷à îñòà¼òñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé ïðèíàëè÷èè èíäèâèäóàëüíûõ äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ [467℄; åñëè æå îäíîâðåìåííîm = 2 è îòñóòñòâóþò îãðàíè÷åíèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ, òî çàäà÷à ïîëèíîìè-àëüíî ðàçðåøèìà, äàæå åñëè äîáàâëåíû öåëî÷èñëåííûå ìîìåíòû ïîñòóï-ëåíèÿ ðàáîò è äèðåêòèâíûå ñðîêè [311℄. Â ñëó÷àå ¾íåçàâèñèìûõ¿ ïðîöåñ-ñîðîâ çàäà÷à ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðè �èêñèðîâàííîì m èîòñóòñòâèè îãðàíè÷åíèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ [180℄; ïðè ïðîèçâîëüíîì m è îò-ñóòñòâèè îãðàíè÷åíèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ îíà ìîæåò áûòü ðåøåíà ìåòîäîìëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [331℄.[Ò� 13℄ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈßÂÇÂÅØÅÍÍÎ�ÎÌÎÌÅÍÒÀÎÊÎÍ-×ÀÍÈß (m Ï�ÎÖÅÑÑÎ�ÎÂ)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî çàäàíèé T , ÷èñëî ïðîöåññîðîâ m 2 Z+,äëÿ êàæäîãî çàäàíèÿ t 2 T äëèòåëüíîñòü l(t) 2 Z+ è âåñ w(t) 2 Z+, à òàêæåïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè m-ïðîöåññîðíîå ðàñïèñàíèå � äëÿ çàäàíèé èçT , òàêîå, ÷òî Xt2T (�(t) + l(t))w(t) 6 K?Èñòî÷íèê [338℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ �ÀÇÁÈÅÍÈÅ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé ïðè m = 2, îíà ÿâëÿåòñÿNP -ïîëíîé â ñèëüíîì ñìûñëå ïðè ïðîèçâîëüíîì m [318℄. Çàäà÷à ðàçðåøèìàçà ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðè �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ m. Ýòè ðå-çóëüòàòû ñîõðàíÿþòñÿ, åñëè äîïóñòèìû ¾ïðåðûâàíèÿ¿ çàäàíèé [379℄. Çàäà-÷à ðåøàåòñÿ (ñ ïîìîùüþ òåõíèêè ïàðîñî÷åòàíèé) çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ,åñëè âñå äëèòåëüíîñòè ðàâíû. Åñëè æå äëèòåëüíîñòè íå ðàâíû, à âñå âåñàðàâíû ìåæäó ñîáîé, òî îíà ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äàæå äëÿïðîöåññîðîâ ðàçíîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè [90℄ è äëÿ ¾íåçàâèñèìûõ¿ ïðîöåñ-ñîðîâ [218, 59℄. Â ñëó÷àå ïðîöåññîðîâ ðàçíîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè îíà ðàçðå-øèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ è òîãäà, êîãäà ðàçðåøåíû ïðåðûâàíèÿ [179℄.Åñëè äîáàâëåíû îãðàíè÷åíèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ, èñõîäíàÿ çàäà÷à NP -ïîëíàâ ñèëüíîì ñìûñëå, äàæå åñëè âñå âåñà ðàâíû, m = 2 è ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîêåñòü ëèáî ¾âíóòðåííåå äåðåâî¿, ëèáî ¾âíåøíåå äåðåâî¿ [478℄. Åñëè â óñëî-âèÿ äîáàâèòü îãðàíè÷åíèÿ íà ðåñóðñû, òî ÷àñòíûå ñëó÷àè, ïðèâåä¼ííûå âçàäà÷å �ÀÑÏÈÑÀÍÈÅ Ñ Î��ÀÍÈ×ÅÍÍÛÌÈ �ÅÑÓ�ÑÀÌÈ, áóäóò âñåNP -ïîëíûìè, äàæå åñëè âñå âåñà ðàâíû [42℄.



A5. Çàäà÷è òåîðèè ðàñïèñàíèé 271A5.3. Ìíîãîïðîöåññîðíûå ðàñïèñàíèÿ êîíâåéåðíîãî òè-ïà[Ò� 14℄ ÎÒÊ�ÛÒÎÅ ÊÎÍÂÅÉÅ�ÍÎÅ �ÀÑÏÈÑÀÍÈÅÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ÷èñëî ïðîöåññîðîâ m 2 Z+, ìíîæåñòâî çàäàíèé J ,êàæäîå èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç m îïåðàöèé (ò. å. çàäàíèå j 2 J ñîñòîèò èçîïåðàöèé t1[j℄; t2[j℄; ::: ; tm[j℄, ïðè÷¼ì îïåðàöèÿ ti[j℄ âûïîëíÿåòñÿ ïðîöåññî-ðîì i), äëèòåëüíîñòü l(t) 2 Z äëÿ êàæäîé îïåðàöèè t è îáùèé äèðåêòèâíûéñðîê D 2 Z+.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè îòêðûòîå ðàñïèñàíèå äëÿ çàäàíèé èç J , óäî-âëåòâîðÿþùåå äèðåêòèâíîìó ñðîêó? Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò ëè íàáîðèç m îäíîïðîöåññîðíûõ ðàñïèñàíèé �i : J ! Z+0 ; 1 6 i 6 m, òàêèõ, ÷òî: (1)èç óñëîâèÿ �i(j) > �i(k) ñëåäóåò �i(j) > �i(k)+l(ti[k℄); (2) äëÿ êàæäîãî j 2 Jâñå èíòåðâàëû [�i(j); �i(j)+l(ti[j℄) íå ïåðåñåêàþòñÿ è (3) �i(j)++l(ti[j℄) 6 Däëÿ âñåõ i; j : 1 6 i 6 m; 1 6 j 6 jJ j?Èñòî÷íèê [181℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ �ÀÇÁÈÅÍÈÅ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé ïðè m = 3, íî ðàçðåøèìàçà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè m = 2. Îíà ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé â ñèëüíîìñìûñëå, åñëè m ïðîèçâîëüíî [334℄. Â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïî-ëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè ðàçðåøåíû ïðåðûâàíèÿ çàäàíèé [181℄, ýòîò �àêòîñòà¼òñÿ â ñèëå è òîãäà, êîãäà çàäàíû äâà ðàçëè÷íûõ ìîìåíòà ïîñòóïëåíèÿçàäàíèé [69℄. Ïðè m = 2 è ðàçðåø¼ííûõ ïðåðûâàíèÿõ îíà ðàçðåøèìà çàïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, äàæå åñëè çàäàíû ïðîèçâîëüíûå ìîìåíòû ïîñòóï-ëåíèÿ çàäàíèé; â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à ñ ðàçðåø¼ííûìè ïðåðûâàíèÿìè, ïðî-èçâîëüíûìè ìîìåíòàìè ïîñòóïëåíèÿ è äèðåêòèâíûìè ñðîêàìè ñâîäèòñÿ êçàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [69℄.[Ò� 15℄ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÅ ÊÎÍÂÅÉÅ�ÍÎÅ �ÀÑÏÈÑÀ-ÍÈÅÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû: ÷èñëî ïðîöåññîðîâ m 2 Z+, ìíîæåñòâî çàäàíèé J ,ïðè÷¼ì êàæäîå çàäàíèå j 2 J ñîñòîèò èç m îïåðàöèé t1[j℄; t2[j℄; ::: ; tm[j℄,äëèòåëüíîñòü îïåðàöèè l(t) 2 Z+0 äëÿ êàæäîé îïåðàöèè t, îáùèé äèðåêòèâ-íûé ñðîê D 2 Z+.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîå ðàñïèñàíèå äëÿ çàäàíèé èçJ , óäîâëåòâîðÿþùåå îáùåìó äèðåêòèâíîìó ñðîêó? (Ïîñëåäîâàòåëüíûì ðàñ-ïèñàíèåì íàçûâàåòñÿ îòêðûòîå ðàñïèñàíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùå-ìó äîïîëíèòåëüíîìó îãðàíè÷åíèþ: äëÿ âñåõ j 2 J è 1 6 i 6 m�i+1(j) >�i(j) + l(ti[j℄.)Èñòî÷íèê [155℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à NP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå ïðè m = 3. Îíàðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðè m = 2 [268℄. Ýòè äâà ðåçóëüòà-òà ñïðàâåäëèâû, åñëè äîïóñòèìû ïðåðûâàíèÿ [182℄, îäíàêî, åñëè äîáàâèòüìîìåíòû ïîñòóïëåíèÿ çàäàíèé, çàäà÷à áóäåò NP -ïîëíîé â ñèëüíîì ñìûñëåäàæå ïðè m = 2 [69℄. Åñëè äîáàâèòü óñëîâèåXj2J �m(j) + l(tm[j℄) 6 K;



272 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷òî ïîëó÷åííàÿ çàäà÷à (áåç ïðåðûâàíèé) áóäåò NP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå,äàæå åñëè m = 2 [155℄.[Ò� 16℄ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÅ �ÀÑÏÈÑÀÍÈÅ ÁÅÇ ÎÆÈ-ÄÀÍÈßÓÑËÎÂÈÅ. Òî æå ñàìîå, êàê è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, ÏÎÑËÅÄÎÂÀ-ÒÅËÜÍÎÅ �ÀÑÏÈÑÀÍÈÅ.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîå ðàñïèñàíèå äëÿ çàäàíèé èçJ , óäîâëåòâîðÿþùåå äèðåêòèâíîìó ñðîêó è äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ, äëÿâñåõ j 2 J è 1 6 i 6 m; �i(j) = �i(j) + l(ti[j℄)?Èñòî÷íèê [338℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ Î�ÈÅÍÒÈ�ÎÂÀÍÍÛÉ �À-ÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÏÓÒÜ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à NP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå äëÿ ëþáîãî �èê-ñèðîâàííîãî m > 4 [416℄. Îíà ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðèm = 2 [172℄, îäíàêî NP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå ïðè m = 2, åñëè äîïóñêà-þòñÿ çàäàíèÿ íå èìåþùèå îïåðàöèé, âûïîëíÿåìûõ íà ïåðâîì ïðîöåññîðå[468℄. Ñëîæíîñòü íå óñòàíîâëåíà äëÿ ñëó÷àÿ m = 3. Åñëè äîáàâèòü óñëîâèåXj2J �m(j) + l(tm[j℄) 6 K;à m � ïðîèçâîëüíî, òî çàäà÷à áóäåò NP -ïîëíîé â ñèëüíîì ñìûñëå [338℄,ïðè÷¼ì åñëè m �èêñèðîâàíî (m > 2), òî ñëîæíîñòü òàêîé çàäà÷è íå óñòà-íîâëåíà. Àíàëîãè÷íî âåðñèè çàäà÷ ÎÒÊ�ÛÒÎÅ �ÀÑÏÈÑÀÍÈÅ è ÎÁÙÅÅÊÎÍÂÅÉÅ�ÍÎÅ �ÀÑÏÈÑÀÍÈÅ (ñì. íèæå), êîãäà äîáàâëåíî óñëîâèå, çà-ïðåùàþùåå îæèäàíèå, ÿâëÿþòñÿ NP -ïîëíûìè â ñèëüíîì ñìûñëå ïðè m = 2[468℄.[Ò� 17℄ÄÂÓÕÏ�ÎÖÅÑÑÎ�ÍÎÅÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÅ�ÀÑ-ÏÈÑÀÍÈÅ Ñ ÁÓÔÅ�ÎÌÓÑËÎÂÈÅ. Òî æå ñàìîå, êàê â çàäà÷å ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÅ �ÀÑ-ÏÈÑÀÍÈÅ, ïðè óñëîâèè, ÷òî m = 2 è äîïîëíèòåëüíî çàäàíà ¾¼ìêîñòü áó-�åðà¿ B 2 Z+0 .ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîå ðàñïèñàíèå äëÿ çàäàíèé èçJ , óäîâëåòâîðÿþùåå îáùåìó äèðåêòèâíîìó ñðîêó è ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:äëÿ ëþáîãî u > 0 ÷èñëî çàäàíèé j 2 J , äëÿ êîòîðûõ îäíîâðåìåííî �1(j) +l(t1[j℄) 6 u è �2(j) > u, íå ïðåâîñõîäèò B?Èñòî÷íèê [416℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ Ò��ÕÌÅ�ÍÎÅ ÑÎ×ÅÒÀÍÈÅÑ Î��ÀÍÈ×ÅÍÈßÌÈ ÏÎ ÂÅÑÓ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à NP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå äëÿ ëþáîãî �èêñè-ðîâàííîãî B; 1 6 B < 1. Îíà ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëèB = 0 [172℄ èëè åñëè B > jJ j � 1 [268℄.[Ò� 18℄ ÎÁÙÅÅ ÊÎÍÂÅÉÅ�ÍÎÅ �ÀÑÏÈÑÀÍÈÅÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû: ÷èñëî ïðîöåññîðîâ m 2 Z+, ìíîæåñòâî çàäàíèé J(ïðè÷¼ì êàæäîå çàäàíèå j 2 J ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà îïåðàöèé



A5. Çàäà÷è òåîðèè ðàñïèñàíèé 273tk[j℄; 1 6 k 6 nj), äëÿ êàæäîé îïåðàöèè t äëèòåëüíîñòü l(t) 2 Z+0 , îïðåäå-ë¼ííûé ïðîöåññîðp(t) 2 f1; 2; ::: ; mg; ãäå p(tk[j℄) 6= p(tk+1[j℄)äëÿ âñåõ j 2 J è 1 6 k 6 nj , è äèðåêòèâíûé ñðîê D 2 Z+.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè îáùåå êîíâåéåðíîå ðàñïèñàíèå äëÿ çàäàíèé èçJ , óäîâëåòâîðÿþùåå îáùåìó äèðåêòèâíîìó ñðîêó? Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùå-ñòâóåò ëè íàáîð îäíîïðîöåññîðíûõ ðàñïèñàíèé �i, îòîáðàæàþùèõ ìíîæå-ñòâî ft : p(t) = ig â Z+0 ; 1 6 i 6 m è óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:(1) èç �i(t) > �i(t0) ñëåäóåò, ÷òî �i(t) > �i(t0) + l(t0);(2) �(tk+1[j℄) > �(tk [j℄) + l(tk[j℄)(ãäå èíäåêñû ñîîòâåòñòâóþò ðàñïèñàíèþ �) äëÿ âñåõ j 2 J è 1 6 k 6 nj ;(3) äëÿ âñåõ j 2 J �(tn[j℄) + l(tnj [j℄) 6 D(ãäå îïÿòü èíäåêñû ñîîòâåòñòâóþò ðàñïèñàíèþ �)?Èñòî÷íèê [155℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-�ÀÇÁÈÅÍÈÅ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à NP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå ïðè m = 2. Îíà ìî-æåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè m = 2 è nj 6 2 äëÿ âñåõj 2 J [256℄. Îíà NP -ïîëíà (â îáû÷íîì ñìûñëå), åñëèm = 2 è nj 6 3 äëÿ âñåõj 2 J èëè åñëè m = 3 è nj 6 2 äëÿ âñåõ j 2 J [182℄. Âñå ýòè ðåçóëüòàòû èìå-þò ìåñòî è â ñëó÷àå, êîãäà ðàçðåøàþòñÿ ïðåðûâàíèÿ çàäàíèé [182℄. Åñëèïðåðûâàíèÿ íå ðàçðåøàþòñÿ è âñå îïåðàöèè èìåþò îäèíàêîâóþ äëèòåëü-íîñòü, çàäà÷à NP -ïîëíà äëÿ m = 3; ïðè m = 2 å¼ ñëîæíîñòü íå óñòàíîâëåíà[337℄6).A5.4. �àçíûå çàäà÷è[Ò� 19℄ ÑÎÑÒÀÂËÅÍÈÅ Ó×ÅÁÍÎ�Î �ÀÑÏÈÑÀÍÈßÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî H ¾ðàáî÷èõ ÷àñîâ¿, ìíîæåñòâî C ¾ïðå-ïîäàâàòåëåé¿, ìíîæåñòâî T ¾ó÷åáíûõ äèñöèïëèí¿, äëÿ êàæäîãî 
 2 C äàíîïîäìíîæåñòâî A(
) � H , íàçûâàåìîå ¾äîïóñòèìûìè ÷àñàìè äëÿ ïðåïîäà-âàòåëÿ 
¿, äëÿ êàæäîé äèñöèïëèíû t 2 T � ïîäìíîæåñòâî A(t) � H , íà-çûâàåìîå ¾äîïóñòèìûìè ÷àñàìè äëÿ äèñöèïëèíû t¿, è äëÿ êàæäîé ïàðû(
; t) 2 C � T � ÷èñëî R(
; t) 2 Z+0 , íàçûâàåìîå ¾òðåáóåìîé íàãðóçêîé¿.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ó÷åáíîå ðàñïèñàíèå, îáñëóæèâàþùåå âñå äèñ-öèïëèíû? Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò ëè �óíêöèÿ f : C�T �H ! f0; 1g(ãäå f(
; t; h) = 1 îçíà÷àåò, ÷òî ïðåïîäàâàòåëü 
 çàíèìàåòñÿ äèñöèïëèíîét â ìîìåíò h) , óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: (1) f(
; t; h) = 1òîëüêî òîãäà, êîãäà h 2 A(
) \ A(t), (2) äëÿ êàæäîãî h 2 H è 
 2 C ñó-ùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî t 2 T , òàêîãî, ÷òî f(
; t; h) = 1, (3) äëÿ êàæäîãîh 2 H è t 2 T ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî 
 2 C, òàêîãî, ÷òî f(
; t; h) = 1,6Â. �. Òèìêîâñêèé ïîêàçàë, ÷òî ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à ïðèíàäëåæèò êëàññó P (ðåçóëüòàòåù¼ íå îïóáëèêîâàí). � Ïðèì. ðåä.



274 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷(4) äëÿ êàæäîé ïàðû (
; t) 2 C�T ñóùåñòâóåò ðîâíî R(
; t) çíà÷åíèé h, äëÿêîòîðûõ f(
; t; h) = 1?Èñòî÷íèê [114℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, äàæå åñëè jH j = 3, A(t) = Häëÿ t 2 T è âñå R(
; t) 2 f0; 1g. Îáùàÿ çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîåâðåìÿ, åñëè jA(
)j 6 2 äëÿ âñåõ 
 2 C èëè åñëè A(
) = A(t) = H äëÿ âñåõ
 2 C è t 2 T .[Ò� 20℄ ÊÎÌÏËÅÊÒÎÂÀÍÈÅ ØÒÀÒÀ ÈÑÏÎËÍÈÒÅËÅÉÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà m è k, íàáîð C m-ìåðíûõ âåêòîðîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç k åäèíèö è m � k íóëåé(è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âîçìîæíîå ðàñïðåäåëåíèå èñïîëíèòåëåé), m-ìåðíûéâåêòîð R íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë (íàçûâàåìûé âåêòîðîì ¾ïîòðåáíîñòåé¿)è ÷èñëî èñïîëíèòåëåé n.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ðàñïèñàíèå f : C ! Z�0 , òàêîå, ÷òîX�
2C f(
) 6 n è X�
2C f(�
) � 
 > R?Èñòî÷íèê [152℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÒÏ-3.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè âñå�
 2 C îáëàäàþò ñâîéñòâîì öèêëè÷íîñòè (ò. å. âñå åäèíèöû ðàñïîëîæåíûâ îäíîì è òîì æå ïîðÿäêå, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðâàÿ ïîçèöèÿ ñëåäóåò çàïîçèöèåé m) [30℄. Ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè, êîãäà èñïîëíèòåëèäîñòóïíû â îïðåäåë¼ííûå ÷àñû ðàáî÷åãî äíÿ èëè äíè íåäåëè.[Ò� 21℄ ÏËÀÍÈ�ÎÂÀÍÈÅ Ï�ÎÈÇÂÎÄÑÒÂÀÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ÷èñëî n 2 Z+ ïëàíîâûõ ïåðèîäîâ, äëÿ êàæäîãîïåðèîäà i; 1 6 i 6 n, ¾ïîòðåáíîñòü¿ ri 2 Z+0 , ¾ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ïðî-èçâîäñòâà¿ 
i 2 Z+0 , ñòîèìîñòü ïåðåíàëàäîê ïðîèçâîäñòâà bi 2 Z+0 , êîý��è-öèåíò ïðèðàùåíèÿ ñòîèìîñòè ïðîäóêöèè pi 2 Z+0 , êîý��èöèåíò ñòîèìîñòèçàïàñîâ hi 2 Z+0 , îáùàÿ ãðàíèöà B 2 Z+.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóþò ëè îáú¼ìû ïðîèçâîäñòâà xi 2 Z+0 è ñîîòâåòñòâó-þùèå óðîâíè çàïàñîâ Ii = Pij=1(xj � rj); 1 6 i 6 n, òàêèå, ÷òî âñå xi 6 
i,âñå Ii > 0 è nXi=1 pixi + hiIi + Xxi>0 6 B?Èñòî÷íèê [339℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ �ÀÇÁÈÅÍÈÅ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ; îíàîñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, äàæå åñëè âñå ¾ïîòðåáíîñòè¿ ðàâíû, âñå ñòîèìîñòè ïå-ðåíàëàäîê ðàâíû è âñå ñòîèìîñòè çàïàñîâ ðàâíû 0. Åñëè âñå ïðîïóñêíûåñïîñîáíîñòè ðàâíû, òî çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ [124℄.Óïîìÿíóòûå àëãîðèòìû ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ ìîíî-òîííûõ íåóáûâàþùèõ âûïóêëûõ �óíêöèé ñòîèìîñòè (åñëè îíè âû÷èñëèìûçà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ).[Ò� 22℄ ÈÇÁÅÆÀÍÈÅ ÒÓÏÈÊÀ



A6. Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå 275ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî äèàãðàìì ïåðåõîäîâ äëÿ m ïðîöåññîâfP1; P2; ::: ; Pmg (ãäå êàæäàÿ äèàãðàììà ïðåäñòàâëÿåò îðèåíòèðîâàííûé àöèê-ëè÷åñêèé ãðà�), ìíîæåñòâî Q ¾ðåñóðñîâ¿, ñîñòîÿíèå S ñèñòåìû, çàäàþùååòåêóùèé ¾àêòèâíûé¿ óçåë äëÿ êàæäîãî ïðîöåññà, è ¾ðàñïðåäåëåíèå ðåñóð-ñîâ¿ (ïîäðîáíîñòè ìîæíî íàéòè â óêàçàííûõ íèæå ðàáîòàõ).ÂÎÏ�ÎÑ. ßâëÿåòñÿ ëè ñîñòîÿíèå S ¾îïàñíûì¿? Äðóãèìè ñëîâàìè, ñó-ùåñòâóþò ëè óïðàâëÿþùèå ïîòîêè äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ, òàêèå, ÷òîíèêàêîå ðàñïðåäåëåíèå è ïåðåðàñïðåäåëåíèå ðåñóðñîâ íå ïåðåâåä¼ò ñèñòåìóèç ñîñòîÿíèÿ S â íåêîòîðîå ¾êîíå÷íîå¿ ñîñòîÿíèå?Èñòî÷íèê [21, 508℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿNP -ïîëíîé, äàæå åñëè òðåáîâàíèÿ ê ðàç-ìåùåíèþ ¾ïðàâèëüíûå¿ è êàæäîå èç íèõ îòíîñèòñÿ íå áîëåå ÷åì ê äâóìðåñóðñàì. Â óêàçàííîé ëèòåðàòóðå ïðèâîäÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ðåçóëüòàòûïî ñëîæíîñòè ýòîé çàäà÷è. Â ðàáîòå [175℄ äàíû ðåçóëüòàòû è àëãîðèòìû,îòíîñÿùèåñÿ ê áëèçêîé çàäà÷å î òóïèêîâûõ ñèòóàöèÿõ.A6. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ Ï�Î��ÀÌÌÈ�Î-ÂÀÍÈÅ[ÌÏ 1℄ ÖÅËÎ×ÈÑËÅÍÍÎÅ Ï�Î��ÀÌÌÈ�ÎÂÀÍÈÅÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî X , ñîñòîÿùåå èç ïàð (�x; b) (ãäå�x åñòü m-ìåðíûé öåëî÷èñëåííûé âåêòîð, b � öåëîå ÷èñëî), m-ìåðíûé öåëî-÷èñëåííûé âåêòîð �
 è öåëîå ÷èñëî B.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé m-ìåðíûé âåêòîð �y ñ öåëûìè êîîðäè-íàòàìè, ÷òî �x � �y 6 b äëÿ âñåõ (�z; b) 2 X è �
 � �y > B (ãäå ïðîèçâåäåíèåm-ìåðíûõ âåêòîðîâ �u = (u1; u2; ::: ; um) è �v = (v1; v2; ::: ; vm) çàäà¼òñÿ �îð-ìóëîé �u � �v =Pmi=0 uivi)?Èñòî÷íèê [280, 55℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ. Âî âòîðîé ðàáîòåäîêàçàíà ïðèíàäëåæíîñòü çàäà÷è êëàññó NP .Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à NP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå. Å¼ âàðèàíò, êîãäàèùåòñÿ âåêòîð �y, êîîðäèíàòû êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó f0; 1g (òàêíàçûâàåìàÿ çàäà÷à 0-1 ÖÅËÎ×ÈÑËÅÍÍÎÅÏ�Î��ÀÌÌÈ�ÎÂÀÍÈÅ), îñòà-¼òñÿ NP -ïîëíûì äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà êàæäîå b, âñå êîîðäèíàòû âåê-òîðîâ �x è âñå êîîðäèíàòû âåêòîðà �
 ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó f0; 1g. NP -ïîëíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ñ òåì æå óñëîâèåì, íî â êîòîðîé ñïðàøèâàåòñÿ îñóùåñòâîâàíèè òàêîãî âåêòîðà �y ñ íåîòðèöàòåëüíûìè öåëûìè êîìïîíåíòà-ìè, ÷òî �x � �y = b äëÿ âñåõ (�x; b) 2 X , èëè òàêîãî öåëî÷èñëåííîãî âåêòîðà �y,÷òî �x � �y > 0 äëÿ âñåõ (�x; b)X (ñì. [463℄)7).[ÌÏ 2℄ ÊÂÀÄ�ÀÒÈ×ÍÎÅ Ï�Î��ÀÌÌÈ�ÎÂÀÍÈÅ (*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî X , ñîñòîÿùåå èç ïàð (�x; b) (ãäå�x åñòü m-ìåðíûé âåêòîð ñ ðàöèîíàëüíûìè êîîðäèíàòàìè, b � ðàöèîíàëü-7Èç ðåçóëüòàòà, ïîëó÷åííîãî Õ. Ó. Ëåíñòðîé-ìëàäøèì [1981℄, ñëåäóåò, ÷òî ýòà çàäà÷àïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì jU j ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. � Ïðèì. ðåä.



276 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷íîå ÷èñëî), äâà m-ìåðíûõ âåêòîðà �
 è �d ñ ðàöèîíàëüíûìè êîîðäèíàòàìè èðàöèîíàëüíîå ÷èñëî B.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé m-ìåðíûé âåêòîð �y ñ ðàöèîíàëüíûìèêîîðäèíàòàìè, ÷òî �x � �y 6 b äëÿ âñåõ ïàð (�x; b) 2 X èPmi=1(
iy2i + diyi) > B,ãäå 
i; yi è di � ýòî i-å êîìïîíåíòû âåêòîðîâ �
; �y è �d ñîîòâåòñòâåííî?Èñòî÷íèê [463℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ �ÀÇÁÈÅÍÈÅ.Êîììåíòàðèé. Åñëè íå âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà �
 íåîòðèöàòåëüíû, òîïðèíàäëåæíîñòü çàäà÷è êëàññó NP íå óñòàíîâëåíà [290℄. Åñëè îãðàíè÷åíèÿêâàäðàòè÷íû, à öåëåâàÿ �óíêöèÿ ëèíåéíà (â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ñ�îðìó-ëèðîâàííîé âûøå çàäà÷å), òî çàäà÷à NP -òðóäíà [463℄. Åñëè ê ïîñëåäíåéçàäà÷å äîáàâèòü óñëîâèå, ÷òî âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà �y öåëî÷èñëåííû, òîçàäà÷à ñòàíåò íåðàçðåøèìîé [258℄.[ÌÏ 3℄ ËÈÍÅÉÍÎÅ Ï�Î��ÀÌÌÈ�ÎÂÀÍÈÅ Ñ ÏÀ�ÀÌÅÒ-�È×ÅÑÊÎÉ ÖÅËÅÂÎÉ ÔÓÍÊÖÈÅÉÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî X , ñîñòîÿùåå èç ïàð (�x; b) (ãäå�x åñòü m-ìåðíûé öåëî÷èñëåííûé âåêòîð, b � öåëîå ÷èñëî), ìíîæåñòâî J �f1; 2; ::: ; mg è ïîëîæèòåëüíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî q.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé m-ìåðíûé âåêòîð �
 ñ ðàöèîíàëüíûìèêîîðäèíàòàìè, ÷òî (�
 � �
)1=2 6 q è ìèíèìóì ïî âñåì �y 2 Y ñóìì âèäàPi2J 
jyj áîëüøå, ÷åì12 maxfj
j j : j 2 Jg+Xj2J minf0; 
jg;ãäå Y � ìíîæåñòâî âñåõ m-ìåðíûõ âåêòîðîâ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ðàöèî-íàëüíûìè êîîðäèíàòàìè, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ �x � �y > b äëÿ âñåõ ïàð(�x; b) 2 X?Èñòî÷íèê [259℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãîq > 0. Îíà âîçíèêàåò ïðè àíàëèçå âëèÿíèÿ îøèáîê ïåðâîãî ïîðÿäêà â çàäà÷åëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.[ÌÏ 4℄ Ï�ÎÄÎËÆÅÍÈÅ ÄÎ ÄÎÏÓÑÒÈÌÎ�Î ÁÀÇÈÑÀÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà A ïîðÿäêà m � n, m < n,âåêòîð-ñòîëáåö �a ðàçìåðíîñòè m è ïîäìíîæåñòâî S(jSj 6 m) ìíîæåñòâàñòîëáöîâ ìàòðèöû A.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé A�x = a; �x > 0, òàêîéäîïóñòèìûé áàçèñ B, ÷òî B ñîäåðæèò âñå ñòîëáöû èç ìíîæåñòâà S? (Äîïó-ñòèìûì áàçèñîì íàçûâàåòñÿ íåîñîáàÿ, èìåþùàÿ ïîðÿäîêm�m ïîäìàòðèöàB ìàòðèöû A, òàêàÿ, ÷òî B�1�a > 0.)Èñòî÷íèê [396℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÖÈÊË.[ÌÏ 5℄ ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÅ ÏÎ ÂÅÑÓ �ÅØÅÍÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛËÈÍÅÉÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî X , ñîñòîÿùåå èç ïàð (�x; b) (ãäåx åñòü m-ìåðíûé öåëî÷èñëåííûé âåêòîð, b � öåëîå ÷èñëî) è ïîëîæèòåëüíîåöåëîå ÷èñëî K 6 m.



A6. Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå 277ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé m-ìåðíûé âåêòîð �y ñ ðàöèîíàëüíûìèêîîðäèíàòàìè, ÷òî �y èìååò íå áîëåå K îòëè÷íûõ îò íóëÿ êîîðäèíàò è äëÿâñåõ (�x; b) 2 X âûïîëíåíî ðàâåíñòâî �x � �y = b?Èñòî÷íèê [152℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäÿòñÿ ÒÏ-3.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à NP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå. �àçðåøèìà çà ïî-ëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè K = m.[ÌÏ 6℄ ÎÒÊ�ÛÒÀß ÏÎËÓÑÔÅ�ÀÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî X m-ìåðíûõ âåêòîðîâ è ïîëî-æèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K 6 jX j.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé m-ìåðíûé âåêòîð �y ñ ðàöèîíàëüíûìèêîîðäèíàòàìè, ÷òî �x � �y > 0 ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ K âåêòîðîâ �x 2 X?Èñòî÷íèê [267℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÀß 2-ÂÛÏÎË-ÍÈÌÎÑÒÜ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à NP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå, íî äëÿ ëþáîãî �èê-ñèðîâàííîãî m ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, äàæå âî ¾âçâåøåí-íîì¿ âàðèàíòå. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû èìåþò ìåñòî äëÿ çàäà÷è ÇÀÌÊÍÓ-ÒÀß ÏÎËÓÑÔÅ�À, â êîòîðîé èùåòñÿ âåêòîð �y, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâè-ÿì �x � �y > b íå ìåíåå ÷åì äëÿ K âåêòîðîâ �x 2 X [267℄. Åñëè K = 0 èëèK = jX j, îáå çàäà÷è ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíû çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðî-ãðàììèðîâàíèÿ [448℄.[ÌÏ 7℄ K-ÎÏ�ÅÄÅËßÅÌÎÑÒÜÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî X , ñîñòîÿùåå èç ïàð (�x; b) (ãäå�x åñòü m-ìåðíûé öåëî÷èñëåííûé âåêòîð, b � öåëîå ÷èñëî) è ïîëîæèòåëüíîåöåëîå ÷èñëî K 6 jX j.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ïîäìíîæåñòâî X 0 2 X , òàêîå, ÷òî jX 0j 6 K èäëÿ âñåõ m-ìåðíûõ âåêòîðîâ �y ñ ðàöèîíàëüíûìè êîîðäèíàòàìè èç óñëîâèÿ�x � �y 6 b äëÿ âñåõ (�x; b) 2 X 0 ñëåäóåò, ÷òî �x � �y 6 b äëÿ âñåõ (�x; b) 2 X?Èñòî÷íèê [448℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÒÏ-3.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à NP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå. Ïðè K = jX j � 1ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [448℄. Â ýòîé æå ðàáîòåìîæíî íàéòè äðóãèå NP -ïîëíûå çàäà÷è ýòîãî âèäà, â êîòîðûõ ñòàíäàðò-íàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äîïîëíåíà âîïðîñîì î âûïîëíåíèèíóæíîãî ñâîéñòâà äëÿ íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç K îãðàíè-÷åíèé.[ÌÏ 8℄ ÍÅÑÌÅÆÍÎÑÒÜ ÂÅ�ØÈÍ ÌÍÎ�Î��ÀÍÍÈÊÀ ÇÀ-ÄÀ×È Î ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅ�ÅÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è äâà ãàìèëüòîíîâûõ öèêëà C èC 0 â ãðà�å G.ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî C è C 0 ñîîòâåòñòâóþò íåñìåæíûì âåðøèíàì¾ìíîãîãðàííèêà çàäà÷è î êîììèâîÿæåðå¿ äëÿ ãðà�à G?Èñòî÷íèê [411℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. �åçóëüòàò îñòà¼òñÿ ñïðàâåäëèâûì è â ¾íåñèììåòðè÷íîì¿ñëó÷àå, êîãäà G � îðèåíòèðîâàííûé ãðà�, à C è C 0 � îðèåíòèðîâàííûå ãà-ìèëüòîíîâû öèêëû. Àíàëîãè÷íûå çàäà÷è î íåñìåæíîñòè âåðøèí ìíîãîãðàí-



278 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷íèêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðîñî÷åòàíèþ è ÊËÈÊÅ, ìîãóò áûòü ðåøåíû çàïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ [74℄.[ÌÏ 9℄ �ÞÊÇÀÊÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî U , ðàçìåð s(u) 2 Z+ è ñòîè-ìîñòü v(u) 2 Z+ êàæäîãî u 2 U , ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà B è K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ïîäìíîæåñòâî U 0 2 U , ÷òîXi2U 0 s(u) 6 B è Xu2U 0 v(u) > K?Èñòî÷íèê [280℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ �ÀÇÁÈÅÍÈÅ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, åñëè s(u) = v(u) äëÿ âñåõu 2 U (ÑÓÌÌÀ �ÀÇÌÅ�ÎÂ). Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàì-ìèðîâàíèÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (ñì.,íàïðèìåð, [98, 324℄).[ÌÏ 10℄ ÖÅËÎ×ÈÑËÅÍÍÛÉ �ÞÊÇÀÊÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî U , ðàçìåð s(u) 2 Z+ è ñòîè-ìîñòü v(u) 2 Z+ êàæäîãî ýëåìåíòà u 2 U , à òàêæå ïîëîæèòåëüíûå öåëûå÷èñëà B è K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè òàê ñîïîñòàâèòü êàæäîìó ýëåìåíòó u 2 U öåëîå÷èñëî 
(u), ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâàXu2U 
(u) � s(u) 6 B è Xu2U 
(u) � v(u) > K?Èñòî÷íèê [364℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÑÓÌÌÀ �ÀÇÌÅ�ÎÂ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, åñëè s(u) = v(u) äëÿ âñåõu 2 U . Ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðàçðåøèìà çà ïñåâäîïî-ëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Åñëè jU j = 2, òî çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîåâðåìÿ [210℄.[ÌÏ 11℄ ÍÅÏ�Å�ÛÂÍÛÉ �ÞÊÇÀÊ Ñ Ê�ÀÒÍÛÌ ÂÛÁÎ-�ÎÌ ÝËÅÌÅÍÒÎÂÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî U , ðàçìåðû s(u) 2 Z+ è ñòîè-ìîñòü v(u) 2 Z+ êàæäîãî ýëåìåíòà èç ìíîæåñòâà U , ðàçáèåíèå ìíîæåñòâàU íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâàU1; U2; ::: ; Um, ïîëîæèòåëüíûå öåëûå÷èñëà B è K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè òàê âûáðàòü ïî îäíîìó ýëåìåíòó ui èç êàæäîãîïîäìíîæåñòâà Ui; 1 6 i 6 m, è òàê ñîïîñòàâèòü èì ðàöèîíàëüíûå ÷èñëàri; 0 6 ri 6 1, ÷òî áóäóò âûïîëíåíû íåðàâåíñòâàXi=1 ri � s(ui) 6 B è Xi=1 ri � v(ui) > K?Èñòî÷íèê [245℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ �ÀÇÁÈÅÍÈÅ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, íîîñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè jUij 6 2; 1 6 i 6 m. Åñëè



A7. Àëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë 279jUij = 1 ïðè 1 6 i 6 m èëè åñëè ïîòðåáîâàòü òîëüêî, ÷òîáû ri > 0, íî íåóñòàíàâëèâàòü äëÿ ri âåðõíåé ãðàíèöû, òî îíà ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëü-íîå âðåìÿ ¾æàäíûìè¿ àëãîðèòìàìè [246℄.[ÌÏ 12℄ ×ÀÑÒÈ×ÍÎ ÓÏÎ�ßÄÎ×ÅÍÍÛÉ �ÞÊÇÀÊÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî U , îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïî-ðÿäêà l íà U , ðàçìåð s(u) 2 Z+ è ñòîèìîñòü v(u) 2 Z+ êàæäîãî ýëåìåíòàu 2 U , ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà B è K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ïîäìíîæåñòâî U 0 � U , ÷òî åñëè u 2 U 0è u0 l u, òî u0 2 U 0 è âûïîëíåíû íåðàâåíñòâàXu2U 0 s(u) 6 B è Xu02U 0 v(u) > K?Èñòî÷íèê [152℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÊËÈÊÀ. �àññìàòðèâàåìàÿ çà-äà÷à îáñóæäàåòñÿ òàêæå â ðàáîòå [249℄.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à NP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå, äàæå åñëè s(u) =v(u) äëÿ âñåõ u 2 U . Îáùàÿ çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîåâðåìÿ, åñëè l åñòü ÷àñòè÷íîå "äðåâîâèäíîå"óïîðÿäî÷åíèå.[ÌÏ 13℄ÏÎÊÎÎ�ÄÈÍÀÒÍÛÅÍÅ�ÀÂÅÍÑÒÂÀÌÅÆÄÓÂÅÊ-ÒÎ�ÀÌÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû äâà ìíîæåñòâà X = f�x1; �x2; ::: ; �xkg è Y = f�y1; �y2; :::,ylg, ñîñòîÿùèå èç m-ìåðíûõ öåëî÷èñëåííûõ âåêòîðîâ.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé m-ìåðíûé öåëî÷èñëåííûé âåêòîð �z, ÷òî÷èñëî âåêòîðîâ �xi, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî �xi > �z, íå ìåíüøå÷èñëà òàêèõ âåêòîðîâ �yj äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî �yj > �z (çäåñüñîîòíîøåíèå �u > �v âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ó âåêòîðà �uíåò íè îäíîé êîîðäèíàòû, êîòîðàÿ áûëà áû ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùåé êîîð-äèíàòû âåêòîðà �v)?Èñòî÷íèê [429℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÏÎÊÎÌÏÎÍÅÍÒÍÎÅÂÊËÞ-×ÅÍÈÅ (ñ ðàâíûìè âåñàìè).Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, äàæå åñëè âñå êîìïîíåíòûâåêòîðîâ �xi èëè �yj ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó f0; 1g.A7. ÀË�ÅÁ�À È ÒÅÎ�Èß ×ÈÑÅËA7.1. Çàäà÷è î äåëèìîñòè[ÀÒ× 1℄ ÊÂÀÄ�ÀÒÈ×ÍÛÅ Ñ�ÀÂÍÅÍÈßÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà a; b è 
.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî x < 
, òàêîå, ÷òîx2 � a(modb) ?Èñòî÷íèê [373℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, äàæå åñëè â óñëîâèè äàíûðàçëîæåíèå ÷èñëà b íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè è ðåøåíèå äàííîãî ñðàâíåíèÿ ïî



280 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷âñåì ïðîñòûì ìîäóëÿì, âõîäÿùèì â ðàçëîæåíèå ÷èñëà b. Çàäà÷à ðåøàåòñÿçà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè 
 = 1 (ò. å. îòñóòñòâóåò îãðàíè÷åíèå íà xñâåðõó) è çàäàíî ðàçëîæåíèå b íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Â ïðåäïîëîæåíèèèñòèííîñòè ðàñøèðåííîé ãèïîòåçû �èìàíà ïðè ïðîñòîì b çàäà÷à ðåøàåò-ñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Â îáùåì âèäå îíà òðèâèàëüíî ðàçðåøèìà çàïñåâäîïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.[ÀÒ× 2℄ ÑÈÑÒÅÌÀ ÍÅÑ�ÀÂÍÈÌÎÑÒÅÉÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàí íàáîð f(a1; b1); ::: ; (an; bn)g óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ïîëî-æèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë, òàêèõ, ÷òî ai 6 bi ïðè 1 6 i 6 n.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå öåëîå ÷èñëî x, ÷òî x � ai(modbi); 1 6i 6 n?Èñòî÷íèê [503℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.[ÀÒ× 3℄ ÑÎÂÌÅÑÒÍÀß ÄÅËÈÌÎÑÒÜ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÌÍÎ-�Î×ËÅÍÎÂ (*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû âåêòîðû ai = (ai[0℄; ::: ; ai[m℄) è bi = (bi[0℄; ::: ; bi[m℄),1 6 i 6 n, ñ ïîëîæèòåëüíûìè öåëûìè êîîðäèíàòàìè.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà x1; x2; :::,xm, ÷òî ai[0℄ +Pmj=1 ai[j℄xj , äåëèò bi[0℄ +Pmj=1 bi[j℄xj?Èñòî÷íèê [348, 349℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à ÊÂÀÄ�ÀÒÍÛÅÄÈÎÔÀÍÒÎÂÛ Ó�ÀÂÍÅÍÈß.Êîììåíòàðèé. Íå èçâåñòíî, ïðèíàäëåæèò ëè çàäà÷à êëàññó NP , íî ïðèëþáîì �èêñèðîâàííîì n îíà ïðèíàäëåæèò NP . Ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîìn 6 5 çàäà÷à NP -ïîëíà. Â îáùåì âèäå îíà íåðàçðåøèìà ïðè óñëîâèè, ÷òîêîìïîíåíòû âåêòîðîâ xj ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ â êîëüöå ¾öåëûõ¿ âåùå-ñòâåííîãî êâàäðàòè÷íîãî ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Â óêàçàí-íûõ âûøå ðàáîòàõ ïðèâåäåíû äðóãèå, áëèçêèå ðåçóëüòàòû î ðàçðåøèìîñòèè íåðàçðåøèìîñòè.[ÀÒ× 4℄ Ñ�ÀÂÍÈÒÅËÜÍÀß ÄÅËÈÌÎÑÒÜÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a1; a2; ::: ; an è b1; b2; ::: ; bmïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî 
, äëÿ êîòîðîãî÷èñëî òàêèõ i, ÷òî 
 äåëèò ai, áîëüøå ÷èñëà òàêèõ j, ÷òî 
 äåëèò bj?Èñòî÷íèê [429℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, åñëè âñå bj ðàçëè÷íû è âñåai ðàçëè÷íû [152℄.[ÀÒ× 5℄ ÄÅËÈÌÎÑÒÜ ÏÎÊÀÇÀÒÅËÜÍÎ�Î ÂÛ�ÀÆÅÍÈß(*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a1; a2; ::: ; an è b1; b2; ::: ; bmïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë è öåëîå ÷èñëî q.ÂÎÏ�ÎÑ. Äåëèòñÿ ëè ÷èñëî Qmj=1(qb�j � 1) íà Qni=1(qai � 1)?Èñòî÷íèê [429℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Íå èçâåñòíî, ïðèíàäåæèò ëè çàäà÷à êëàññóNP èëè êëàñ-ñó 
o�NP , íî îíà ðåøàåòñÿ çà ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îáû÷íûì àë-ãîðèòìîì îòûñêàíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ. Îñòà¼òñÿ NP -òðóäíîé



A7. Àëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë 281äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ q; jqj > 1 äàæå òîãäà, êîãäà ai è biÿâëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿìè ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë.[ÀÒ× 6℄ÍÅÄÅËÈÌÎÑÒÜÏ�ÎÈÇÂÅÄÅÍÈßÌÍÎ�Î×ËÅÍÎÂÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ai =< (ai[1℄; bi[1℄); ::: ; (ai[K℄,bi[K℄) >, 1 6 i 6 m, òàêèõ ïàð öåëûõ ÷èñåë, ÷òî bi[j℄ = 0, à òàêæå öåëîå÷èñëî N .ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî ìíîãî÷ëåí Qmi=1 �Pkj=1 ai[j℄ � zbi[j℄� íå äåëèòñÿíà ìíîãî÷ëåí zN � 1?Èñòî÷íèê [430, 431℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ. Äîêàçàòåëüñòâîïðèíàäëåæíîñòè êëàññó NP íåòðèâèàëüíî è ïîëó÷åíî âî âòîðîé èç óêàçàí-íûõ ðàáîò.Êîììåíòàðèé. Áëèçêàÿ çàäà÷à: ¾Çàäàíû äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè < a1,a2, ::: ; am > è < b1; b2; ::: ; bn > ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë, òðåáóåòñÿâûÿñíèòü, äåëèòñÿ ëè Qnj=1(zbj � 1) íà Qmi=1(zai � 1)?¿ � òàêæå NP -ïîëíà[429℄.[ÄÒ× 7℄ ÍÅÒ�ÈÂÈÀËÜÍÛÉ ÍÀÈÁÎËÜØÈÉ ÎÁÙÈÉ ÄÅ-ËÈÒÅËÜ (*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ai =< (ai[1℄; bi[1℄); ::: ; (ai[K℄,bi[K℄) >, 1 6 i 6 m, ïàð öåëûõ ÷èñåë, òàêèõ, ÷òî bi[j℄ > 0.ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâPKj=1 ai[j℄ � zbi[j℄; 1 6 i 6 m, èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ñòåïåíü?Èñòî÷íèê [430℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Íå èçâåñòíî, ïðèíàäëåæèò ëè çàäà÷à NP èëè 
o � NP .Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -òðóäíîé, åñëè âñå ai[j℄ ðàâíû -1 èëè +1 [429℄ èëè åñëèm = 2 [431℄. Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à, â óñëîâèè êîòîðîé äàíî òàêæå ïîëîæè-òåëüíîå öåëîå ÷èñëî K è ñïðàøèâàåòñÿ âåðíî ëè, ÷òî íàèìåíüøåå îáùååêðàòíîå çàäàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ èìååò ñòåïåíü ìåíüøå K ïðè òåõ æå îãðà-íè÷åíèÿõ, ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíîé. Ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ àëãîðèòìîâ îáåçàäà÷è ìîãóò áûòü ðåøåíû çà ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.A7.2. �àçðåøèìîñòü óðàâíåíèé[ÀÒ× 8℄ ÊÂÀÄ�ÀÒÍÛÅ ÄÈÎÔÀÍÒÎÂÛ Ó�ÀÂÍÅÍÈßÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà a; b è 
.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóþò ëè ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà x è y, òàêèå, ÷òîax2 + by = 
?Èñòî÷íèê [373℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Äèî�àíòîâû óðàâíåíèÿ âèäà axk = 
 è Pki=1 aixi = 
ðàçðåøèìû â öåëûõ ÷èñëàõ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõk. Îáùàÿ äèî�àíòîâà çàäà÷à: ¾Çàäàí ïîëèíîì îò k ïåðåìåííûõ ñ öåëûìèêîý��èöèåíòàìè, èìååòñÿ ëè ó íåãî öåëûé êîðåíü?¿ � íåðàçðåøèìà óæåïðè k = 13 [377℄. Îäíàêî äàííàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíî îáîáùåíà(íà ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ íåñêîëüêèìè ïåðåìåííûìè), îñòàâàÿñü ïðè ýòîì â



282 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷êëàññå NP , äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû òîëüêî îäíà ïåðåìåííàÿ âõîäèëàíåëèíåéíûì îáðàçîì â óðàâíåíèå ñèñòåìû [192℄.[ÀÒ× 9℄ ÀË�ÅÁ�ÀÈ×ÅÑÊÈÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß Â ÏÎËÅ GF[2℄ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ïîëèíîìû Pi(x1; x2; ::: ; xn); 1 6 i 6 m, íàä GF [2℄(ëþáîé ìîíîì ëþáîãî ïîëèíîìà åñòü ëèáî 1, ëèáî ïðîèçâåäåíèå ðàçëè÷íûõxi).ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå u1; u2; ::: ; un 2 f0; 1g, ÷òî Pi(u1; u2, :::,un) = 0; 1 6 i 6 m, ïðè÷¼ì àðè�ìåòè÷åñêèå îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ â ïîëåGF [2℄, ò. å. 1 + 1 = 0, 1 � 1 = 1 è ò. ä.?Èñòî÷íèê [129℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÒÏ-3.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà íèâ îäíîì èç ìíîãî÷ëåíîâ íåò ìîíîìîâ, ñîäåðæàùèõ áîëåå äâóõ ïåðåìåííûõ[524℄. Ëåãêî ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè â ìíîãî÷ëåíàõ íåò ìî-íîìîâ, ñîäåðæàùèõ áîëåå îäíîé ïåðåìåííîé èëè åñëè i = 1. Âàðèàíò ýòîéçàäà÷è, â êîòîðîì U � j ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â àëãåáðàè÷åñêîì çàìûêà-íèè GF [2℄, ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíûì, äàæå åñëè â ìíîãî÷ëåíàõ íåò ìîíîìîâ,ñîäåðæàùèõ áîëåå äâóõ ïåðåìåííûõ [129℄.[ÀÒ× 10℄ ÊÎ�ÍÈ ÏÎ ÌÎÄÓËÞ �ÀÂÍÛÅ 1 (*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàí íàáîð óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (a[i℄; b[i℄); 1 6 i 6 n, öåëûõ÷èñåë, ïðè÷¼ì b[i℄ > 0.ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî ìíîãî÷ëåíPni=1 a[i℄ � zb[i℄ èìååò êîðåíü íà åäè-íè÷íîé îêðóæíîñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè? Èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåòëè êîìïëåêñíîå ÷èñëî q; jqj = 1, òàêîå, ÷òînXi=1 a[i℄ � qb[i℄ = 0?Èñòî÷íèê [431℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Íå èçâåñòíî, ïðèíàäëåæèò ëè çàäà÷à NP èëè 
o�NP .[ÀÒ× 11℄ ×ÈÑËÎ ÊÎ�ÍÅÉ Ï�ÎÈÇÂÅÄÅÍÈß ÏÎËÈÍÎÌÎÂ(*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ai =< (ai[1℄; bi[1℄); ::: ; (ai[k℄,bi[k℄) > nap öåëûõ ÷èñåë, ïðè÷¼ì âñå bi[j℄ > 0, à òàêæå ïîëîæèòåëüíîåöåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî ïîëèíîì Qmi=1 �Pkj=1 ai[j℄ � zbi[j℄� èìååò ìåíååK ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ êîðíåé?Èñòî÷íèê [430℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Íå èçâåñòíà ïðèíàäëåæíîñòü çàäà÷è íè NP , íè 
o�NP .Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -òðóäíîé, åñëè êàæäîå ai[j℄ ðàâíî -1 èëè +1 èëè åñëè âóñëîâèè èìååòñÿ ÷èñëî M è ñïðàøèâàåòñÿ, ñóùåñòâóåò ëè ó ïðîèçâåäåíèÿìíîãî÷ëåíîâ íå áîëåå K êîðíåé êðàòíîñòè M [430℄.[ÀÒ× 12℄ ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÎÅ �ÅØÅÍÈÅ �ÅÊÓ��ÅÍÒÍÎ�ÎÓ�ÀÂÍÅÍÈß (*)



A7. Àëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë 283ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (
i; bi); 1 6 i 6 m, óïîðÿäî÷åí-íûõ ïàð öåëûõ ÷èñåë ñ ïîëîæèòåëüíûìè bi.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë a0; a1,::: ; an�1; n > maxfbig, ÷òî áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a0; a1; :::, îïðå-äåëÿåìàÿ ðåêóððåíòíûì óðàâíåíèåìai = mXj=1 
j � ai�bj ;äëÿ âñåõ i > n óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ ai � ai(modn)?Èñòî÷íèê [431℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Íå èçâåñòíà ïðèíàäëåæíîñòü çàäà÷è íè êëàññó NP , íè
o�NP . Â óêàçàííîé ðàáîòå ïðèâåäåíû áëèçêèå ðåçóëüòàòû.A7.3. �àçíîå[ÀÒ× 13℄ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÏÅ�ÌÀÍÅÍÒÀ(*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû (0-1)-ìàòðèöà M ïîðÿäêà n � n è ïîëîæèòåëüíîåöåëîå K 6 n!ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî çíà÷åíèå ïåðìàíåíòà ìàòðèöû M ðàâíî K?Èñòî÷íèê [522℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíîé, íî íå èçâåñòíî, ïðèíàäëå-æèò ëè îíà êëàññó NP . Òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî äëÿ âàðèàíòà, â êîòîðîìñïðàøèâàåòñÿ, âåðíî ëè, ÷òî çíà÷åíèå ïåðìàíåíòà íå áîëüøåK èëè íå ìåíü-øå K. Çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ïåðìàíåíòà ìàòðèöû M KP -ïîëíà.[ÀÒ× 14℄ ÈÍÒÅ��ÀË ÎÒ Ï�ÎÈÇÂÅÄÅÍÈß ÊÎÑÈÍÓÑÎÂÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (a1; a2; ::: ; an) öåëûõ ÷èñåë.ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî R 2�0 (Qni=1 
os (ai�)) d� = 0?Èñòî÷íèê [429℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ �ÀÇÁÈÅÍÈÅ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Âóêàçàííîé ðàáîòå ïðèâåäåíû áëèçêèå ðåçóëüòàòû î ñëîæíîñòè çàäà÷ èíòå-ãðèðîâàíèÿ.[ÀÒ× 15℄ ÒÎ×ÊÀ �ÀÂÍÎÂÅÑÈßÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû íàáîð fFi : 1 6 i 6 ng ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîý�-�èöèåíòàìè îò ïåðåìåííûõ x1; x2; ::: ; xn è êîíå÷íûå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿïåðåìåííûõ Mi � Z; 1 6 i 6 n.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y1; y2; ::: ; yn; yi 2Mi; 1 6 i 6 n, ÷òî äëÿ âñåõ y 2Mi âûïîëíåíû íåðàâåíñòâàFi(y1; y2; ::: ; yi�1; yi; yi+1; ::: ; yn) > Fi(y1; y2; ::: ; yi�1; y; yi+1; ::: ; yn)?Èñòî÷íèê [463℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, äàæå åñëè Mi = f0; 1g; 1 6i 6 n.



284 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷[ÀÒ× 16℄ ÓÍÈÔÈÊÀÖÈß Ñ ÊÎÌÌÓÒÀÒÈÂÍÛÌÈ ÎÏÅ�À-ÒÎ�ÀÌÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ V , ìíîæåñòâî êîíñòàíò C,óïîðÿäî÷åííûå ïàðû (ei; fi) ¾âûðàæåíèé¿. (Âûðàæåíèåì íàçûâàåòñÿ ëèáîïåðåìåííàÿ èç V , ëèáî êîíñòàíòà èç C, ëèáî (e+f), ãäå e è f � âûðàæåíèÿ.)ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè òàê ñîïîñòàâèòü êàæäîé ïåðåìåííîé v 2 V âûðà-æåíèå I(v), íå ñîäåðæàùåå ïåðåìåííûõ, ÷òî I(ei) � I(fi) ïðè 1 6 i 6 n (ãäåI(e) � âûðàæåíèå, ïîëó÷àþùååñÿ çàìåíîé êàæäîé ïåðåìåííîé v, âõîäÿùåéâ e, âûðàæåíèåì I(v), à îòíîøåíèå òîæäåñòâà îïðåäåëÿåòñÿ òàê: e � f , åñëèe = f èëè åñëè e = (a+ b); f = (
+ d) è ëèáî a � 
; b � d, ëèáî a � d; b � 
)?Èñòî÷íèê [479℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, äàæå åñëè êàæäîå âûðàæå-íèå ei è fi ñîäåðæèò íå áîëåå 7 âõîæäåíèé ïîñòîÿííûõ è ïåðåìåííûõ. Âà-ðèàíò çàäà÷è, â êîòîðîì îïåðàòîð + íå êîììóòàòèâåí, ò. å. e � f è òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà e = f , ðàçðåøèì çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ [421℄.[ÀÒ× 17℄ÓÍÈÔÈÊÀÖÈßÄËßÊÎÍÅ×ÍÎ-ÎÏ�ÅÄÅË�ÍÍÛÕÀË�ÅÁ�ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíà àëãåáðà A, êîíå÷íî-îïðåäåë¼ííàÿ ñ ìíîæåñòâîì îá-ðàçóþùèõ G, íàáîðîì îïåðàòîðîâ O ðàçëè÷íûõ êîíå÷íûõ àðíîñòåé è íàáî-ðîì � îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé íà ïðàâèëüíî ïîñòðîåííûõ âûðàæåíèÿõíàä G è O. Çàäàíû òàêæå äâà ïðàâèëüíî ïîñòðîåííûõ âûðàæåíèÿ e è f íàäG è O è ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ V (äåòàëè ñì. â óêàçàííûõ íèæå ðàáîòàõ).ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè êàæäîé ïåðåìåííîé v 2 V ñîïîñòàâèòü åäèíñòâåí-íûé ¾òåðì¿ I(v) íàä G è O òàê, ÷òî åñëè I(e) è I(f) îáîçíà÷àþò âûðàæåíèÿ,ïîëó÷àþùèåñÿ çàìåíîé êàæäîé ïåðåìåííîé â e è f ñîîòâåòñòâóþùèì òåð-ìîì, òî I(e) è I(f) ïðåäñòàâëÿþò îäèí è òîò æå ýëåìåíò A?Èñòî÷íèê [300, 299℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ. Äîêàçàòåëüñòâîòîãî, ÷òî çàäà÷à ïðèíàäëåæèò êëàññó NP , íåòðèâèàëüíî è ñîäåðæèòñÿ âîâòîðîé ðàáîòå.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, åñëè òîëüêî e èëè òîëü-êî f ñîäåðæèò ñèìâîëû ïåðåìåííûõ. Â ðàáîòå [301℄ èçëîæåíû êâàíòîð-íûå âåðñèè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè â êëàññåP � SPACE è â ðàçëè÷íûõ óðîâíÿõ ïîëèíîìèàëüíîé èåðàðõèè.[ÀÒ× 18℄ Ï�ÅÄÑÒÀÂÈÌÎÑÒÜ ÖÅËÎ×ÈÑËÅÍÍÛÌ ÂÛ�À-ÆÅÍÈÅÌÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû öåëî÷èñëåííîå âûðàæåíèå e íàä îïåðàòîðàìè U è+ (öåëî÷èñëåííîå âûðàæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî: äâîè÷íîå ïðåäñòàâ-ëåíèå ÷èñëà n 2 Z+ åñòü öåëî÷èñëåííîå âûðàæåíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ìíî-æåñòâî fng, åñëè f è g åñòü öåëî÷èñëåííûå âûðàæåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùèåìíîæåñòâà F è G, òî f [ g åñòü öåëî÷èñëåííîå âûðàæåíèå, ïðåäñòàâëÿþùååìíîæåñòâî F [G, a f + g åñòü öåëî÷èñëåííîå âûðàæåíèå, ïðåäñòàâëÿþùååìíîæåñòâà fm + n : m 2 F è n 2 Gg, à òàêæå ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëîK. ÂÎÏ�ÎÑ. Ïðèíàäëåæèò ëè K ìíîæåñòâó, ïðåäñòàâëÿåìîìó âûðàæåíè-åì e?



A8. Èãðû è ãîëîâîëîìêè 285Èñòî÷íèê [503℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÑÓÌÌÀ�ÍÛÉ ÂÅÑ ÏÎÄ-ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ.Êîììåíòàðèé. Áëèçêàÿ çàäà÷à ÍÅÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÜ ÖÅËÎ×ÈÑ-ËÅÍÍÛÕ ÂÛ�ÀÆÅÍÈÉ: ¾Ïî äâóì çàäàííûì öåëî÷èñëåííûì âûðàæåíè-ÿì e è f îïðåäåëèòü, ïðåäñòàâëÿþò ëè îíè ðàçëè÷íûå ìíîæåñòâà?¿ � ÿâ-ëÿåòñÿ NP -òðóäíîé è íà ñàìîì äåëå ïîëíà â êëàññå Pp2 ïîëèíîìèàëüíîéèåðàðõèè ([503, 500℄, ñì. òàêæå ðàçä. 7.2). Åñëè äîïóñòèòü ïðèìåíåíèå îïå-ðàòîðà ¾e¿, ãäå ee ïðåäñòàâëÿåò ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë, íå ïðåäñòàâ-ëÿåìûõ e, òî îáå çàäà÷è î ïðåäñòàâèìîñòè è íåýêâèâàëåíòíîñòè ñòàíîâÿòñÿP � SPACE-ïîëíûìè, ñì. [503℄.A8. È��Û È �ÎËÎÂÎËÎÌÊÈ[È� 1℄ ÎÁÎÁÙ�ÍÍÛÉ �ÅÊÑ (*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàí ãðà� G = (V; E), â í¼ì âûäåëåíû äâå âåðøèíû s; t 2V . ÂÎÏ�ÎÑ. Èìååò ëè èãðîê 1 �îðñèðîâàííûé âûèãðûø â îïèñàííîé íèæåèãðå íà ãðà�å G?Îïèñàíèå èãðû. Èãðîêè ïîî÷åð¼äíî âûáèðàþò âåðøèíó èç V nfs; tg; âåð-øèíû, âûáðàííûå èãðîêîì 1, ¾îêðàøèâàþòñÿ¿ â ñèíèé öâåò, à âûáðàííûåèãðîêîì 2 � â êðàñíûé. Èãðà ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäóò îêðà-øåíû âñå âûáðàííûå âåðøèíû, ïðè÷¼ì èãðîê 1 âûèãðûâàåò òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà íàéä¼òñÿ ïóòü èç s â t â ãðà�å G, ïðîõîäÿùèé òîëüêî ÷åðåçñèíèå âåðøèíû.Èñòî÷íèê [119℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäÿòñÿ ÁÓËÅÂÑÊÈÅ ÔÎ�ÌÓËÛ ÑÊÂÀÍÒÎ�ÀÌÈ (ÁÔÊ) (ñì. ðàçä. À9.2).Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ P � SPACE-ïîëíîé. Âåðñèÿ çàäà÷è, âêîòîðîé èãðîêè ïîî÷åð¼äíî âûáèðàþò ð¼áðà, à íå âåðøèíû (èçâåñòíàÿ ïîäíàçâàíèåì ¾ïåðåêëþ÷àòåëüíàÿ èãðà Øåííîíà íà ð¼áðàõ¿), ðàçðåøèìà çàïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ [62℄. Åñëè ãðà� G îðèåíòèðîâàí è èãðîê 1 ñòðåìèòñÿïîëó÷èòü ñèíèé îðèåíòèðîâàííûé ïóòü èç s â t, òî îáå çàäà÷è (ò. å. âûáîðâåðøèí è âûáîð ð¼áåð) ÿâëÿþòñÿ P � SPACE-ïîëíûìè [119℄.[È� 2℄ ÎÁÎÁÙ�ÍÍÀß �ÅÎ��ÀÔÈß (*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàí îðèåíòèðîâàííûé ãðà� G = (V; A) è âûäåëåííàÿ âí¼ì âåðøèíà v0 2 V .ÂÎÏ�ÎÑ. Èìååò ëè èãðîê 1 �îðñèðîâàííûé âûèãðûø â îïèñàííîé íèæåèãðå íà G?Îïèñàíèå èãðû. Èãðîêè ïîî÷åð¼äíî âûáèðàþò íîâóþ äóãó èç A. Ïåð-âàÿ äóãà äîëæíà èìåòü ñâîèì íà÷àëîì âåðøèíó v0, à êàæäàÿ ïîñëåäóþùàÿâûáðàííàÿ äóãà äîëæíà èìåòü ñâîèì íà÷àëîì êîíåö ïîñëåäíåé âûáðàííîéäî ýòîãî äóãè. Èãðîê, êîòîðûé ïåðâûì îêàæåòñÿ íå â ñîñòîÿíèè âûáðàòüíîâóþ äóãó, ïðîèãðûâàåò.Èñòî÷íèê [473℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÁÓËÅÂÑÊÈÅ ÔÎ�ÌÓËÛ ÑÊÂÀÍÒÎ�ÀÌÈ (ÁÔÊ) (ñì. ðàçä. À9.2).



286 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à P �SPACE-ïîëíà, äàæå åñëè ãðà� äâóäîëüíûé,ïëàíàðíûé è èìåþùèé ñòåïåíè çàõîäà è âûõîäà, íå ïðåâîñõîäÿùèå 2, è ñòå-ïåíè âåðøèí íå ïðåâîñõîäÿò 3 (ÏËÀÍÀ�ÍÀß �ÅÎ��ÀÔÈß) [345℄. Èãðàÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì èçâåñòíîé èãðû ¾ãåîãðà�èÿ¿, èëè ¾ãîðîäà¿, â êîòî-ðîé èãðîêè ïîî÷åð¼äíî íàçûâàþò ãîðîäà, ïðè÷¼ì íàçâàíèå êàæäîãî ãîðîäàäîëæíî íà÷èíàòüñÿ ñ òîé áóêâû, íà êîòîðóþ îêàí÷èâàåòñÿ íàçâàíèå ïðåäû-äóùåãî ãîðîäà.[È� 3℄ ÎÁÎÁÙ�ÍÍÛÅ ¾ÊÅÉËÈ¿(*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàí ãðà� G = (V; E).ÂÎÏ�ÎÑ. Èìååò ëè èãðîê 1 �îðñèðîâàííûé âûèãðûø â îïèñàííîé íèæåèãðå íà G?Îïèñàíèå èãðû. Èãðîêè ïîî÷åð¼äíî âûáèðàþò âåðøèíó â ãðà�å, ïðè-÷¼ì ýòà âåðøèíà è âñå åé ñìåæíûå âûáðàñûâàþòñÿ èç ãðà�à. Èãðîê 1 âû-èãðûâàåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èãðîê 2 îêàçûâàåòñÿ ïåðâûì èãðîêîì,êîòîðûé íå ìîæåò âûáðàòü âåðøèíó, òàê êàê îíè óæå âñå âûáðîøåíû.Èñòî÷íèê [473℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÁÔÊ (ñì. ðàçä. À9.2).Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à P �SPACE-ïîëíàÿ. �àññìîòðèì âåðñèþ çàäà÷è,â êîòîðîé G = (V1[V2; E) � äâóäîëüíûé ãðà�, êàæäîå ðåáðî êîòîðîãî èìååòîäíó âåðøèíó â V1, à äðóãóþ � â V2, è, êðîìå òîãî, èãðîê i ìîæåò âûáèðàòüâåðøèíû èç ìíîæåñòâà V , (ïðè÷¼ì âñå ñìåæíûå âåðøèíû, êàê è ðàíüøå,âûáðàñûâàþòñÿ), ýòà çàäà÷à òàêæå ÿâëÿåòñÿ P �SPACE-ïîëíîé. Îïèñàíèåèãðû â ¾êåéëè¿, íà êîòîðîé îñíîâàíî ïðèâåä¼ííîå âûøå îáîáùåíèå, ìîæíîíàéòè â [89℄.[È� 4℄ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÅ Ï�ÈÑÂÎÅÍÈÅ ÇÍÀ×ÅÍÈÉÈÑÒÈÍÍÎÑÒÈ (*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåìåííûõ U =< u1; u2; :::,un > è ñåìåéñòâî C äèçúþíêöèé íàä U (òàê æå êàê â çàäà÷å ÂÛÏÎË-ÍÈÌÎÑÒÜ).ÂÎÏ�ÎÑ. Èìååò ëè èãðîê 1 �îðñèðîâàííûé âûèãðûø â îïèñàííîé íèæåèãðå íà U è C?Îïèñàíèå èãðû. Èãðîêè ïîî÷åð¼äíî ïðèñâàèâàþò çíà÷åíèå èñòèííîñòèïåðåìåííûì èç U , ïðè÷¼ì íà i-ì õîäó èãðîê 1 ïðèñâàèâàåò çíà÷åíèå ïåðå-ìåííîé u2i�1 à èãðîê 2 � ïåðåìåííîé u2i. Èãðîê 1 âûèãðûâàåò òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà â ðåçóëüòàòå ïðèñâîåíèÿ ïåðåìåííûì çíà÷åíèé èñòèííîñòè âñåäèçúþíêöèè èç C îêàçûâàþòñÿ âûïîëíåííûìè.Èñòî÷íèê [503℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÁÔÊ (ñì. ðàçä. À9.2).Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à P�SPACE-ïîëíàÿ, äàæå åñëè âñå äèçúþíêöèè âC ñîäåðæàò òîëüêî òðè ëèòåðàëà. Îíà ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ,åñëè êàæäàÿ äèçúþíêöèÿ ñîäåðæèò íå áîëåå äâóõ ëèòåðàëîâ [474℄.[È� 5℄Ï�ÈÑÂÎÅÍÈÅÈÑÒÈÍÍÎÑÒÈÑ �ÀÇÁÈÅÍÈÅÌÌÍÎ-ÆÅÑÒÂÀ ÏÅ�ÅÌÅÍÍÛÕ (*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíî ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ U è ñåìåéñòâî C äèçúþíê-öèé íàä U .



A8. Èãðû è ãîëîâîëîìêè 287ÂÎÏ�ÎÑ. Èìååò ëè èãðîê 1 �îðñèðîâàííûé âûèãðûø â îïèñàííîé íèæåèãðå íà U è C?Îïèñàíèå èãðû. Èãðîêè ïîî÷åð¼äíî âûáèðàþò ïåðåìåííûå èç U äî òåõïîð, ïîêà íå áóäóò âûáðàíû âñå ïåðåìåííûå. Èãðîê 1 âûèãðûâàåò òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà íàáîð çíà÷åíèé ¾èñòèíà¿ ó ïåðåìåííûõ èãðîêà 1 èçíà÷åíèé ¾ëîæü¿ ó ïåðåìåííûõ èãðîêà 2 ïðèâîäèò ê âûïîëíåíèþ âñåõ äèçú-þíêöèé èç C.Èñòî÷íèê [473℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÁÔÊ (ñì. ðàçä. À9.2).Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à P � SPACE-ïîëíàÿ, äàæå åñëè âñå äèçúþíêöèèñîäåðæàò ëèòåðàëû áåç îòðèöàíèé (ò. å. íå ñîäåðæàò ëèòåðàëîâ âèäà �u, åñëèu 2 U). Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ íåñêîëüêèõ äðóãèõ èãð íà ëîãè÷åñêèõâûðàæåíèÿõ ìîæíî íàéòè â [473℄.[È� 6℄ ÔÈËÜÒ� (*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû äâà ñåìåéñòâà A è B ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íîãî ìíî-æåñòâà X , ïðè÷¼ì A è B íå èìåþò îáùèõ ïîäìíîæåñòâ.ÂÎÏ�ÎÑ. Èìååò ëè èãðîê 1 �îðñèðîâàííûé âûèãðûø â îïèñàííîé íèæåèãðå íà A, B è X?Îïèñàíèå èãðû. Èãðîêè ïîî÷åð¼äíî âûáèðàþò ýëåìåíòû èçX äî òåõ ïîð,ïîêà ìíîæåñòâî X ' âñåõ âûáðàííûõ ýëåìåíòîâ íå áóäåò ïåðåñåêàòüñÿ ëèáî ñêàæäûì ïîäìíîæåñòâîì èç A, ëèáî ñ êàæäûì ïîäìíîæåñòâîì èç B. Èãðîê1 âûèãðûâàåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî X 0 âñåõ âûáðàííûõýëåìåíòîâ ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàæäûì ïîäìíîæåñòâîì èç B, ïðè÷¼ì åñëè ïî-ñëåäíèé õîä ñäåëàí èãðîêîì 1, òî X 0 íå äîëæíî ïåðåñåêàòüñÿ ñ êàæäûìïîäìíîæåñòâîì èç A.Èñòî÷íèê [473℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÁÔÊ (ñì. À9.2).Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à P � SPACE-ïîëíàÿ.[È� 7℄ ÍÀÊ�ÛÂÀÞÙÅÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ (*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíî ñåìåéñòâî C ïîäìíîæåñòâ áàçèñíîãî ìíîæåñòâà B.ÂÎÏ�ÎÑ. Èìååò ëè èãðîê 1 �îðñèðîâàííûé âûèãðûø â îïèñàííîé íèæåèãðå íà C è B?Îïèñàíèå èãðû. Èãðîêè ïîî÷åð¼äíî âûáèðàþò íîâûå ýëåìåíòû èç B äîòåõ ïîð, ïîêà äëÿ êàæäîãî 
 2 C íå îêàæåòñÿ âûáðàííûì êàêîé-òî ýëåìåíòèç 
. Èãðîê, õîä êîòîðîãî ïðèâîäèò ê ýòîé ñèòóàöèè, ïðîèãðûâàåò.Èñòî÷íèê [473℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÁÔÊ (ñì. ðàçä. À9.2).Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à P � SPACE-ïîëíàÿ, äàæå åñëè âñå ìíîæåñòâà âC ñîäåðæàò íå áîëåå äâóõ ýëåìåíòîâ (èñõîäíàÿ çàäà÷à ÍÀÊ�ÛÂÀÞÙÅÅÌÍÎÆÅÑÒÂÎ â ýòîì ñëó÷àå ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà). Åñëè ïîìåíÿòüìåñòàìè âûèãðûâàþùåãî è ïðîèãðûâàþùåãî, çàäà÷à áóäåò P � SPACE-ïîëíîé, äàæå êîãäà âñå ìíîæåñòâà â C ñîäåðæàò íå áîëåå òð¼õ ýëåìåíòîâ.[È� 8℄ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎÅÂÇÂÅØÅÍÍÎÅÏÀ�ÎÑÎ×ÅÒÀÍÈÅ(*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E), âåñà w(e) 2 Z+ äëÿ âñåõ e 2 E èãðàíèöà B 2 Z+.



288 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷ÂÎÏ�ÎÑ. Èìååò ëè èãðîê 1 �îðñèðîâàííûé âûèãðûø â îïèñàííîé íèæåèãðå íà G?Îïèñàíèå èãðû. Èãðîêè ïîî÷åð¼äíî âûáèðàþò íîâîå ðåáðî èç E, ïðèýòîì âûáðàííîå ðåáðî íå äîëæíî èìåòü îáùèõ êîíöîâ ñ âûáðàííûìè ðàíååð¼áðàìè. Êàê òîëüêî ñóììà âåñîâ âñåõ âûáðàííûõ ð¼áåð ïðåâîñõîäèò B,èãðîê 1 âûèãðûâàåò.Èñòî÷íèê [102℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÁÔÊ (ñì. ðàçä. À9.2).Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à P � SPACE-ïîëíàÿ, õîòÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ çà-äà÷à î ìàêñèìàëüíîì âçâåøåííîì ïàðîñî÷åòàíèè ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìè-àëüíîå âðåìÿ [324℄.[È� 9℄ ÓÍÈ×ÒÎÆÅÍÈÅ (*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû îðèåíòèðîâàííûé àöèêëè÷åñêèé ãðà� G = (V; A),ñåìåéñòâî fAij1 6 i 6 rg (âîçìîæíî, ïåðåñåêàþùèõñÿ) ïîäìíîæåñòâ ìíî-æåñòâà A, �óíêöèÿ f0, îòîáðàæàþùàÿ V â f0; 1; 2; ::: ; rg, ãäå f0(v) = i > 0îçíà÷àåò, ÷òî ïîìåòêà òèïà i ïðèñâîåíà âåðøèíå v, a f0(v) = 0 îçíà÷àåò, ÷òîv íå ïîìå÷åíà.ÂÎÏ�ÎÑ. Èìååò ëè èãðîê 1 �îðñèðîâàííûé âûèãðûø â îïèñàííîé íèæåèãðå íà G?Îïèñàíèå èãðû. Ïîçèöèåé íàçûâàåòñÿ f : V ! f0; 1; ::: ; rg, ïðè÷¼ì f0� ýòî íà÷àëüíàÿ ïîçèöèÿ. Èãðîêè äåëàþò õîäû ïî î÷åðåäè. Õîä êàæäîãîèãðîêà ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí âûáèðàåò íåêîòîðóþ âåðøèíó v 2 V ñ ïîìåòêîéf(v) > 0 è äóãó (v; w) 2 Af(v) è çàòåì ïåðåíîñèò ïîìåòêó ñ âåðøèíû víà âåðøèíó w. Òî÷íåå, íîâàÿ ïîçèöèÿ f 0 èìååò òîò æå âèä, ÷òî è f , çàèñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî f 0(v) = 0 èf 0(w) = � 0; åñëè f(w) > 0;f(v); åñëè f(w) = 0:(Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè f(w) > 0, òî ïîìåòêà, ïåðåíåñ¼ííàÿ íà w, è ïî-ìåòêà, ïðèñâîåííàÿ ðàíåå âåðøèíå w, ¾âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ¿.) Èãðîê 1âûèãðûâàåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èãðîê 2 îêàçûâàåòñÿ íåñïîñîáíûìñäåëàòü î÷åðåäíîé õîä.Èñòî÷íèê [129℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÂÅ�ØÈÍÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à NP -òðóäíà è ïðèíàäëåæèò P � SPACE, íî íåèçâåñòíî, ÿâëÿåòñÿ ëè îíà P � SPACE-ïîëíîé. Îíà îñòà¼òñÿ NP -òðóäíîé,äàæå åñëè r = 2 è A1\A2 = ?. Çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ,åñëè r = 1 [128℄. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû, óñòàíàâëèâàþùèå NP -òðóäíîñòüäëÿ äðóãèõ èãð ñ ïîìåòêàìè íà îðèåíòèðîâàííûõ ãðà�àõ, ìîæíî íàéòè â[129℄.[È� 10℄ØÀØÊÈ ÍÀ ÄÎÑÊÅ N �N (*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû: ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî N ; ðàçáèåíèå ÷¼ðíûõ ïîëåéíà øàõìàòíîé äîñêå ðàçìåðîì N �N íà òðè ãðóïïû: (à) ïóñòûå ïîëÿ, (á)ïîëÿ, çàíÿòûå ÷¼ðíûìè äàìêàìè, è (â) ïîëÿ, çàíÿòûå êðàñíûìè äàìêàìè;èí�îðìàöèÿ, ÷åé õîä ïåðâûé (êðàñíûõ èëè ÷¼ðíûõ).



A8. Èãðû è ãîëîâîëîìêè 289ÂÎÏ�ÎÑ. Èìåþò ëè ÷¼ðíûå �îðñèðîâàííûé âûèãðûø â çàäàííîé ïî-çèöèè â èãðå, èãðàåìîé ïî ñòàíäàðòíûì ïðàâèëàì øàøåê íà ðàñøèðåííîéäîñêå ðàçìåðîì N �N (ïðè ñîîòâåòñòâåííî óâåëè÷åííîì ÷èñëå øàøåê)?Èñòî÷íèê [127℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÏËÀÍÀ�ÍÀß �ÅÎ��ÀÔÈß.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à P � SPACE-òðóäíà. Ïðè íåêîòîðûõ ïðàâèëàõîíà P �SPACE-ïîëíà. Áëèçêàÿ çàäà÷à, â êîòîðîé ñïðàøèâàåòñÿ, ìîãóò ëè÷¼ðíûå âçÿòü âñå øàøêè êðàñíûõ çà îäèí õîä, ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëü-íîå âðåìÿ.[È� 11℄ �Î ÍÀ ÄÎÑÊÅ N �N (*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû: ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëîN ; ðàçáèåíèå ¾òî÷åê¿ íà äîñ-êå äëÿ èãðû â ¾ãî¿ ðàçìåðîì N �N íà òðè ãðóïïû: (à) ïóñòûå, (á) çàíÿòûå÷¼ðíûìè �èøêàìè, (â) çàíÿòûå áåëûìè �èøêàìè; èí�îðìàöèÿ, êòî õîäèòïåðâûì, áåëûå èëè ÷¼ðíûå.ÂÎÏ�ÎÑ. Èìåþò ëè áåëûå �îðñèðîâàííûé âûèãðûø â çàäàííîé ïî-çèöèè â èãðå, èãðàåìîé ïî ñòàíäàðòíûì ïðàâèëàì ¾ãî¿ íà ðàñøèðåííîéäîñêå?Èñòî÷íèê [345℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÏËÀÍÀ�ÍÀß �ÅÎ��ÀÔÈß.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à P � SPACE-òðóäíà.[È� 12℄ ËÅÂÛÉ � Ï�ÀÂÛÉ ÕÀÊÅÍÁÓØÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû: îòäåëüíûé ïðåäìåò èç ¾ãàðíèòóðà êðàñíîãî äåðå-âà¿, ïðåäñòàâèìûé â âèäå ñâÿçíîãî ãðà�à G = (V; E) ñ âûäåëåííîé âåðøè-íîé v 2 V , íàçûâàåìîé ¾îñíîâàíèåì¿; ðàçáèåíèå ð¼áåð ãðà�à íà ìíîæåñòâàL è R, ãäå L � ìíîæåñòâî ð¼áåð, ñîäåðæàùèõ âåðøèíó v è íàçûâàåìûõ¾íîæêàìè¿, a R = E n L, ïðè÷¼ì êàæäàÿ ¾íîæêà¿ èìååò îáùóþ âåðøèíóíå áîëåå ÷åì ñ îäíèì ðåáðîì èç R, íàçûâàåìûì å¼ ¾ñòîéêîé¿ (íå âñå ð¼áðàâ R, îäíàêî, ÿâëÿþòñÿ ¾ñòîéêàìè¿); ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Íàéäåòñÿ ëè ¾öåíà¿ èãðû ËÅÂÛÉ-Ï�ÀÂÛÉ ÕÀÊÅÍÁÓØíà ãðà�å G, ìåíüøàÿ è ðàâíàÿ 2�K?. Îïèñàíèå èãðû è îïðåäåëåíèå ¾öåíûèãðû¿ ñì. â [89℄.Èñòî÷íèê [37℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äàæå äëÿ äâóäîëüíîãî ãðà-�à G. Îíà ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè ãðà� G � äåðåâî.Ñëåäñòâèåì ýòîãî ðåçóëüòàòà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî çàäà÷à âûÿñíåíèÿ, èìååòñÿëè â ýòîé èãðå âûèãðûø äëÿ èãðîêà 1, ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíîé.[È� 13℄ ÎÁËÈÖÎÂÊÀ ÊÂÀÄ�ÀÒÀÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû: ìíîæåñòâî êðàñîê C; ñåìåéñòâî T 2 C4 ¾êåðàìè÷å-ñêèõ ïëèòîê¿, ãäå < a; b; 
; d > îáîçíà÷àåò ïëèòêó, ó êîòîðîé âåðõ, ïðàâàÿñòîðîíà, íèç, ëåâàÿ ñòîðîíà îêðàøåíû ñîîòâåòñòâåííî â öâåòà a; b; 
; d; ïî-ëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî N 6 jCj.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ïîêðûòèå êâàäðàòà ðàçìåðîì ïëèòêàìè èçN�N , ò. å. ìîæíî ëè ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ïàðå (i; j); 1 6 i 6N; 1 6 j 6 N , íåêîòîðóþ ïëèòêó A = A(i; j) 2 T òàê, ÷òî, âî-ïåðâûõ, åñëèF (i; j) =< a; b; 
; d > è f(i + 1; j) =< a0; b0; 
0; d0 >, òî a = 
0, è, âî-âòîðûõ,åñëè f(i; j) =< a; b; 
; d > è f(i; j + 1) =< a0; b0; 
0; d0 >, òî b = d0?



290 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷Èñòî÷íèê [154℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ Î�ÈÅÍÒÈ�ÎÂÀÍÍÛÉ �À-ÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÏÓÒÜ.Êîììåíòàðèé. Âàðèàíò çàäà÷è, êîãäà ñïðàøèâàåòñÿ, ìîæíî ëè ñ ïîìî-ùüþ ìíîæåñòâà T ïîêðûòü ïëèòêàìè âñþ ïëîñêîñòü (Z�Z) ¾ïåðèîäè÷åñêè¿ñ ïåðèîäîì ìåíüøèì, ÷åì N , òàêæå ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé çàäà÷åé. Â îáùåìñëó÷àå çàäà÷à ¾âûÿñíèòü, ìîæíî ëè ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ïëè-òîê ïîêðûòü âñþ ïëîñêîñòü¿, íåðàçðåøèìà [36℄, òî÷íî òàê æå êàê è çàäà÷à¾âûÿñíèòü, ìîæíî ëè ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ïëèòîê ïîêðûòüïëîñêîñòü ïåðèîäè÷åñêè¿.[È� 14℄ ÑÎÑÒÀÂËÅÍÈÅ Ê�ÎÑÑÂÎ�ÄÀÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñëîâ W 2 �� è ìàòðèöà A èçíóëåé è åäèíèö ðàçìåðîì n� n.ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè ñîñòàâèòü êðîññâîðä ðàçìåðîì n�n èç ñëîâ ìíîæå-ñòâà W òàê, ÷òîáû ñëîâà çàïèñûâàëèñü â êëåòêè, ñîîòâåòñòâóþùèå íóëÿì âA? Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè E � ýòî ìíîæåñòâî ïàð (i; j), òàêèõ, ÷òî Aij = 0,òî ñóùåñòâóåò ëè îòîáðàæåíèå f : E ! �, òàêîå, ÷òî áóêâû, ïðèïèñûâàåìûåëþáîé ãîðèçîíòàëüíîé èëè âåðòèêàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ìàêñèìàëü-íîé äëèíû) ýëåìåíòîâ èç E, îáðàçóþò ñëîâî èç W ?Èñòî÷íèê [342℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÒÏ-3.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿNP -ïîëíîé, äàæå åñëè âñå ýëåìåíòû ìàò-ðèöû A åñòü íóëè.[È� 15℄ ÎÁÎÁÙ�ÍÍÀß È��À ¾ÈÍÑÒÀÍÒ ÈÍÑÀÍÈÒÈ¿ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî C ¾êðàñîê¿ è ìíîæåñòâî Qêóáèêîâ, jQj = jCj è âñå ãðàíè êóáèêîâ èç Q îêðàøåíû â çàäàííûå öâåòà èçC. ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè êóáèêè Q âûñòðîèòü â îäèí âåðòèêàëüíûé ñòîë-áèê òàê, ÷òîáû êàæäûé öâåò èç C ïîÿâëÿëñÿ ðîâíî îäèí ðàç íà êàæäîé èç÷åòûð¼õ ñòîðîí ñòîëáèêà?Èñòî÷íèê [452℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÒÎ×ÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ.Êîììåíòàðèé. Èìååòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ èãðà äâóõ ëèö, â êîòîðîé èã-ðîêè ïî î÷åðåäè ïîìåùàþò î÷åðåäíîé êóáèê íà âåðõ ñòîëáèêà, ïðè÷¼ì èã-ðîê 1 ïûòàåòñÿ ïîñòðîèòü ñòîëáèê, óäîâëåòâîðÿþùèé ñ�îðìóëèðîâàííî-ìó âûøå óñëîâèþ, à èãðîê 2 ïðåïÿòñòâóåò ýòîìó. Çàäà÷à ¾âûÿñíèòü, èìååòëè èãðîê 1 �îðñèðîâàííûé âûèãðûø â ýòîé èãðå¿, ÿâëÿåòñÿ P � SPACE-ïîëíîé. Íàçâàíèå ÈÍÑÒÀÍÒ ÈÍÑÀÍÈÒÈ (INSTANT INSANITY) � òîð-ãîâûé çíàê, ïðèíàäëåæàùèé �èðìå Parker Brothers, In
.A9. ËÎ�ÈÊÀA9.1. Ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ëîãèêà(ËÎ� 1℄ ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ U è íàáîð C äèçúþíêöèéíàä U (îïðåäåëåíèå ñì. â ðàçä. 2.6).



A9. Ëîãèêà 291ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè äëÿ íàáîðà äèçúþíêöèé C âûïîëíÿþùèé íà-áîð èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé?Èñòî÷íèê [91℄. NP -ïîëíîòà çàäà÷è äîêàçàíà â òåîðåìå Êóêà.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè j
j =3 äëÿ âñåõ 
 2 C (3-ÂÛÏ) èëè åñëè j
j 6 3 äëÿ âñåõ 
 2 C, à òàêæå åñëè äëÿêàæäîé ïåðåìåííîé u 2 U èìååòñÿ íå áîëåå òð¼õ äèçúþíêöèé, ñîäåðæàùèõ uèëè �u. Çàäà÷à NP -ïîëíà è òîãäà, êîãäà j
j 6 3 äëÿ âñåõ 
 2 C è äâóäîëüíûéãðà� G = (V; E) ïëàíàðåí (ÏËÀÍÀ�ÍÀß 3-ÂÛÏ) (çäåñü V = U [ C, aE ñîñòîèò èç òàêèõ ïàð fu; 
g, ÷òî u èëè �u ïðèíàäëåæèò äèçúþíêöèè 
).Îáùàÿ çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè j
j 6 2 äëÿ âñåõ
 2 C (ñì., íàïðèìåð, [114℄).[ËÎ� 2℄ 3-ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ (3-ÂÛÏ)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ U è òàêîé íàáîð C äèçú-þíêöèé íàä U , ÷òî j
j = 3 äëÿ êàæäîé äèçúþíêöèè 
 2 C.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè äëÿ íàáîðà äèçúþíêöèé C âûïîëíÿþùèé íà-áîð èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé?Èñòî÷íèê [91℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿNP -ïîëíîé äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè êàæ-äàÿ äèçúþíêöèÿ ñîäåðæèò òîëüêî ñàìè ïåðåìåííûå èëè òîëüêî èõ îòðèöà-íèÿ (ÌÎÍÎÒÎÍÍÀß 3-ÂÛÏ) [174℄ èëè åñëè äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé íåáîëåå 5 äèçúþíêöèé èç C ñîäåðæàò èëè ëèòåðàë u èëè �u.[ËÎ� 3℄ 3 ÂÛÏ Ï�È �ÀÇËÈ×ÍÛÕ ËÈÒÅ�ÀËÀÕÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ U è òàêîé íàáîð C äèçú-þíêöèé íàä U , ÷òî j
j = 3 äëÿ êàæäîé äèçúþíêöèè 
 2 C.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè äëÿ íàáîðà C òàêîé âûïîëíÿþùèé íàáîð èñ-òèííîñòíûõ çíà÷åíèé, ÷òî â êàæäîé äèçúþíêöèè èç C íàéä¼òñÿ ïî êðàéíåéìåðå îäèí èñòèííûé è îäèí ëîæíûé ëèòåðàë?Èñòî÷íèê [474℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.[ËÎ� 4℄ 3-ÂÛÏ Ï�È ÎÄÍÎÌ ÈÑÒÈÍÍÎÌ ËÈÒÅ�ÀËÅÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ U è òàêîé íàáîð C äèçú-þíêöèé íàä U , ÷òî j
j � 3 äëÿ êàæäîé 
 2 C.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè äëÿ U òàêîé âûïîëíÿþùèé íàáîð èñòèííîñò-íûõ çíà÷åíèé, ÷òî äëÿ êàæäîé äèçúþíêöèè â C èìååòñÿ â òî÷íîñòè îäèíèñòèííûé ëèòåðàë?Èñòî÷íèê [474℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè íèîäíà 
 2 C íå ñîäåðæèò îòðèöàíèé ïåðåìåííûõ.[ËÎ� 5℄ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÀß 2-ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ U ; òàêîé íàáîð C äèçúþíê-öèé íàä U , ÷òî j
j = 2 äëÿ âñåõ 
 2 C; ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K 6 C.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè äëÿ U íàáîð èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé, âûïîë-íÿþùèé íå ìåíåå K äèçúþíêöèé èç íàáîðà C?Èñòî÷íèê [157℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.



292 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷Êîììåíòàðèé. �àçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðè K = jCj (ñì.,íàïðèìåð, [114℄).[ËÎ� 6℄ ÎÁÎÁÙ�ÍÍÀß ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà k1; k2; ::: ; km, ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü S =< R1; R2; ::: ; Rm > ïîäìíîæåñòâ Ri � fT; Fgki , ìíîæåñòâîïåðåìåííûõ U è äëÿ âñåõ i; 1 6 i 6 m, ìíîæåñòâà Ci, ñîñòîÿùèå èç íàáîðîâïî ki ïåðåìåííûõ èç ìíîæåñòâà U .ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé íàáîð èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé t : U !fT; Fg, ÷òî äëÿ âñåõ i; 1 6 i 6 m, è äëÿ âñåõ íàáîðîâ (u[1℄; u[2℄; ::: ; u[ki℄) 2 Cièìååò ìåñòî (t(u[1℄); t(u[2℄); ::: ; t(u[ki℄)) 2 Ri?Èñòî÷íèê [474℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Åñëè äëÿ çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè S íå âûïîëíÿåò-ñÿ îäíà èç øåñòè ïåðå÷èñëåííûõ íèæå âîçìîæíîñòåé, òî çàäà÷à NP -ïîëíà,â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíà ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Óïîìÿíóòûåâîçìîæíîñòè òàêîâû:(1) êàæäîå Ri ñîäåðæèò fTgki ;(2) êàæäîå Ri ñîäåðæèò fFgki ;(3) êàæäîå Ri ëîãè÷åñêè ¾ýêâèâàëåíòíî¿ íåêîòîðîìó âûðàæåíèþ, èìå-þùåìó êîíúþíêòèâíóþ íîðìàëüíóþ �îðìó è ñîäåðæàùåìó â êàæäîé äèçú-þíêöèè ïî êðàéíåé ìåðå îäíî îòðèöàíèå;(4) êàæäîå Ri ëîãè÷åñêè ¾ýêâèâàëåíòíî¿ íåêîòîðîìó âûðàæåíèþ, èìå-þùåìó êîíúþíêòèâíóþ íîðìàëüíóþ �îðìó è ñîäåðæàùåìó â êàæäîé äèçú-þíêöèè ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ëèòåðàë áåç îòðèöàíèÿ;(5) êàæäîå Ri ëîãè÷åñêè ¾ýêâèâàëåíòíî¿ íåêîòîðîìó âûðàæåíèþ, èìå-þùåìó êîíúþíêòèâíóþ íîðìàëüíóþ �îðìó è ñîäåðæàùåìó â êàæäîé äèçú-þíêöèè íå áîëåå äâóõ ëèòåðàëîâ;(6) êàæäîå Ri åñòü ¾ìíîæåñòâî ðåøåíèé¿ íåêîòîðîé ñèñòåìû óðàâíåíèéíàä GF [2℄.NP -ïîëíîòà çàäà÷ 3-ÂÛÏ, 3-ÂÛÏ Ï�È �ÀÇËÈ×ÍÛÕ ËÈÒÅ�ÀËÀÕè 3-ÂÛÏ Ï�È ÎÄÍÎÌ ÈÑÒÈÍÍÎÌ ËÈÒÅ�ÀËÅ âûòåêàåò èç ïðèâåä¼í-íîé êëàññè�èêàöèè. Åñëè äîïóñòèòü ïðèíàäëåæíîñòü ki-ìåðíûõ íàáîðîâ èçìíîæåñòâà Ci ìíîæåñòâó (U\)fT; Fgki) (¾�îðìóëû ñ êîíñòàíòàìè¿), òî çà-äà÷à NP -ïîëíà äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1) èëè (2), íîïî-ïðåæíåìó ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíîèç óñëîâèé (3) � (6). Êâàíòè�èöèðîâàííàÿ âåðñèÿ çàäà÷è ¾ñ êîíñòàíòàìè¿,â êîòîðîé äîïîëíèòåëüíî çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Q1; Q2; ::: ; Qn êâàíòî-ðîâ 8 è 9 è âîïðîñ çàêëþ÷àåòñÿ â èñòèííîñòè �îðìóëû(Q1; u1)(Q2; u2) ::: (Qnun) [
 2 Ri äëÿ âñåõ 
 2 Ci; 1 6 i 6 m℄;ÿâëÿåòñÿ P�SPACE-ïîëíîé, äàæå åñëè çà�èêñèðîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüS, íå óäîâëåòâîðÿþùóþ ñâîéñòâàì (3)�(6). Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü S óäî-âëåòâîðÿåò îäíîìó èç ñâîéñòâ (3)�(6), òî ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à ðàçðåøèìà çàïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.



A9. Ëîãèêà 293[ËÎ� 7℄ ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ ÁÓËÅÂÑÊÈÕ ÂÛ�ÀÆÅÍÈÉÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ U è ïîäìíîæåñòâîB ìíîæå-ñòâà âñåõ 16 âîçìîæíûõ äâóìåñòíûõ áóëåâñêèõ ñâÿçîê, à òàêæå ïðàâèëüíîïîñòðîåííîå áóëåâñêîå âûðàæåíèå E íàä U è B.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè íàáîð èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõìíîæåñòâà U , ïðè êîòîðîì âûðàæåíèå E âûïîëíåíî?Èñòî÷íèê [91℄. Îáùàÿ ñâîäèìîñòü8.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, åñëè B ñîñòîèò òîëüêî èç÷åòûð¼õ áóëåâñêèõ ñâÿçîê f^; _;!; :g èëè ëþáîãî äðóãîãî ïîëíîãî íàáîðàáóëåâñêèõ ñâÿçîê. Çàäà÷àNP -ïîëíà òàêæå äëÿ ëþáîãî íåïîëíîãî ìíîæåñòâàáóëåâñêèõ ñâÿçîê, ñîäåðæàùåãî â êà÷åñòâå ïîäìíîæåñòâà îäíî èç ñëåäóþ-ùèõ ìíîæåñòâ: f9g; f8g; f6�; _g èëè f6�; ^g, ñì. [341℄. Çàäà÷à ðàçðåøèìàçà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äëÿ ëþáîãî íåïîëíîãî íàáîðà áóëåâñêèõ ñâÿçîê,íå âêëþ÷àþùåãî íè îäíîãî èç ÷åòûð¼õ ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ìíîæåñòâ.[ËÎ� 8℄ ÎÒÑÓÒÑÒÂÈÅ ÒÀÂÒÎËÎ�ÈÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíî áóëåâñêîå âûðàæåíèå E íà ìíîæåñòâå ïåðåìåííûõU , â êîòîðîì èñïîëüçóþòñÿ áóëåâñêèå ñâÿçêè : (íå), ¾_¿ (èëè), ¾^¿ (è) è¾!¿ (ñëåäóåò).ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî E íå òàâòîëîãèÿ, ò. å. ñóùåñòâóåò ëè òàêîéíàáîð èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ìíîæåñòâà U , ÷òî E ïðèíèìàåòçíà÷åíèå ¾ëîæü¿?Èñòî÷íèê [91℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äàæå òîãäà, êîãäà E èìååò¾äèçúþíêòèâíóþ íîðìàëüíóþ �îðìó¿, êàæäûé äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí êî-òîðîé ñîäåðæèò íå áîëåå òð¼õ ëèòåðàëîâ.[ËÎ� 9℄ÌÈÍÈÌÀËÜÍÀß ÄÈÇÚÞÍÊÒÈÂÍÀß ÍÎ�ÌÀËÜ-ÍÀß ÔÎ�ÌÀÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ U = fu1; u2; ::: ; ung, ìíî-æåñòâî A � fT; Fgn ¾íàáîðîâ èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé¿ è ïîëîæèòåëüíîåöåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè íàä ìíîæåñòâîì ïåðåìåííûõ U òàêàÿ äèçú-þíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ �îðìà E, ñîäåðæàùàÿ íå áîëåå K äèçúþíêòèâíûõ÷ëåíîâ, ÷òî E èñòèííà òîëüêî äëÿ íàáîðîâ èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé èç ìíî-æåñòâà A?Èñòî÷íèê [173℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÅ ÏÎÊ�Û-ÒÈÅ.Êîììåíòàðèé. Âàðèàíò çàäà÷è, â êîòîðîì óñëîâèå ñîäåðæèò ïîëíóþòàáëèöó èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé, ò. å. äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâàA è B, A; B � fT; Fgn; A[B = fT; Fgn, è ñïðàøèâàåòñÿ, áóäåò ëè E èñòèííîäëÿ íàáîðîâ èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé èç ìíîæåñòâà A è ëîæíî äëÿ íàáîðîâèñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé èç ìíîæåñòâà B, òàêæå NP -ïîëîí, õîòÿ â ïîñëåäíåìñëó÷àå äëèíà çàïèñè óñëîâèÿ ìîæåò áûòü ãîðàçäî áîëüøå [374℄.8Èìååòñÿ â âèäó ñâîäèìîñòü, îïèñàííàÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Êóêà, ñì. ñòð.57. � Ïðèì. ðåä.



294 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷[ËÎ� 10℄ ÏÎËÍÎÒÀ ÍÀÁÎ�À ÑÂßÇÎÊÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ U è íàáîð C ïðàâèëüíî ïî-ñòðîåííûõ áóëåâñêèõ âûðàæåíèé íàä U .ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî íàáîð C ïîëîí? Íàáîð C íàçûâàåòñÿ ïîëíûì,åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëíîå ìíîæåñòâî ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê (ò. å. óíàðíûõ èáèíàðíûõ îïåðàòîðîâ) D = f�1; �2; ::: ; �kg, ÷òî äëÿ êàæäîãî îïåðàòîðà �i 2D íàéä¼òñÿ âûðàæåíèå E 2 C è îòîáðàæåíèå s : U ! fa; bg, äëÿ êîòîðûõs(E) � a�ib èëè s(E) � �ia (â çàâèñèìîñòè îò óíàðíîñòè èëè áèíàðíîñòè�i).A9.2. �àçíîå[ËÎ� 11℄ ÁÓËÅÂÑÊÈÅ ÔÎ�ÌÓËÛ Ñ ÊÂÀÍÒÎ�ÀÌÈ ÁÔÊ (*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ U = fu1; u2; ::: ; ung è ïðà-âèëüíî ïîñòðîåííàÿ áóëåâñêàÿ �îðìóëà ñ êâàíòîðàìè F = (Q1u1)(Q2u2) :::(Qnun)E, ãäå E � áóëåâñêîå âûðàæåíèå, a Q åñòü ëèáî 8 , ëèáî 9 .ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî F èñòèííà?Èñòî÷íèê [503℄. Îáùàÿ ñâîäèìîñòü.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à P � SPACE-ïîëíà äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà E� äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ �îðìà è êàæäàÿ äèçúþíêöèÿ ñîäåðæèò íåáîëåå òð¼õ ëèòåðàëîâ (3-ÂÛÏ Ñ ÊÂÀÍÒÎ�ÀÌÈ). Íî åñëè â êàæäîé äèçú-þíêöèè èìååòñÿ íå áîëåå äâóõ ëèòåðàëîâ, òî çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëèíî-ìèàëüíîå âðåìÿ [474℄. Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî �îðìóëàìè, ñîäåðæàùèìèíå áîëåå k ïåðåìåí êâàíòîðîâ (ò. å. òàêèìè �îðìóëàìè F , ÷òî èìååòñÿ íåáîëåå k òàêèõ èíäåêñîâ i, ÷òî Qi 6= Qi+1), òî çàäà÷à ïîëíà â íåêîòîðîìçàâèñÿùåì îò k è Q1 êëàññå ïîëèíîìèàëüíîé èåðàðõèè (ñì. ðàçä. 7.2).[ËÎ� 12℄ÒÅÎ�ÈßÏÅ�ÂÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ Ñ �ÀÂÅÍÑÒÂÎÌ (*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ U = fu1; u2; ::: ; ung,ïðåäëîæåíèå S íàä U â òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì. (Ïðåäëîæå-íèÿ ýòîé òåîðèè îïðåäåëÿþòñÿèíäóêòèâíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: ¾âûðàæå-íèåì¿ íàçûâàåòñÿ �îðìóëà âèäà ¾u = v¿, ãäå u; v 2 U , ëèáî �îðìóëà âè-äà ¾:E¿, ¾(E _ F )¿, ¾(E ^ F )¿ èëè (E ) F )¿, ãäå E è F � âûðàæåíèÿ.Ïðåäëîæåíèåì íàçûâàåòñÿ �îðìóëà âèäà (Q1u1)(Q2u2) ::: (Qnun)E, ãäå E �âûðàæåíèå, a QI � îäèí èç êâàíòîðîâ 8 èëè 9 .)ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî ïðåäëîæåíèå S èñòèííî âî âñåõ ìîäåëÿõ òåî-ðèè?Èñòî÷íèê [503℄. Îáùàÿ ñâîäèìîñòü.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à P � SPACE-ïîëíà. Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à P �SPACE-òðóäíà äëÿ ëþáîé òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà, èìåþùåé ìîäåëü, âêîòîðîé êàêîé-íèáóäü ïðåäèêàòíûé ñèìâîë èíòåðïðåòèðîâàí â âèäå íå òîæ-äåñòâåííî èñòèííîãî îòíîøåíèÿ [233℄.[ËÎ� 13℄ S5-ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ ÌÎÄÀËÜÍÎÉ ËÎ�ÈÊÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíà ïðàâèëüíî ïîñòðîåííàÿ ìîäàëüíàÿ �îðìóëà A íàäêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ïåðåìåííûõ U . Ìîäàëüíàÿ �îðìóëà � ýòî ëèáî ïå-



A9. Ëîãèêà 295ðåìåííàÿ u 2 U , ëèáî �îðìóëà âèäà ¾(A ^B)¿, ¾:A¿ èëè ¾�A¿, ãäå A è B� ìîäàëüíûå �îðìóëû.ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî �îðìóëà A ÿâëÿåòñÿ ¾S5-âûïîëíèìîé¿? Èíà÷åãîâîðÿ, ñóùåñòâóåò ëè ìîäåëü (W; R; V ), ãäåW � ìíîæåñòâî, R � ðå�ëåêñèâ-íîå, òðàíçèòèâíîå è ñèììåòðè÷íîå áèíàðíîå îòíîøåíèå íà W , a V � òàêîåîòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà U � W â ìíîæåñòâî fT; Fg, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãîw 2 W âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî V (A; w) = T ? Îòîáðàæåíèå V ïðîäîëæàåòñÿíà �îðìóëû ñîãëàñíî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì: V (A^B; w) = T òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà V (A; w) = V (B; w) = T ; V (:A; w) = T òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà V (A; w) = F ; V (�A; w) = T òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà V (A; w0) = Täëÿ âñåõ w0 2 W , òàêèõ, ÷òî (w; w0) 2 R.Èñòî÷íèê [314℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ. Äîêàçàòåëüñòâî ïðè-íàäëåæíîñòè çàäà÷è ê êëàññó NP -íåòðèâèàëüíî.[ËÎ� 14℄ ÄÎÊÀÇÓÅÌÎÑÒÜ Â ÌÎÄÀËÜÍÎÉ ËÎ�ÈÊÅ (*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ïðàâèëüíî ïîñòðîåííàÿ ìîäàëüíàÿ �îðìóëà A, ìî-äàëüíàÿ ñèñòåìà S 2 fK; T; S4g. (Äåòàëè ñì. â [314℄ èëè [229℄.)ÂÎÏ�ÎÑ. Äîêàçóåìà ëè �îðìóëà A â ñèñòåìå S?Èñòî÷íèê [314℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÁÔÊ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à P � SPACE-ïîëíà äëÿ �èêñèðîâàííîé ñèñòåìûS 2 fK; T; S4g èëè äëÿ ëþáîé äðóãîé �èêñèðîâàííîé ìîäàëüíîé ñèñòåìû,â êîòîðîé ìîæíî äîêàçàòü âñ¼ äîêàçóåìîå â K è íåëüçÿ äîêàçàòü íè÷åãîíåäîêàçóåìîãî â S4.[ËÎ� 15℄ ËÎ�ÈÊÀ Ï�ÅÄÈÊÀÒÎÂ ÁÅÇ ÎÒ�ÈÖÀÍÈßÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ U = fu1; u2; ::: ; ung, ìíî-æåñòâî ñèìâîëîâ �óíêöèé F = ffm11 ; fm22 ; ::: ; fmkk g, ìíîæåñòâî ñèìâîëîâîòíîøåíèé R = fRr11 ; Rr22 ; ::: ; RrjJ g(mi > 0 è ri > 0 � ðàçìåðíîñòè ñîîò-âåòñòâóþùèõ �óíêöèé è îòíîøåíèé), ïðàâèëüíî ïîñòðîåííîå ëîãè÷åñêîåïðåäëîæåíèå A áåç îòðèöàíèé íàä U; F è R. (Òàêèå ïðåäëîæåíèÿ îïðå-äåëÿþòñÿ èíäóêòèâíî: òåðì åñòü ïåðåìåííàÿ u 2 U èëè âûðàæåíèå âèäàfmii (t1; t2; ::: ; tm), ãäå tj � òåðì. Ôîðìóëà åñòü âûðàæåíèå âèäà t1 = t2, ãäåt1 è t2 � òåðìû, èëè âûðàæåíèå âèäà Rrii (t1; t2; ::: ; tri), ãäå ti � òåðì, èëèâûðàæåíèå âèäà (A ^ B); (A _ B); 8 ui(A); 9 ui(A), ãäå A è B � �îðìóëû,ui 2 U . Ïðåäëîæåíèåì íàçûâàåòñÿ �îðìóëà, íà êàæäóþ ïåðåìåííóþ êîòî-ðîé íàâåøåí êâàíòîð, ïðåäøåñòâóþùèé å¼ âõîæäåíèþ â �îðìóëó.)ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî ïðåäëîæåíèå A èñòèííî ïðè âñåõ èíòåðïðåòà-öèÿõ F è R?Èñòî÷íèê [302℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ. Äîêàçàòåëüñòâî òîãî,÷òî çàäà÷à ïðèíàäëåæèò êëàññó NP , íåòðèâèàëüíî.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äàæå òîãäà, êîãäà îòñóòñòâó-þò êâàíòîðû îáùíîñòè, ñèìâîëû îòíîøåíèé è èìåþòñÿ òîëüêî äâå �óíêöèèðàçìåðíîñòè 0 (ò. å. êîíñòàíòû).[ËÎ� 16℄ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜÊÎÍÚÞÍÊÖÈÉÂÛ�ÀÆÅÍÈÉ,ÂÊËÞ×ÀÞÙÈÕ ÔÓÍÊÖÈÈ È ÍÅ�ÀÂÅÍÑÒÂÀ



296 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ U , ìíîæåñòâî F îäíîìåñò-íûõ ñèìâîëîâ �óíêöèé è íàáîð C âûðàæåíèé âèäà U � V , ãäå � �îäèí èçñèìâîëîâ ¾6¿, ¾>¿, ¾=¿ èëè ¾6=¿, à U è V ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îäèí èçñèìâîëîâ ¾0¿, ¾1¿, ¾u¿, ¾f(0)¿, ¾f(1)¿ èëè ¾f(u)¿ äëÿ íåêîòîðûõ f 2 F èu 2 F .ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè òàê ïðèñâîèòü âñåì ïåðåìåííûì èç u 2 U è âñåìf(u) (ãäå u 2 U è f 2 F ) öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ, ÷òî âñå âûðàæåíèÿ èç Cáóäóò èñòèííû ïðè ñòàíäàðòíîé èíòåðïðåòàöèè îòíîøåíèé 6; >;= è 6=?Èñòî÷íèê [435℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äàæå òîãäà, êîãäà îòíîøå-íèÿ = è 6= íå èñïîëüçóþòñÿ. Çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ,åñëè íå èñïîëüçóþòñÿ îòíîøåíèÿ 6 è > [398℄ èëè åñëè íå èñïîëüçóþòñÿ îò-íîøåíèÿ = è 6= è îòñóòñòâóþò ñèìâîëû �óíêöèé [356℄. Âàðèàíò çàäà÷è, âêîòîðîì W è V èìåþò âèä ¾u¿ èëè ¾u + 
¿ (ãäå u 2 U , 
 2 Z), ÿâëÿåòñÿNP -ïîëíûì, åñëè ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü âñå ÷åòûðå îòíîøåíèÿ, íî ðàç-ðåøèì çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ îäíîé èç ïàðîòíîøåíèé 6 è > èëè = è 6= [66℄.[ËÎ� 17℄ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ ÀÊÑÈÎÌÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ¾ïðåäëîæåíèé¿ S, ïîäìíîæå-ñòâî T � S ¾èñòèííûõ ïðåäëîæåíèé¿, ¾îòíîøåíèå ñëåäîâàíèÿ¿ R, ñîñòîÿ-ùåå èç ïàð (A; s), ãäå A � S è s 2 S, à òàêæå ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëîK 6 jSj.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóþò ëè ïîäìíîæåñòâî S0 � T; jS0j 6 K è ïîëîæè-òåëüíîå öåëîå ÷èñëî n, òàêèå, ÷òî Sn = T ? (Çäåñü Si; 1 6 i 6 n, � ìíîæåñòâî,ñîñòîÿùåå â òî÷íîñòè èç òàêèõ ïðåäëîæåíèé s 2 S, ÷òî ëèáî s 2 Si, ëèáîñóùåñòâóåò U � Si�1 è äëÿ êîòîðîãî (U; s) 2 R:)Èñòî÷íèê [437℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÒÏ-3.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à NP -ïîëíà äàæå òîãäà, êîãäà T = S.[ËÎ� 18℄ ÏÎÑÛËÊÀ ÏÅ�ÂÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ¾ñèìâîëîâ ïåðåìåííûõ¿ U , êî-íå÷íîå ìíîæåñòâî ¾ñèìâîëîâ �óíêöèè¿ C, íàáîð E = fE1; E2; ::: ; Emg âû-ðàæåíèé íàä U [ C, íàáîð F = fF1; F2; ::: ; Fmg âûðàæåíèé íàä C.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ïîäñòàíîâêà S, îòîáðàæàþùàÿ êàæäóþ ïåðå-ìåííóþ u 2 U â òàêîå âûðàæåíèå s(u) íàä C, ÷òî fs(E1); s(E2); ::: ; s(Em)gåñòü ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà fF1; F2; ::: ; Fng? (Çäåñü s(Ei) îáîçíà÷àåò ðå-çóëüòàò ïîäñòàíîâêè âìåñòî êàæäîãî âõîæäåíèÿ â Ei, ïåðåìåííîé u 2 Uñîîòâåòñòâóþùåãî âûðàæåíèÿ s(u).)Èñòî÷íèê [32, 33℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííî-ãî n > 3, íî ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì m ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîåâðåìÿ.[ËÎ� 19℄ ÏÎÄÒÂÅ�ÆÄÅÍÈÅ ÂÒÎ�Î�Î ÏÎ�ßÄÊÀÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû äâà ¾âûðàæåíèÿ ëîãèêè âòîðîãî ïîðÿäêà¿ E1 è E2,ïðè÷¼ì âòîðîå âûðàæåíèå íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ (â âûðàæåíèè âòîðîãîïîðÿäêà �óíêöèè ìîãóò áûòü ïåðåìåííûìè, äåòàëè ñì. â [32℄).



A10. Òåîðèÿ àâòîìàòîâ è ÿçûêîâ 297ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ9 èç E1, ÷òîâ ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå, èäåíòè÷íîå E2?Èñòî÷íèê [32℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ. Äîêàçàòåëüñòâî ïðèíàä-ëåæíîñòè çàäà÷è êëàññó NP íåòðèâèàëüíî.Êîììåíòàðèé. �àçðåøèìîñòü áîëåå îáùåé çàäà÷è � ÓÍÈÔÈÊÀÖÈßÂÒÎ�Î�Î ÏÎ�ßÄÊÀ, â êîòîðîé è E2, è E1 ìîãóò ñîäåðæàòü ïåðåìåííûåè ñïðàøèâàåòñÿ, ñóùåñòâóåò ëè òàêîé íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, ÷òî â ðå-çóëüòàòå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäñòàíîâîê E1 è E2 ñòàíîâÿòñÿ èäåíòè÷íûìè,íå èçâåñòíà. Çàäà÷à ÓÍÈÔÈÊÀÖÈß Ò�ÅÒÜÅ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ íåðàçðåøè-ìà [228℄, à çàäà÷à ÓÍÈÔÈÊÀÖÈß ÏÅ�ÂÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ ðàçðåøèìà çàïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ [32, 421℄.A10. ÒÅÎ�Èß ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ È ßÇÛÊÎÂA10.1. Òåîðèÿ àâòîìàòîâ[ÒÀß 1℄ ÍÅÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÜ ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ(*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû äâà íåäåòåðìèíèðîâàííûõ êîíå÷íûõ àâòîìàòà A1 èA2 ñ îáùèì âõîäíûì àë�àâèòîì �. (Íåäåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâ-òîìàò A = (Q;�; Æ; q0; F ) ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé Q,âõîäíîãî àë�àâèòà �, �óíêöèè ïåðåõîäà Æ, îòîáðàæàþùåé Q�� â ïîäìíî-æåñòâà ìíîæåñòâà Q, íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ q0 è ìíîæåñòâà äîïóñêàþùèõñîñòîÿíèé F; F � K (ñì., íàïðèìåð, [215℄).)ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî A1 è A2 ðàñïîçíàþò ðàçëè÷íûå ÿçûêè?Èñòî÷íèê [292℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÍÅÓÍÈÂÅ�ÑÀËÜÍÎÑÒÜ �Å-�ÓËß�ÍÎ�Î ÂÛ�ÀÆÅÍÈß.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à P � SPACE-ïîëíà äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäàj�j = 2 è A2 � òðèâèàëüíûé àâòîìàò, ðàñïîçíàþùèé ��. Îáùàÿ çàäà÷àNP -ïîëíà, åñëè j�j = 1 èëè åñëè îáà àâòîìàòà A1 è A2 ðàñïîçíàþò êîíå÷-íûå ÿçûêè (ïîñëåäíåå ñâîéñòâî ìîæåò áûòü ïðîâåðåíî çà ïîëèíîìèàëüíîåâðåìÿ [215℄). Çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè A1 è A2 �äåòåðìèíèðîâàííûå êîíå÷íûå àâòîìàòû (ñì., íàïðèìåð, [215℄).[ÒÀß 2℄ ÍÅÒ�ÈÂÈÀËÜÍÎÑÒÜ ÄÂÓÑÒÎ�ÎÍÍÅ�Î ÊÎÍÅ×-ÍÎ�Î ÀÂÒÎÌÀÒÀ (*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàí äâóñòîðîííèé íåäåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâòî-ìàò A = (Q;�; Æ; q0; F ), ãäå Q;�; Æ; qo è F îáîçíà÷àþò òî æå ñàìîå, ÷òî èäëÿ îäíîñòîðîííåãî íåäåòåðìèíèðîâàííîãî êîíå÷íîãî àâòîìàòà, à �óíêöèÿïåðåõîäà Æ îòîáðàæàåò Q�� â ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà Q�f�1; 0; 1g (ñì.,íàïðèìåð, [215℄).ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ñëîâî x 2 ��, äîïóñêàåìîå àâòîìàòîì A?Èñòî÷íèê [231℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÄÎÏÓÑÊÀÅÌÎÑÒÜ ËÈÍÅÉ-ÍÎ Î��ÀÍÈ×ÅÍÍÛÌ ÀÂÒÎÌÀÒÎÌ.9Â äàííîì ñëó÷àå çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé ìîæåò áûòü ëþáîé òåðì. � Ïðèì. ðåä.



298 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à P � SPACE-ïîëíà äàæå òîãäà, êîãäà j�j = 2 èA � äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò. Åñëè j�j = 1, òî îáùàÿ çàäà÷à NP -ïîëíà[136℄. Åñëè j�j � îäíîñòîðîííèé íåäåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâòîìàò,òî îáùàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (ñì., íàïðè-ìåð, [215℄). Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû î êîíå÷íîñòè ÿçûêà, ðàñïîçíàâàåìîãîàâòîìàòîì A, ìîæíî íàéòè â óêàçàííûõ âûøå ðàáîòàõ.[ÒÀß 3℄ ÄÎÏÓÑÊÀÅÌÎÑÒÜ ÊÎÍÅ×ÍÛÌ ÀÂÒÎÌÀÒÎÌ (*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ¾ëèíåéíî îãðàíè÷åííûé àâòîìàò¿ A ñ âõîäíûì àë-�àâèòîì � (îïðåäåëåíèå ñì. â êíèãå [215℄) è ñëîâî x 2 ��.ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî àâòîìàò A äîïóñêàåò ñëîâî x?Èñòî÷íèê [280℄. Îáùàÿ ñâîäèìîñòü.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à P � SPACE-ïîëíà äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè A� äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò (ñì. çàäà÷ó ÄÎÏÓÑÊÀÅÌÎÑÒÜ Â ËÈ-ÍÅÉÍÎÅ Â�ÅÌß èç ðàçä. 7.4). Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóþò êîíêðåòíûå äå-òåðìèíèðîâàííûå ëèíåéíî îãðàíè÷åííûå àâòîìàòû, äëÿ êîòîðûõ çàäà÷àP � SPACE-ïîëíà.[ÒÀß 4℄ ÄÎÏÓÑÊÀÅÌÎÑÒÜ ÀÂÒÎÌÀÒÎÌ ÊÂÀÇÈ�ÅÀËÜ-ÍÎ�Î Â�ÅÌÅÍÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîãîëåíòî÷íàÿ ìàøèíà ÒüþðèíãàM (â íàøåé òåð-ìèíîëîãèè � ïðîãðàììà äëÿ ìàøèíû Òüþðèíãà), ó êîòîðîé ÷èòàþùàÿ ãî-ëîâêà âõîäíîé ëåíòû íà êàæäîì òàêòå ðàáîòû ñäâèãàåòñÿ âïðàâî, ïðè÷¼ìåñëè ÷èòàþùàÿ ãîëîâêà âèäèò ïóñòîé ñèìâîë, òî ìàøèíà îáÿçàíà îñòàíî-âèòüñÿ, à òàêæå ñëîâî x, ïðèíàäëåæàùåå âõîäíîìó àë�àâèòó � ìàøèíûM . (Áîëåå ïîëíîå îïèñàíèå ìàøèí ýòîãî òèïà è èõ ýêâèâàëåíòíîå çàäàíèåìîæíî íàéòè â ðàáîòå [50℄.)ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî M äîïóñêàåò x?Èñòî÷íèê [46℄. Îáùàÿ ñâîäèìîñòü.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè êðî-ìå âõîäíîé ëåíòû M èìååò òîëüêî îäíó ðàáî÷óþ ëåíòó. Ñì. òàêæå çàäà÷óÏ�ÈÍÀÄËÅÆÍÎÑÒÜ ßÇÛÊÓ ÊÂÀÇÈ�ÅÀËÜÍÎ�Î Â�ÅÌÅÍÈ (ÿçû-êè, äîïóñêàåìûå àâòîìàòàìè êâàçèðåàëüíîãî âðåìåíè, ñîâïàäàþò ñ êâàçè-ðåàëüíûìè ïî âðåìåíè ÿçûêàìè, îïðåäåë¼ííûìè â [ÒÀß 18℄).[ÒÀß 5℄ÄÎÏÓÑÊÀÅÌÎÑÒÜÍÅÑÒÈ�ÀÞÙÈÌÑÒÅÊÎÂÛÌÀÂÒÎÌÀÒÎÌ (*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ¾îäíîñòîðîííèé íåñòèðàþùèé ñòåêîâûé àâòîìàò A(1ÍÑÑ-àâòîìàò) ñ âõîäíûì àë�àâèòîì � (îïðåäåëåíèå ñì. â êíèãå [215℄) èñëîâî x 2 ��.ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî àâòîìàò A äîïóñêàåò ñëîâî x?Èñòî÷íèê [136, 214℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÄÎÏÓÑÊÀÅÌÎÑÒÜ ËÈ-ÍÅÉÍÎ Î��ÀÍÈ×ÅÍÍÛÌ ÀÂÒÎÌÀÒÎÌ. Âî âòîðîé ðàáîòå äîêàçàíî,÷òî çàäà÷à ïðèíàäëåæèò êëàññó P � SPACE.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à P �SPACE-ïîëíà äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè ñëîâîx 2 �� �èêñèðîâàíî è A � ¾äîïóñêàþùèé ñòåêîâûé àâòîìàò¿ (îïðåäåëåíèåñì. â ðàáîòå [188℄). Åñëè x � ïóñòîå ñëîâî è íà A íàëîæèòü äîïîëíèòåëüíîå



A10. Òåîðèÿ àâòîìàòîâ è ÿçûêîâ 299îãðàíè÷åíèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî A �äîïóñêàþùèé ñòåêîâûé àâòîìàò ñ îä-íèì ñòåêîâûì ñèìâîëîì, òî çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ NP -ïîëíîé .[136℄. Åñëè æå xìåíÿåòñÿ, à A �èêñèðîâàí, òî çàäà÷à ïðèíàäëåæèò êëàññó NP äëÿ ëþáî-ãî 1ÍÑÑ-àâòîìàòà, òî æå ñàìîå âåðíî, åñëè A � ïðîèçâîëüíûé ¾âëîæåí-íûé ñòåêîâûé àâòîìàò¿ [460℄. Ñóùåñòâóþò êîíêðåòíûå 1ÍÑÑ-àâòîìàòû,äëÿ êîòîðûõ óïîìÿíóòàÿ çàäà÷ýNP -ïîëíà [460℄, ýòè 1ÍÑÑ-àâòîìàòû ìîæíîâçÿòü èç êëàññà äîïóñêàþùèõ ñòåêîâûõ àâòîìàòîâ [482℄, êîòîðûå îäíîâðå-ìåííî ÿâëÿþòñÿ ¾÷èòàþùèìè ìàãàçèííûìè àâòîìàòàìè¿ [232℄. Îäíàêî åñëèA � ¾îäíîñòîðîííèé íåäåòåðìèíèðîâàííûé ìàãàçèííûé àâòîìàò¿, òî çàäà-÷à ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (äàæå åñëè A ìîæåò ìåíÿòüñÿ);ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå âåðíî è äëÿ ¾äâóñòîðîííèõ íåäåòåðìèíèðîâàííûõìàãàçèííûõ àâòîìàòîâ¿ [8℄.[ÒÀß 6℄ÏÅ�ÅÑÅ×ÅÍÈÅ ÄËß ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ (*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A1; A2; ::: ; An äåòåðìèíèðîâàí-íûõ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ, èìåþùèõ îáùèé âõîäíîé àë�àâèò �.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ñëîâî x 2 ��, äîïóñêàåìîå âñåìè àâòîìàòàìèAi; 1 6 i 6 n?Èñòî÷íèê [300, 301℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÄÎÏÓÑÊÀÅÌÎÑÒÜ ÑËÈÍÅÉÍÎÉ ÏÀÌßÒÜÞ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à P �SPACE-ïîëíà. Äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãîn îíà ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ [215℄.[ÒÀß 7℄ �ÅÄÓÊÖÈß ÍÅ ÏÎËÍÎÑÒÜÞ ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÍÎ�ÎÀÂÒÎÌÀÒÀÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû íå ïîëíîñòüþ îïðåäåë¼ííûé äåòåðìèíèðîâàííûéêîíå÷íûé àâòîìàò A = (Q;�; Æ; q0; F ) (ãäå Q � ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, � �âõîäíîé àë�àâèò, Æ � ¾÷àñòè÷íàÿ¿ �óíêöèÿ ïåðåõîäà, îòîáðàæàþùàÿ íåêî-òîðîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Q � � â Q, íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå q0 2 Q,F � Q � ìíîæåñòâî ¾äîïóñêàþùèõ ñîñòîÿíèé¿) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè �óíêöèþ ïåðåõîäà Æ òàê ïðîäîëæèòü äî âñþäóîïðåäåë¼ííîé �óíêöèè, îòîáðàæàþùåé Q� � â Q, ÷òî ó ïîëó÷àþùåãîñÿ âðåçóëüòàòå ïîëíîñòüþ îïðåäåë¼ííîãî àâòîìàòà èìååòñÿ ýêâèâàëåíòíûé ¾ðå-äóöèðîâàííûé àâòîìàò¿, ÷èñëî ñîñòîÿíèé êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò K?Èñòî÷íèê [426℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ �ÀÑÊ�ÀØÈÂÀÅÌÎÑÒÜ ��À-ÔÀ Â 3 ÖÂÅÒÀ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîìK > 6. Áëèçêàÿ çàäà÷à, â êîòîðîé äîïóñêàåòñÿ ¾ðàñùåïëåíèå ñîñòîÿíèé¿(êàê, íàïðèìåð, â ðàáîòå [423℄), òàêæå NP -ïîëíà äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííî-ãî K > 6 (ñì. [426℄). Åñëè íàðÿäó ñ ¾ðàñùåïëåíèåì ñîñòîÿíèé¿ äîïóñêàåòñÿòàêæå ¾ðàñùåïëåíèå ñèìâîëîâ¿, êàê, íàïðèìåð, â ðàáîòå [187℄, òî àíàëî-ãè÷íàÿ çàäà÷à, êîãäà ó ïðèâåä¼ííîãî àâòîìàòà ñóììà ÷èñëà ñîñòîÿíèé è÷èñëà ñèìâîëîâ íå äîëæíà ïðåâîñõîäèòü K, òàêæå NP -ïîëíà [427℄. Çàäà÷àîòûñêàíèÿ äåòåðìèíèðîâàííîãî êîíå÷íîãî àâòîìàòà ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîìñîñòîÿíèé, ýêâèâàëåíòíîãî çàäàííîìó ïîëíîñòüþ îïðåäåë¼ííîìó àâòîìàòó,



300 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (ñì., íàïðèìåð, [211℄ èëè [14℄). Àíàëî-ãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåë¼ííîãî íåäåòåðìèíèðîâàííîãî êîíå÷-íîãî àâòîìàòà P � SPACE-ïîëíà (ñì. çàäà÷ó ÍÅÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÜÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ).[ÒÀß 8℄ ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÉ �ÀÇÄÅËßÞÙÈÉ ÊÎÍÅ×ÍÛÉÀÂÒÎÌÀÒÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íûé àë�àâèò �, äâà êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâàS; T 2 �� è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé äåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâòîìàòA, èìåþùèé K ñîñòîÿíèé, ÷òî ðàñïîçíàâàåìûé èì ÿçûê L � �� îáëàäàåòñâîéñòâîì, ñîãëàñíî êîòîðîìó S � L; T � �� n L?Èñòî÷íèê [174℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÌÎÍÎÒÎÍÍÀß 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî n ñïðàâåäëèâî S[T = �(n) (ãäå �(n)� ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ íàä �, äëèíû, íå ïðåâîñõîäÿùåé n), òî çàäà÷à ðàçðå-øèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ [514℄. Îäíàêî äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî" > 0 çàäà÷à NP -ïîëíà äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè îãðàíè÷èòüñÿ èíäèâèäó-àëüíûìè çàäà÷àìè, â êîòîðûõ (S [ T ) � �(n) è j�(n) � (S [ T )j 6 j�(n)j"[17℄.A10.2. Ôîðìàëüíûå ÿçûêè[ÒÀß 9℄ ÍÅÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÜ �Å�ÓËß�ÍÛÕ ÂÛ�ÀÆÅ-ÍÈÉ (*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû äâà ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèÿ E1 è E2 ñ îïåðàòîðàìèf[; �; �g è àë�àâèò � (îïðåäåëåíèå ñì. â ðàçä. 7.4).ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî E1 è E2 ïðåäñòàâëÿþò ðàçëè÷íûå ÿçûêè?Èñòî÷íèê [503,497℄. Îáùàÿ ñâîäèìîñòü. Âî âòîðîé ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òîçàäà÷à ëåæèò â êëàññå P � SPACE.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à P � SPACE-ïîëíà, äàæå åñëè � = 2 è E2 =�� (ÍÅÓÍÈÂÅ�ÑÀËÜÍÎÑÒÜ �Å�ÓËß�ÍÎ�Î ÂÛ�ÀÆÅÍÈß, ñì. ðàçä.7.4). Â äåéñòâèòåëüíîñòè çàäà÷à P�SPACE-ïîëíà, åñëè E2 � ëþáîå �èêñè-ðîâàííîå âûðàæåíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ¾íåîãðàíè÷åííûé¿ ÿçûê [237℄. Äëÿ�èêñèðîâàííîãî E2, ïðåäñòàâëÿþùåãî íåêîòîðûé áåñêîíå÷íûé ¾îãðàíè÷åí-íûé¿ ÿçûê, çàäà÷à NP -ïîëíà, íî ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äëÿëþáîãî �èêñèðîâàííîãî âûðàæåíèÿ E2, ïðåäñòàâëÿþùåãî ëþáîé êîíå÷íûéÿçûê. Îáùàÿ çàäà÷à îñòà¼òñÿ P � SPACE-ïîëíîé, åñëè E1 è E2 èìåþò�èêñèðîâàííóþ ¾âûñîòó îòíîñèòåëüíî *¿, ðàâíóþ k; k > 1 [503,230℄. Çàäà÷àîñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, åñëè E1 èëè E1 è E2 ïðåäñòàâëÿþò îãðàíè÷åííûå ÿçû-êè (ïîñëåäíåå ñâîéñòâî ïðîâåðÿåìî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ) [237℄ èëè åñëèj�j = 1 [503℄. Â öèòèðîâàííûõ ðàáîòàõ óêàçàíû äðóãèå áëèçêèå ðåçóëüòàòûè òðóäíîðåøàåìûå îáîáùåíèÿ (ñì. òàêæå [231℄ è [236℄).[ÒÀß Þ℄ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÅ �ÀÇÄÅËßÞÙÅÅ �Å�ÓËß�ÍÎÅÂÛ�ÀÆÅÍÈÅÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íûé àë�àâèò �, äâà êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâàS; T � �� è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.



A10. Òåîðèÿ àâòîìàòîâ è ÿçûêîâ 301ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå E íàä �, ñîäåð-æàùåå íå áîëåå K ñèìâîëîâ èç �, ÷òî ÿçûê L, îïðåäåëÿåìûé âûðàæåíèåìE, îáëàäàåò ñâîéñòâîì: S � L è T � � n L?Èñòî÷íèê [17℄. Ê äàííîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿNP -ïîëíîé, äàæå åñëè îãðàíè÷èòüñÿ òîëü-êî âûðàæåíèÿìè E, íå ñîäåðæàùèìè îïåðàòîðà ¾[¿ èëè îïåðàòîðà ¾*¿ [16℄.[ÒÀß È℄ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ �ÅÈÍÎËÜÄÑÀ ÄËß ÁÅÑÊÎÍÒÅÊÑÒ-ÍÛÕ ��ÀÌÌÀÒÈÊÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû äâå áåñêîíòåêñòíûå ãðàììàòèêèG1 = fN1;�;�1; S1)è G2 = (N2;�;�2; S2), ãäå � � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òåðìèíàëüíûõ ñèìâî-ëîâ, Ni � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî íåòåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ, Si 2 Ni � íà÷àëü-íûé ñèìâîë è �i � ìíîæåñòâî ¾ïðîäóêöèé¿ âèäà ¾A ! w¿, ãäå A 2 Ni èw 2 (Ni [ �)�.ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî G2 � ¾ïîêðûòèå �åéíîëüäñà¿ äëÿ ãðàììàòèêèG1? Èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ �óíêöèÿ f , îòîáðàæàþùàÿN1[�â N2 [ �, ÷òî f(x) = x äëÿ âñåõ x 2 �; f(A) 2 N2 äëÿ âñåõ A 2 N1; f(S1) =S2 è äëÿ êàæäîé ïðîäóêöèè âèäà A ! x1x2 ::: xn èç �1 å¼ îáðàç f(A) !f(x1)f(x2) ::: f(xn) åñòü ïðîäóêöèÿ èç �2?Èñòî÷íèê [235℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, åñëè G1 è G2 � ¾ðåãóëÿð-íûå¿10 ãðàììàòèêè. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû âåðíû äëÿ áëèçêèõ âîïðîñîâ:¾Âåðíî ëè, ÷òî G2 � ¾ñëàáîå ïîêðûòèå �åéíîëüäñà äëÿ G1?¿ è ¾Âåðíî ëè,÷òî G2 � ¾ãîìîìîð�íûé îáðàç¿ ãðàììàòèêè G1?¿ Çàäà÷à: ¾Çàäàíà ãðàì-ìàòèêà G, ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ LL(k) -áåñêîíòåêñòíàÿ ãðàììàòèêà H , ÷òîH � ïîêðûòèå �åéíîëüäñà äëÿ ãðàììàòèêè G?¿ � ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìè-àëüíîå âðåìÿ. Òî æå ñàìîå âåðíî äëÿ çàäà÷, ïîëó÷àþùèõñÿ çàìåíîé êëàññàLL(k) íà LR(k) èëè íà îäèí èç íåñêîëüêèõ äðóãèõ êëàññîâ ãðàììàòèê (ñì.[235℄).[ÒÀß 12℄ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ ËÈÍÅÉÍÛÕ ��ÀÌÌÀÒÈÊ (*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû äâå ëèíåéíûå áåñêîíòåêñòíûå ãðàììàòèêè G1 =(N1;�;�1; S1) è G2 = (N2;�;�2; S2) (â òàêèõ ãðàììàòèêàõ íå äîïóñêàþò-ñÿ ïðîäóêöèè, ñîäåðæàùèå â ïðàâîé ÷àñòè áîëåå îäíîãî íåòåðìèíàëüíîãîñèìâîëà).ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ �óíêöèÿ h : P1 ! P2 [ � (ãäå � îáî-çíà÷àåò ïóñòóþ ïðîäóêöèþ), ÷òî ïðè îòîáðàæåíèè h ãðàììàòèêà G1 ïî-êðûâàåò G2? (�îâîðÿò, ÷òî ïðè îòîáðàæåíèè h ãðàììàòèêà G1 ïîêðûâàåòãðàììàòèêó G2, åñëè äëÿ âñåõ ñëîâ w 2 �� âûïîëíåíû äâà ñâîéñòâà: (1)åñëè w âûâîäèìî èç S1 ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðî-äóêöèé p1; p2; ::: ; pn, òî w âûâîäèìî èç S2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïðîäóê-öèé h(p1); h(p2); ::: ; h(pn); (2) åñëè w âûâîäèìî èç S2 ïîñðåäñòâîì ïðîäóê-öèé q1; q2; ::: ; qn èç �2, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîäóêöèép1; p2; ::: ; pm, âûâîäÿùàÿ w â ãðàììàòèêå G1, ÷òî h(p1); h(p2); ::: ; h(pm) ñîâ-ïàäàåò ñ q1; q2; ::: ; qn.)10�åãóëÿðíîé íàçûâàåòñÿ áåñêîíòåêñòíàÿ ãðàììàòèêà, êàæäàÿ ïðîäóêöèÿ êîòîðîé èìå-åò âèä A! aB èëè A! a, ãäå A; B 2 N è a 2 �. � Ïðèì. ðåä.



302 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷Èñòî÷íèê [237,238℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÍÅÓÍÈÂÅ�ÑÀËÜÍÎÑÒÜ�Å�ÓËß�ÍÎ�Î ÂÛ�ÀÆÅÍÈß. Âî âòîðîé ðàáîòå äîêàçàíà ïðèíàäëåæ-íîñòü çàäà÷è êëàññó P � SPACE.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à P�SPACE-ïîëíà äàæå äëÿ ¾ðåãóëÿðíûõ¿ ãðàì-ìàòèê. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ áåñêîíòåêñòíûõ ãðàììàòèê çàäà÷à íåðàçðåøèìà.Â ðàáîòå [235℄ ïðèâåäåíû áëèçêèå ðåçóëüòàòû.[ÒÀß 13℄ÑÒ�ÓÊÒÓ�ÍÀßÍÅÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÜËÈÍÅÉ-ÍÛÕ ��ÀÌÌÀÒÈÊ (*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû äâå áåñêîíòåêñòíûå ãðàììàòèêèG1 = (N1;�;�1; S1)è G2 = (N2;�;�2; S2).ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî G1 è G2 � ¾ñòðóêòóðíî íåýêâèâàëåíòíû¿?(�ðàììàòèêèG1 èG2 íàçûâàþòñÿ ñòðóêòóðíî íåýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ãðàì-ìàòèêè ñî ñêîáêàìè, ïîëó÷àåìûå èç G1 è G2 çàìåíîé êàæäîé ïðîäóêöèè âè-äà A ! w ïðîäóêöèåé âèäà A ! (w) (ãäå ¾(¿ è ¾)¿ � íîâûå òåðìèíàëüíûåñèìâîëû), ïîðîæäàþò ðàçëè÷íûå ÿçûêè.)Èñòî÷íèê [237℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÍÅÓÍÈÂÅ�ÑÀËÜÍÎÑÒÜ �Å-�ÓËß�ÍÎ�Î ÂÛ�ÀÆÅÍÈß.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à P � SPACE-ïîëíà, åñëè G1 è G2 ðåãóëÿðíû èj�j = 2. Îíà NP -ïîëíà, åñëè j�j = 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ áåñêîíòåêñòíûõÿçûêîâ çàäà÷à ðàçðåøèìà, íî ïðèíàäëåæíîñòü å¼ êëàññó P � SPACE íåóñòàíîâëåíà.[ÒÀß 14℄ÍÅÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÜ�Å�ÓËß�ÍÛÕ ��ÀÌÌÀ-ÒÈÊ (*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû äâå ðåãóëÿðíûå ãðàììàòèêè G1 = (N1;�;�1; S1)è G2 = (N;�;�2; S2). �åãóëÿðíîé ãðàììàòèêîé íàçûâàåòñÿ áåñêîíòåêñòíàÿãðàììàòèêà, â êîòîðîé êàæäàÿ ïðîäóêöèÿ èìååò âèä A ! aB èëè A ! a,ãäå A; B 2 N; a 2 �.ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî G1 è G2 ïîðîæäàþò ðàçëè÷íûå ÿçûêè?Èñòî÷íèê [70℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÍÅÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÜ ÊÎ-ÍÅ×ÍÛÕ ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à P �SPACE-ïîëíà äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè j�j =2 è G2 � �èêñèðîâàííàÿ ãðàììàòèêà, ïîðîæäàþùàÿ �� (çàäà÷à ÍÅÓÍÈ-ÂÅ�ÑÀËÜÍÎÑÒÜ �Å�ÓËß�ÍÎÉ ��ÀÌÌÀÒÈÊÈ). Îáùàÿ çàäà÷à NP -ïîëíà, êîãäà j�j = 1 èëè êîãäà îáå ãðàììàòèêè ïîðîæäàþò êîíå÷íûå ÿçûêè(ïîñëåäíåå ñâîéñòâî ïðîâåðÿåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ; ñì., íàïðèìåð,[215℄). Åñëè G1 � ïðîèçâîëüíàÿ ëèíåéíàÿ ãðàììàòèêà, a G2 � �èêñèðîâàí-íàÿ ãðàììàòèêà, ïîðîæäàþùàÿ �� (çàäà÷à ÍÅÓÍÈÂÅ�ÑÀËÜÍÎÑÒÜ ËÈ-ÍÅÉÍÎÉ ��ÀÌÌÀÒÈÊÈ), òî çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ íåðàçðåøèìîé [237℄.[ÒÀß 15℄ ÍÅ LR(K)-ÁÅÑÊÎÍÒÅÊÑÒÍÀß ��ÀÌÌÀÒÈÊÀÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû áåñêîíòåêñòíàÿ ãðàììàòèêà G è ïîëîæèòåëüíîå öå-ëîå ÷èñëî K, ïðåäñòàâëåííîå â óíàðíîé çàïèñè.ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî G íå ÿâëÿåòñÿ LR(K)-ãðàììàòèêîé (îïðåäåëå-íèå ñì. â [242℄)?Èñòî÷íèê [242℄. Îáùàÿ ñâîäèìîñòü.



A10. Òåîðèÿ àâòîìàòîâ è ÿçûêîâ 303Êîììåíòàðèé. Ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì K çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïî-ëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Åñëè K ïðåäñòàâëåíî â äâîè÷íîé çàïèñè (÷òî è òðå-áóåòñÿ ïðè íàøåì ñòàíäàðòíîì êîäèðîâàíèè), òî çàäà÷à ïîëíà â êëàññåNEXP�TIME è, ñëåäîâàòåëüíî, òðóäíîðåøàåìà. Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèèòàêîãî K, ÷òî G åñòü LR(K)-ãðàììàòèêà, íåðàçðåøèì [239℄. Àíàëîãè÷íûåðåçóëüòàòû èìåþò ìåñòî è òîãäà, êîãäà ñâîéñòâî ¾LR(K)¿ çàìåíÿåòñÿ ñâîé-ñòâîì << LL(K); << LC(K) >>; << SLR(K) >> èëè ëþáûì äðóãèì èçáîëüøåãî ÷èñëà ñâîéñòâ (ñì. óêàçàííûå âûøå ðàáîòû). Îäíàêî â ñëó÷àåñâîéñòâà ¾LL(K)¿, åñëè èçâåñòíî, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî K 0 ãðàììàòèêà G îá-ëàäàåò ñâîéñòâîì LR(K 0), òî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ìîæíî âûÿñíèòüâîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè òàêîãî K, ÷òî ãðàììàòèêà G îáëàäàåò ñâîéñòâîì¾LL(K)¿ [241℄.[ÒÀß 16℄ ÍÅÏÓÑÒÎÒÀ ETOL-��ÀÌÌÀÒÈÊÈ (*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíà ETOL-ãðàììàòèêà G = (N;�; fÆ1; Æ2; ::: ; Æng; S), ãäåN � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ¾íåòåðìèíàëüíûõ¿ ñèìâîëîâ, � � êîíå÷íîå ìíî-æåñòâî ¾òåðìèíàëüíûõ¿ ñèìâîëîâ, S 2 N � íà÷àëüíûé ñèìâîë, êàæäîå Æiïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ¾òàáëèöó¿ ïðîäóêöèé, ïåðåâîäÿùèõ ñèìâîëû ìíîæå-ñòâà N [� â ñëîâà ÿçûêà (N [�)� (íà êàæäîì øàãå âûâîäà êàæäûé ñèìâîëèìåþùåãîñÿ â íàëè÷èè ñëîâà çàìåíÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîé ïðîäóêöèèèç çàðàíåå âûáðàííîé òàáëèöû (ñì., íàïðèìåð, [207℄)).ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî ÿçûê, ïîðîæä¼ííûé ãðàììàòèêîé G, íå ïóñò?Èñòî÷íèê [275℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÍÅÓÍÈÂÅ�ÑÀËÜÍÎÑÒÜ �Å-�ÓËß�ÍÎ�Î ÂÛ�ÀÆÅÍÈß.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à P�SPACE-ïîëíà, äàæå åñëèG ÿâëÿåòñÿ ¾EDTOL-ãðàììàòèêîé áåç "¿. Çàäà÷à NP -ïîëíà è â òîì ñëó÷àå, åñëè G ñîäåðæèò ðîâ-íî îäíó òàáëèöó è äëÿ êàæäîãî ñèìâîëà ðîâíî îäíó ïðîäóêöèþ (ò. å. åñëè Gåñòü ¾EDOL-ãðàììàòèêà¿). Äëÿ âîïðîñà î òîì, ïîðîæäàåò ëè G áåñêîíå÷-íûé ÿçûê, âåðíû àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû. Äëÿ áåñêîíòåêñòíûõ ãðàììàòèêýòè çàäà÷è ðàçðåøèìû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, à äëÿ êîíòåêñòíûõ ãðàì-ìàòèê � íåðàçðåøèìû (ñì., íàïðèìåð, [215℄).[ÒÀß 17℄Ï�ÈÍÀÄËÅÆÍÎÑÒÜÁÅÑÊÎÍÒÅÊÑÒÍÎÌÓßÇÛ-ÊÓ Ñ ÓÏ�ÀÂËßÅÌÛÌ ÂÛÂÎÄÎÌÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû áåñêîíòåêñòíàÿ ãðàììàòèêà ñ óïðàâëÿåìûì âûâî-äîì G = (N;�;�; S) áåç " è ñëîâî x 2 ��. (Â òàêèõ ãðàììàòèêàõ âñå ïðî-äóêöèè èç � èìåþò âèä A ! w(T )(F ), ãäå A 2 N; w 2 (N [ ��) n "; T èF � ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà �, óêàçûâàþùèå, â çàâèñèìîñòè îò ïðèìåíè-ìîñòè èëè íåïðèìåíèìîñòè ïðåäûäóùåé ïðîäóêöèè, ïîäìíîæåñòâî â �, èçêîòîðîãî äîëæíà áûòü âûáðàíà ñëåäóþùàÿ ïðîäóêöèÿ [456℄.)ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî x ïðèíàäëåæèò ÿçûêó, ïîðîæä¼ííîìó ãðàììà-òèêîé G?Èñòî÷íèê [482℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ. Îòñóòñòâèå " îáåñïå÷è-âàåò ïðèíàäëåæíîñòü êëàññó NP .Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè ïî-òðåáîâàòü, ÷òîáû âñå ïðîäóêöèè A ! w(T )(F ) èç Ï èìåëè T = F [525℄.



304 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷Åñëè äëÿ âñåõ ïðîäóêöèé èç Ï T = F = Ï è åñëè äîïóñêàåòñÿ ïðèìåíå-íèå ïðîäóêöèé ê ïóñòîìó ñëîâó ", òî ïîëó÷àåòñÿ çàäà÷à ïðèíàäëåæíîñòèêîíòåêñòíî-ñâîáîäíûì ÿçûêàì, êîòîðàÿ ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðå-ìÿ (ñì., íàïðèìåð, [215℄).[ÒÀß 18℄ Ï�ÈÍÀÄËÅÆÍÎÑÒÜ ßÇÛÊÓ ÊÂÀÇÈ�ÅÀËÜÍÎ-�Î Â�ÅÌÅÍÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû áåñêîíòåêñòíûå ãðàììàòèêè G1; G2 è G3, èìåþùèåîáùèé òåðìèíàëüíûé àë�àâèò �, âòîðîé êîíå÷íûé àë�àâèò �, �óíêöèÿh : �! � è ñëîâî w 2 ��.ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî w ïðèíàäëåæèò ¾ÿçûêó êâàçèðåàëüíîãî âðå-ìåíè¿, îïðåäåëÿåìîìó ãðàììàòèêàìè G1; G2; G3 è �óíêöèåé h, ò. å. ÿçûêóL = h(L1 \L2 \ l3), ñîñòîÿùåìó èç âñåõ ñëîâ èç �� âèäà h(x1)h(x2) ::: h(xk),òàêèõ, ÷òî x1; x2; ::: ; xk 2 L1\L2\L3, ãäå L1; L2 è L3 � ÿçûêè, ïîðîæäàåìûåãðàììàòèêàìè G1; G2 è G3 ñîîòâåòñòâåííî?Èñòî÷íèê [230, 188℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Åñëè h � âçàèìíî-îäíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ, òî çàäà÷à ðå-øàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì ðàçáîðà áåñêîí-òåêñòíûõ ãðàììàòèê; ñì., íàïðèìåð, [215℄). Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé èòîãäà, êîãäà L3 ñîâïàäàåò ñ ��, ò.å. L = h(L1 \ L2) [188℄, íî ðàçðåøèìà çàïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè L2 è L3 ñîâïàäàþò ñ ��. ò. å. L = h(L1).[ÒÀß 19℄ Ï�ÈÍÀÄËÅÆÍÎÑÒÜ ETOL-ßÇÛÊÓ (*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ETOL-ãðàììàòèêà G = (N;�; fÆ1; Æ2; ::: ; Æng; S) èñëîâî w 2 ��.ÂÎÏ�ÎÑ. Ïðèíàäëåæèò ëè ñëîâî w ÿçûêó, ïîðîæäàåìîìó ãðàììàòèêîéG? Èñòî÷íèê [525℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à P � SPACE-ïîëíà, äàæå åñëè G åñòü ¾ETOL-ãðàììàòèêà áåç "¿ [275℄. Åñëè G �èêñèðîâàíà, òî çàäà÷à ïðèíàäëåæèò êëàñ-ñó NP , â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò êîíêðåòíûå ãðàììàòèêè, äëÿ êîòîðûõ îíàNP -ïîëíà. Ïîñëåäíèé �àêò èìååò ìåñòî äàæå òîãäà, êîãäà G åñòü ¾TOL-ãðàììàòèêà¿ (ò. å. íå èìååò íåòåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ) è íå ñîäåðæèò å[525℄. Çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äëÿ �èêñèðîâàííîé G,åñëèG åñòü ¾EDTOL-ãðàììàòèêà¿ [276℄ ëèáî åñëèG åñòü ¾EOL-ãðàììàòèêà¿(ò. å. èìååò òîëüêî îäíó òàáëèöó) [404℄.[ÒÀß 20℄ Ï�ÈÍÀÄËÅÆÍÎÑÒÜ ÊÎÍÒÅÊÑÒÍÎÌÓ ßÇÛÊÓ(*)ÓÑËÎÂÈß- Çàäàíû êîíòåêñòíàÿ ãðàììàòèêà G = (N;�;�; S) è ñëîâîw 2 �� (â êîíòåêñòíîé ãðàììàòèêå êàæäàÿ ïðîäóêöèÿ èìååò âèä x! y, ãäåx è y � íåïóñòûå ñëîâà íàä àë�àâèòîì N [ � è jyj > jxj).ÂÎÏ�ÎÑ. Ïðèíàäëåæèò ëè w ÿçûêó, ïîðîæä¼ííîìó ãðàììàòèêîé G?Èñòî÷íèê [310℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÄÎÏÓÑÊÀÅÌÎÑÒÜ ËÈÍÅÉ-ÍÎ Î��ÀÍÈ×ÅÍÍÛÌ ÀÂÒÎÌÀÒÎÌ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à P�SPACE-ïîëíà äàæå äëÿ äåòåðìèíèðîâàííûõêîíòåêñòíûõ ãðàììàòèê. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóþò êîíêðåòíûå êîíòåêñòíûåãðàììàòèêè, äëÿ êîòîðûõ çàäà÷à NP -ïîëíà. Ñóùåñòâóåò òàêæå êîíêðåòíàÿ



A11. Îïòèìèçàöèÿ ïðîãðàìì 305¾ëèíåéíàÿ ïî âðåìåíè¿ êîíòåêñòíàÿ ãðàììàòèêà, äëÿ êîòîðîé çàäà÷à NP -ïîëíà [49℄. (Äëÿ ëþáîé êîíêðåòíîé êîíòåêñòíîé ãðàììàòèêè çàäà÷à ïðè-íàäëåæèò êëàññó NP .)[ÒÀß 21℄ Ï�ÈÍÀÄËÅÆÍÎÑÒÜ ßÇÛÊÓ, ÎÏ�ÅÄÅËßÅÌÎ-ÌÓ Ä�ÅÂÎÂÈÄÍÛÌ Ï�ÅÎÁ�ÀÇÎÂÀÒÅËÅÌ (*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ¾ïðåîáðàçîâàòåëü ñâåðõó-âíèç ñ äðåâîâèäíîé ñòðóê-òóðîé¿M è åãî âûõîäíîé àë�àâèò �, áåñêîíòåêñòíàÿ ãðàììàòèêà G è ñëîâîw 2 �� (äåòàëè ñì. â óêàçàííûõ íèæå ðàáîòàõ).ÂÎÏ�ÎÑ. Ïðèíàäëåæèò ëè w ¾ðåçóëüòàòó¿ ¾ïîâåðõíîñòíîãî ìíîæå-ñòâà¿, îïðåäåëÿåìîãî ïðåîáðàçîâàòåëåì M è ãðàììàòèêîé G?Èñòî÷íèê [446℄. Îáùàÿ ñâîäèìîñòü.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à P � SPACE-ïîëíà. Äëÿ �èêñèðîâàííûõ M è Gîíà ïðèíàäëåæèò êëàññó NP . Ñóùåñòâóþò êîíêðåòíûå M è G, äëÿ êîòî-ðûõ çàäà÷à NP -ïîëíà [460℄. Åñëè ïîòðåáîâàòü ëèíåéíîñòè ïðåîáðàçîâàòå-ëÿ M , òî îáùàÿ çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Åñëè M �¾äåòåðìèíèðîâàííûé¿ ïðåîáðàçîâàòåëü, òî äëÿ �èêñèðîâàííîãî M çàäà÷àðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ [447℄.A11. ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß Ï�Î��ÀÌÌA11.1. �åíåðàöèÿ êîäà ïðîãðàììû[ÎÏ 1℄ ÄÎÑÒÀÒÎ×ÍÎÑÒÜ ×ÈÑËÀ �Å�ÈÑÒ�ÎÂÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû îðèåíòèðîâàííûé àöèêëè÷åñêèé ãðà� G = (V; A),ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè âû÷èñëåíèå äëÿ G, èñïîëüçóþùåå íå áîëååK ðåãèñòðîâ? Èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóþò ëè óïîðÿäî÷åíèå v1; v2; ::: ; vnâåðøèí ìíîæåñòâà V , ãäå n = jV j, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü S0; S1; ::: ; Sn ïîä-ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà V , òàêèå, ÷òî: (1) jSij 6 K( äëÿ âñåõ i; (2) S0 � ïóñòî,Sn ñîäåðæèò âñå âåðøèíû èç ãðà�à G ñî ñòåïåíüþ çàõîäà 0; (3) äëÿ âñåõi; 1 6 i 6 n; vi 2 Si; Si n fvig � Si�1 è Si�1 ñîäåðæèò âñå âåðøèíû u, òàêèå,÷òî (vi; u) 2 A?Èñòî÷íèê [477℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè ñòå-ïåíè âûõîäà âñåõ âåðøèí ãðà�à G íå ïðåâîñõîäÿò 2. Âàðèàíò ýòîé çàäà÷è,â êîòîðîì äîïóñêàåòñÿ ¾ïåðåâû÷èñëåíèå¿ (ò. å. èùóòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòè v1; v2; ::: ; vm è S0; S1; ::: ; Sm áåç àïðèîðíîé îöåíêè ÷èñëà m è âåðøèíûâ ïåðâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ, íî âñå îñòàëüíûå ñ�îð-ìóëèðîâàííûå âûøå óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ), ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíûì, è åãîïðèíàäëåæíîñòü êëàññó NP íå óñòàíîâëåíà.[ÎÏ 2℄ ÄÎÏÓÑÒÈÌÎÑÒÜ ÍÀÇÍÀ×ÅÍÈß �Å�ÈÑÒ�ÎÂÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû îðèåíòèðîâàííûé àöèêëè÷åñêèé ãðà� G = (V; A),ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K è íàçíà÷åíèå ðåãèñòðîâ f : V ! fR1; R2; :::,Rkg.



306 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè âû÷èñëåíèå äëÿ G, èñïîëüçóþùåå óêàçàííîåíàçíà÷åíèå ðåãèñòðîâ? Èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóþò ëè óïîðÿäî÷åíèå v1; v2,::: ; vn âåðøèí èç ìíîæåñòâà V è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü S1; S2; ::: ; Sn ïîäìíî-æåñòâ ìíîæåñòâà V , óäîâëåòâîðÿþùèå âñåì óñëîâèÿì, ñ�îðìóëèðîâàííûìâ çàäà÷å ÄÎÑÒÀÒÎ×ÍÎÑÒÜ ×ÈÑËÀ �Å�ÈÑÒ�ÎÂ, è äîïîëíèòåëüíîìóóñëîâèþ, çàêëþ÷àþùåìóñÿ â òîì, ÷òî äëÿ âñåõ i è j(1 6 j 6 K; 1 6 i 6 n)ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîé âåðøèíû u 2 Si, òàêîé, ÷òî f(u) = Rj?Èñòî÷íèê [477℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè ñòå-ïåíè âûõîäà âñåõ âåðøèí ãðà�à G íå ïðåâîñõîäÿò 2.[ÎÏ 3℄ ÄÎÑÒÀÒÎ×ÍÎÑÒÜ ×ÈÑËÀ �Å�ÈÑÒ�ÎÂ ÄËß �ÅÀ-ËÈÇÀÖÈÈ ÖÈÊËÎÂÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî V ïàðàìåòðîâ öèêëîâ, äëèíà öèêëà N 2Z+, äëÿ êàæäîãî ïàðàìåòðà v íà÷àëüíîå âðåìÿ s(v) 2 Z+0 è ïðîäîëæèòåëü-íîñòü l(v) 2 Z+, öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Äîñòàòî÷íî ëè K ðåãèñòðîâ äëÿ çàïîìèíàíèÿ ïàðàìåòðîâöèêëîâ? Èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò ëè òàêîå íàçíà÷åíèå ðåãèñòðîâ f : V !f1; 2; ::: ; Kg, ÷òî åñëè f(u) = f(v) äëÿ íåêîòîðûõ u; v 2 V; u 6= v, òî èç íåðà-âåíñòâà s(u) 6 s(v) ñëåäóåò, ÷òî s(u)+l(u) 6s (v) è s(v)+l(v)(modN) 6 s(u)?Èñòî÷íèê [153℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäÿòñÿ ÎÁ�ÀÇÓÞÙÈÅ ÏÅ�ÅÑÒÀ-ÍÎÂÊÈ.Êîììåíòàðèé. Äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãîK çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïî-ëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.[ÎÏ 4℄ �ÅÍÅ�ÀÖÈß ÊÎÄÀ ÍÀ ÌÀØÈÍÅ Ñ ÎÄÍÈÌ �Å�È-ÑÒ�ÎÌÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû àöèêëè÷åñêèé îðèåíòèðîâàííûé ãðà� G = (V; A), óêîòîðîãî ñòåïåíè âûõîäà âñåõ âåðøèí íå ïðåâîñõîäÿò �, è ïîëîæèòåëüíîåöåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ïðîãðàììà â êîäàõ ÝÂÌ, ñîäåðæàùàÿ íå áî-ëåå K êîìàíä, âû÷èñëÿþùàÿ íà ìàøèíå ñ îäíèì ðåãèñòðîì âñå êîðíåâûå(ò. å. ñî ñòåïåíüþ çàõîäà ðàâíîé 0) âåðøèíû ãðà�à G, ïðè÷¼ì â íà÷àëü-íûé ìîìåíòå â ïàìÿòè íàõîäÿòñÿ âñå ¾ëèñòüÿ¿ ãðà�à G (ò. å. âåðøèíû ñîñòåïåíüþ âûõîäà ðàâíîé 0) è â ïðîãðàììå èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî êîìàíäû¾çàãðóçèòü¿, ¾çàïîìíèòü¿ è ¾âûïîëíèòü¿? (Êîìàíäà ¾çàãðóçèòü¿ ïåðåäàåòâ ðåãèñòð îïðåäåë¼ííóþ âåðøèíó. Êîìàíäà ¾çàïîìíèòü¿ ïåðåäàåò âåðøèíóèç ðåãèñòðà â ïàìÿòü. Íîâàÿ âåðøèíà v ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ñ ïîìîùüþêîìàíäû ¾âûïîëíèòü¿ ïðè óñëîâèè, ÷òî â ðåãèñòðå íàõîäèòñÿ òàêàÿ âåðøè-íà u, ÷òî (v; u) 2 A, à ëþáàÿ äðóãàÿ âåðøèíà u0, äëÿ êîòîðîé (v; u0) 2 A,íàõîäèòñÿ â ïàìÿòè. Â ðåçóëüòàòå èñïîëíåíèÿ êîìàíäû ¾âûïîëíèòü¿ âåð-øèíà u, íàõîäÿùàÿñÿ â ðåãèñòðå, çàìåíÿåòñÿ âåðøèíîé v. Âû÷èñëåíèå íîâîéâåðøèíû íå çàêîí÷åíî, ïîêà îíà íå ïîìåùåíà â ïàìÿòü ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè¾çàïîìíèòü¿.)Èñòî÷íèê [61℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè âñåâåðøèíû, èìåþùèå ñòåïåíü çàõîäà áîëüøå 1, ñîåäèíåíû ð¼áðàìè òîëüêî ñ



A11. Îïòèìèçàöèÿ ïðîãðàìì 307ëèñòüÿìè ãðà�à G [10℄. Çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëèG � îðèåíòèðîâàííûé ëåñ [480℄.[ÎÏ 5℄ �ÅÍÅ�ÀÖÈß ÊÎÄÀ Ñ ÍÅÎ��ÀÍÈ×ÅÍÍÛÌ ×ÈÑ-ËÎÌ �Å�ÈÑÒ�ÎÂÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû îðèåíòèðîâàííûé àöèêëè÷åñêèé ãðà� G = (V; A),íå èìåþùèé âåðøèí ñî ñòåïåíüþ âûõîäà áîëüøåé �, ðàçáèåíèå ìíîæåñòâàA íà òàêèå äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâà L è R, ÷òî ëþáûå äâå äóãè,èñõîäÿùèå èç îäíîé âåðøèíû, ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì ìíîæåñòâàì, ïîëî-æèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ïðîãðàììà âû÷èñëåíèÿ âñåõ êîðíåâûõ âåðøèíãðà�à G, îòâå÷àþùàÿ ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì: (1) ïðîãðàììà ñîñòîèò íåáîëåå ÷åì èçK êîìàíä, (2) ïðîãðàììà íà÷èíàåò âû÷èñëåíèå ñ ëèñòüåâ ãðà�àG, çàíåñ¼ííûõ â ïàìÿòü, (3) â ïðîãðàììå èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî êîìàíäûâèäà ¾ri ! rj¿ èëè ¾ri  rioprj¿, i; j 2 Z+ (ãäå âåðøèíà v ñî ñòåïåíüþâûõîäà, ðàâíîé 2, è èñõîäÿùèìè äóãàìè (v; u) 2 L è (v; w) 2 R ìîæåò áûòüâû÷èñëåíà òîëüêî ñ ïîìîùüþ êîìàíäû ri  rioprj , â êîòîðîé ri ñîäåðæèòu, à rj ñîäåðæèò v)?Èñòî÷íèê [10℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ ÂÅ�ØÈÍ, �ÀÇ-�ÅÇÀÞÙÈÕ ÊÎÍÒÓ�Û.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëèòîëüêî ëèñòüÿ ãðà�à G èìåþò ñòåïåíü çàõîäà, ïðåâîñõîäÿùóþ 1. ¾Êîì-ìóòàòèâíûé¿ âàðèàíò çàäà÷è, â êîòîðîì äîïóñêàþòñÿ òàêæå êîìàíäû âèäà¾ri  rjopri¿, ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíûì [11℄. Åñëè G � ëåñ èëè åñëè äîïóñêàþòñÿòð¼õàäðåñíûå êîìàíäû âèäà ¾ri  rjoprk, òî îáå çàäà÷è ìîãóò áûòü ðåøåíûçà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ [10℄.[ÎÏ 6℄ �ÅÍÅ�ÀÖÈß ÊÎÄÀ ÄËß ÏÀ�ÀËËÅËÜÍÛÕ Ï�È-ÑÂÀÈÂÀÍÈÉÓÑËÎÂÈÅ.Çàäàíû ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ V = fv1; v2; ::: ; vng, ìíîæå-ñòâî îïåðàòîðîâ ïðèñâàèâàíèÿ A = fA1; A2; ::: ; Ang, ãäå êàæäîå Ai èìååòâèä ¾vi  op(Bi)¿ (Bi � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà V ), è ïîëîæè-òåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå óïîðÿäî÷åíèå v�(1); v�(2); ::: ; v�(n) ìíî-æåñòâà V , äëÿ êîòîðîãî èìååòñÿ íå áîëåå K çíà÷åíèé i; 1 6 i 6 n, òàêèõ,÷òî äëÿ íåêîòîðîãî j > i èìååò ìåñòî ïðèíàäëåæíîñòü v�(i) 2 B�(j)?Èñòî÷íèê [476℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎÂÅ�ØÈÍ, �ÀÇ-�ÅÇÀÞÙÈÕ ÊÎÍÒÓ�Û.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé è â òîì ñëó÷àå, åñëè jBij 6 2äëÿ âñåõ Bi.[ÎÏ 7℄ �ÅÍÅ�ÀÖÈß ÊÎÄÀ Ñ ÀÄ�ÅÑÍÛÌÈ ÂÛ�ÀÆÅÍÈß-ÌÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìàíä I = (I1; I2; ::: ; In), äëÿêàæäîé êîìàíäû Ii 2 I âûðàæåíèå g(Ii) âèäà ¾Ij¿, ¾Ij + k¿, ¾Ij � k¿ èëè¾k¿, ãäå Ij 2 I è k 2 Z+, à òàêæå ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà B, C è M .ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè êîìàíäû èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè I çàïîìíèòü â âè-äå îäíî- è äâóõáàéòîâûõ êîìàíä, òàê ÷òîáû îáùàÿ ïàìÿòü, èñïîëüçóåìàÿ



308 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷ïðè ýòîì, íå ïðåâçîøëà M? Èíûìè ñëîâàìè: îïðåäåëèì �óíêöèþ h(Ij),ïîëàãàÿ å¼ ðàâíîé f(Ij); f(Ij) � k èëè k, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ðàâíÿåò-ñÿ ëè g(Ij) ñîîòâåòñòâåííî Ij ; Ij � k èëè k; ñóùåñòâóåò ëè òàêîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f : I ! f1; 2; ::: ; Mg, ÷òî f(Ii) < f(Ij) ïðè i < jè ëèáî �C < f(Ii) � h(Ii) < B, ëèáî f(Ii) + 1 íå ïðèíàäëåæèò îáëàñòèçíà÷åíèé f?Èñòî÷íèê [511℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äëÿ íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõçíà÷åíèé B è C, íàïðèìåð ðàâíûõ ñîîòâåòñòâåííî 128 è 127 (ìîæíî âçÿòüòàêæå è ãîðàçäî ìåíüøèå çíà÷åíèÿ). Çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëü-íîå âðåìÿ, åñëè â óñëîâèè íåò ¾ïàòàëîãè÷åñêèõ¿ âûðàæåíèé (äåòàëè ñì. âóêàçàííîé âûøå ðàáîòå).[ÎÏ 8℄ �ÅÍÅ�ÀÖÈß ÊÎÄÀ Ï�Î��ÀÌÌÛ Ñ ÍÅÔÈÊÑÈ�Î-ÂÀÍÍÛÌÈ ÀÄ�ÅÑÀÌÈ ÏÅ�ÅÌÅÍÍÛÕÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìàíä I = (I1; I2; ::: ; In), êî-íå÷íîå ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ V , íàçíà÷åíèå g : I ! I[V è ïîëîæèòåëüíûåöåëûå ÷èñëà B è M .ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè êîìàíäû èç I , ðàññìàòðèâàåìûå êàê îäíî- è äâóõ-áàéòîâûå ñëîâà, ñ ïåðåìåííûìè ìåæäó íèìè òàê ðàñïîëîæèòü â ïàìÿòè,÷òî èñïîëüçóåìûé ïðè ýòîì îáú¼ì ïàìÿòè íå ïðåâçîéäåò M? Èíûìè ñëî-âàìè, ñóùåñòâóåò ëè òàêîå âçàèìíîîäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f : I [ V !f1; 2; ::: ; Mg, ÷òî (1) ïðè i < jf(Ii) < f(Ij) è (2) äëÿ âñåõ i; 1 6 i 6 n,ëèáî jf(Ii)�f(g(Ii))j < B, ëèáî f(Ii)+1 íå ïðèíàäëåæèò îáëàñòè çíà÷åíèé�óíêöèè f?Èñòî÷íèê [450℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äàæå äëÿ íåêîòîðûõ �èêñè-ðîâàííûõ B, íàïðèìåð äëÿ B = 31. Åñëè V ïóñòî, òî çàäà÷à ðàçðåøèìà çàïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.[ÎÏ 9℄ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÑÅÌÅÉÑÒÂÀÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû íàáîð C ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A èïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî J .ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòüS = fz1  x1 [ y1; z2  x2 [ y2; ::: ; zi  xj [ yjg; j 6 J;îïåðàòîðîâ ¾îáúåäèíåíèÿ¿, ãäå êàæäîå èç xi è yi åñòü ëèáî fag äëÿ íåêîòî-ðîãî a 2 A, ëèáî zk äëÿ íåêîòîðîãî k < i, ïðè÷¼ì äëÿ âñåõ i; 1 6 i 6 j; xiè yi íå ïåðåñåêàþòñÿ è äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà 
 2 C íàéä¼òñÿ òàêîåzi; 1 6 i 6 j, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî ñîâïàäàåò ñ 
?Èñòî÷íèê [152℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÂÅ�ØÈÍÍÎÅ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ(ñì. ðàçä. 3.2.2).Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè j
j 63 äëÿ âñåõ 
 2 C. Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à, â êîòîðîé íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû xi èyi íå ïåðåñåêàëèñü, òàêæå NP -ïîëíà ïðè òåõ æå îãðàíè÷åíèÿõ.[ÎÏ 10℄ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß ×ÈÑËÀ ÁÈÒ ÌÈÊ�ÎÊÎÄÀ



A11. Îïòèìèçàöèÿ ïðîãðàìì 309ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ¾ìèêðîêîìàíä¿ A, íàáîð C =f
1; 
2; ::: ; 
ng ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A (ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ìèêðî-êîìàíä íàçûâàåòñÿ ìèêðîèíñòðóêöèåé) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè äëÿ äàííîãî íàáîðà ìèêðîèíñòðóêöèéK-áèòî-âûé �îðìàò? Èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Aíà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà A1; A2; ::: ; An, ÷òî íè îäíà ïàðà ïîä-ìíîæåñòâ Ai è Cj íå ñîäåðæèò áîëåå îäíîãî îáùåãî ýëåìåíòà ènXi=1dlog 2(jAij+ 1)e 6 K?Èñòî÷íèê [451℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-Ñ.A11.2. Ïðîãðàììû è ñõåìû[ÎÏ 11℄ ÍÅÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÜ Ï�Î��ÀÌÌ Ñ ÌÀÑÑÈÂÀ-ÌÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íûå ìíîæåñòâàX;� è R ïåðåìåííûõ, îïåðàòî-ðîâ è ïåðåìåííûõ ìàññèâîâ ñîîòâåòñòâåííî, äâå ïðîãðàììû P1 è P2, ñîñòàâ-ëåííûå èç êîìàíä ñëåäóþùåãî âèäà: x0�x1x2 ::: xr (¾âûïîëíèòü¿), �[xi℄  xj (¾èçìåíèòü¿), xi  �x[j℄ (¾âûáðàòü¿), ãäå xi 2 X; � 2 Theta; r � ÷èñëîàðãóìåíòîâ îïåðàòîðà �; � 2 R, à òàêæå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé V èèíòåðïðåòàöèÿ êàæäîãî îïåðàòîðà � 2 Theta êàê �óíêöèè èç V r â V .ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè ïðèäàòü ïåðåìåííûì èç X òàêèå íà÷àëüíûå çíà÷å-íèÿ èç V , ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ïåðåìåííîé èç X ïðîãðàììû äàäóò ðàçëè÷íûåêîíå÷íûå çíà÷åíèÿ? (Äåòàëè î ðàáîòå òàêèõ ïðîãðàìì ñì. â [104℄.)Èñòî÷íèê [104℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè âïðîãðàììàõ îòñóòñòâóþò êîìàíäû ¾âûïîëíèòü¿ è èìååòñÿ òîëüêî îäíà ïå-ðåìåííàÿ ìàññèâà. Åñëè îòñóòñòâóþò êîìàíäû ¾èçìåíèòü¿ èëè êîìàíäû¾âûáðàòü¿ èëè îòñóòñòâóþò ïåðåìåííûå ìàññèâîâ, òî çàäà÷à ðàçðåøèìà çàïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.[ÎÏ 12℄ ÍÅÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÜ Ï�Î��ÀÌÌ Ñ Ï�ÈÑÂÀ-ÈÂÀÍÈßÌÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ X , äâå ïðîãðàììûP1 è P2, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìàíä ïðèñâàèâàíèÿ,èìåþùèõ âèä ¾x0  , åñëè x1 = x2 òî x3 èíà÷å x4¿, ãäå xi � ïåðåìåííûå èçX , è êîíå÷íîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé V .ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè âñåì ïåðåìåííûì èç X ïðèäàòü òàêèå íà÷àëüíûåçíà÷åíèÿ èç V , ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ïåðåìåííîé èç X ïðîãðàììû äàäóò ðàç-ëè÷íûå êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ? (Äåòàëè î ðàáîòå òàêèõ ïðîãðàìì ñì. â [104℄.)Èñòî÷íèê [104℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëèV = f0; 1g. Îíà ñîäåðæèòñÿ â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ âî ìíîãèõ çàäà-÷àõ î íåýêâèâàëåíòíîñòè ïðîñòûõ ïðîãðàìì è, ñëåäîâàòåëüíî, äîêàçûâàåò,÷òî îíè NP -òðóäíûå [104, 528℄.



310 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷[ÎÏ 13℄ÍÅÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÜÏ�Î��ÀÌÌÑÊÎÍÅ×ÍÎÉÏÀÌßÒÜÞ (*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ X , êîíå÷íûé àë-�àâèò �, äâå ïðîãðàììû P1 è P2, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñî-áîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìàíä I1; I2; ::: ; Im (P1 è P2 íå îáÿçàòåëüíî èìå-þò îäèíàêîâóþ äëèíó m). Êîìàíäû èìåþò âèä ¾ïðî÷èòàòü xi¿, ¾çàïè-ñàòü vj¿, ¾xi  vj¿, ¾åñëè vi = vk, ïåðåéòè ê Ii¿, ¾ïðèíÿòü¿, ¾ñòîï¿, ãäåxi 2 X; vj ; vk 2 X [ � [ f$g è Im � êîìàíäà âèäà ¾ñòîï¿ èëè ¾ïðèíÿòü¿.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ñëîâî w 2 ��, ÷òî, íà÷àâ ðàáîòàòü íàýòîì ñëîâå, ïðîãðàììû P1 è P2 äàäóò ðàçëè÷íûå ðåçóëüòàòû? (Äåòàëè îðàáîòå ïðîãðàìì òàêîãî òèïà ñì. â [274℄.)Èñòî÷íèê [274℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÄÎÏÓÑÊÀÅÌÎÑÒÜ ËÈÍÅÉ-ÍÎ Î��ÀÍÈ×ÅÍÍÛÌ ÀÂÒÎÌÀÒÎÌ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à P � SPASE-ïîëíà äàæå òîãäà, êîãäà P2 � �èê-ñèðîâàííàÿ ïðîãðàììà, íå ñîäåðæàùàÿ êîìàíä òèïà çàïèñàòü è, ñëåäîâà-òåëüíî, íå äàþùàÿ ðåçóëüòàòà. Â óêàçàííîé âûøå ðàáîòå ïðèâåäåíî ìíîãîñïåöèàëüíûõ ñëó÷àåâ ýòîé çàäà÷è è ðàçëè÷íûõ å¼ âàðèàíòîâ, êîòîðûå èëèP � SPACE-ïîëíû èëè åù¼ òðóäíåå.[ÎÏ 14℄ÍÅÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÜÏ�Î��ÀÌÌÁÅÇ ÂËÎÆÅÍ-ÍÛÕ ÖÈÊËÎÂÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ X , ïîäìíîæåñòâîâõîäíûõ ïåðåìåííûõ Y 2 X , âûäåëåííàÿ âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ x0. Äâåïðîãðàììû ñ öèêëàìè, íî áåç âëîæåííûõ öèêëîâ P1 è P2 (ò. å. ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè êîìàíä âèäà ¾x y¿, ¾x x+1¿, ¾x 0¿, ¾öèêë x¿ è ¾êîíåö¿,ãäå x; y 2 X , ïðè÷¼ì âñëåä çà êîìàíäîé öèêë, êîìàíäà êîíåö äîëæíà ïðåä-øåñòâîâàòü ñëåäóþùåé êîìàíäå öèêë).ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå îòîáðàæåíèå f : Y ! Z+, ñîïîñòàâëÿ-þùåå âõîäíûì ïåðåìåííûì íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ, ÷òî â ðåçóëüòàòå ðàáîòûîáåèõ ïðîãðàìì âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ x0 ïîëó÷àåò ðàçíûå çíà÷åíèÿ? (Ïî-äðîáíîñòè î ïðîãðàììàõ ýòîãî òèïà ñì. â óêàçàííûõ íèæå ðàáîòàõ.)Èñòî÷íèê [88, 516℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ. Âî âòîðîé ðàáîòåäîêàçàíà ïðèíàäëåæíîñòü çàäà÷è êëàññó NP .Êîììåíòàðèé. Åñëè äîïóñòèòü âëîæåííûå öèêëû (äàæå ãëóáèíû 2), òîçàäà÷à ñòàíîâèòñÿ íåðàçðåøèìîé [382℄. Åñëè íå äîïóñêàþòñÿ öèêëè÷åñêèåêîìàíäû, òî çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ [516℄. Îñíîâíîéðåçóëüòàò îáîáùåí â ðàáîòå [233℄.[ÎÏ 15℄ ÍÅÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÜ Ï�ÎÑÒÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâîX ïåðåìåííûõ, äâà âûðàæåíèÿ f è g íàäX . Êàæäîå âûðàæåíèå åñòü êîìïîçèöèÿ �óíêöèé èç ñëåäóþùåãî íàáîðà:¾s(x) = x+1¿, ¾p(x) = maxfx�1; 0g¿, ¾plus(x; y) = x+y¿, ¾div(x; i) = dx=ie¿,¾mod(x; t) = x � t � dx=te¿, ¾w(x; y) = åñëè y = 0, òî x èíà÷å 0¿ è ¾âûáðàòü(x1; x2; ::: ; xn)ni = xi¿ ãäå x; y; xi 2 X ; i; n; t 2 Z� è i 6 n.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå çíà÷åíèÿ ïå-ðåìåííûõ èç X , äëÿ êîòîðûõ âûðàæåíèÿ f è g ðàçëè÷íû?



A11. Îïòèìèçàöèÿ ïðîãðàìì 311Èñòî÷íèê [516℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÍÅÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÜÏ�Î-��ÀÌÌ ÁÅÇ ÂËÎÆÅÍÍÛÕ ÖÈÊËÎÂ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, åñëè f è g îïðåäåëÿþòñÿòîëüêî â òåðìèíàõ �óíêöèè w(x; y), èëè â òåðìèíàõ �óíêöèé plus è mod,èëè â òåðìèíàõ �óíêöèé plus è p [346℄. NP -ïîëíû òàêæå âàðèàíòû ýòîéçàäà÷è, â êîòîðûõ f è g îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî â òåðìèíàõ �óíêöèé plus è¾sub1(x) = maxf0; 1� xg¿ èëè òîëüêî â òåðìèíàõ �óíêöèé ¾minus(x; y) =maxf0; x� yg¿ (ãäå x; y 2 X [ Z+) [88℄.[ÎÏ 16℄ ÑÈËÜÍÀß ÍÅÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÜ ÑÕÅÌ ßÍÎÂÀÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íûå ìíîæåñòâà F è P , ñîñòîÿùèå ñîîòâåò-ñòâåííî èç ñèìâîëîâ �óíêöèé è ñèìâîëîâ ïðåäèêàòîâ, îäíà ïåðåìåííàÿ x èäâå ñõåìû ßíîâà íàä F , P è x. Ñõåìîé ßíîâà íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü I1; I2; ::: ; Im êîìàíä âèäà ¾x f(x)¿, ¾åñëè p(x) òî ïåðåéòè ê Ij èíà÷åïåðåéòè ê Ik¿ è ¾ñòîï¿, ãäå f 2 F è p 2 P .ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî äâå çàäàííûå ñõåìû ßíîâà íå ÿâëÿþòñÿ ñòðîãîýêâèâàëåíòíûìè? Èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóþò ëè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D,äëÿ êàæäîé �óíêöèè f 2 F èíòåðïðåòàöèÿ â âèäå îòîáðàæåíèÿ f : D !D, äëÿ êàæäîãî ïðåäèêàòà p 2 P èíòåðïðåòàöèÿ â âèäå îòîáðàæåíèÿ p :D ! fT; Fg, íà÷àëüíîå çíà÷åíèå x0 2 D ïåðåìåííîé x, òàêèå ÷òî ëèáîîáå çàäàííûå ñõåìû îñòàíàâëèâàþòñÿ ñ ðàçëè÷íûìè êîíå÷íûìè çíà÷åíèÿìèïåðåìåííîé x, ëèáî îäíà îñòàíàâëèâàåòñÿ, à äðóãàÿ � íåò?Èñòî÷íèê [88,461℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ. Ïðèíàäëåæíîñòüêëàññó NP äîêàçàíà âî âòîðîé ðàáîòå.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè íèîäíà èç ïðîãðàìì íå ñîäåðæèò öèêëîâ, à P2 � òðèâèàëüíàÿ ïðîãðàììà,îñòàâëÿþùàÿ çíà÷åíèå x íåèçìåííûì. Çàäà÷à î ñèëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòèñõåì ßíîâà ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè íåðàçðåøèìà, äàæå åñëè ïðåäïîëîæèòü,÷òî jF j = jP j = 1 [363℄. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû î äðóãèõ ñâîéñòâàõ, òà-êèõ, êàê ¾ñëàáàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü¿, ¾äèâåðãåíöèÿ¿, ¾îñòàíîâêà¿ è ò. ä., ñì.â ðàáîòàõ [234℄ è [240℄. Çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ìîæåò áûòü ïðîâåðåíàñèëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ¾ñèëüíî ñâîáîäíûõ¿ ñõåì ßíîâà, ò. å. òàêèõ ñõåì,â êîòîðûõ ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïðîâåðêàìè ïðåäèêàòîâ ïðèìå-íÿåòñÿ õîòÿ áû îäíà �óíêöèÿ (ñì. [88℄). Çàäà÷à î ñèëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè¾ñâîáîäíûõ¿ ñõåì ßíîâà â íàñòîÿùåå âðåìÿ îòêðûòà.[ÎÏ 17℄ ÑÈËÜÍÀß ÍÅÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÜ ÌÎÍÀÄÍÛÕ�ÅÊÓ�ÑÈÂÍÛÕ ÑÕÅÌÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íûå ìíîæåñòâà F è P , ñîñòîÿùèå èç ñèìâî-ëîâ �óíêöèé è ñèìâîëîâ ïðåäèêàòîâ ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæåñòâî G ¾îïðå-äåë¼ííûõ¿ ñèìâîëîâ �óíêöèé (íå ïåðåñåêàþùååñÿ ñ F ), âûäåëåííûé ñèìâîëf0 2 G è äâå ëèíåéíûå ìîíàäíûå ðåêóðñèâíûå ñõåìû S1 è S2 (òàêàÿ ñõåìàäëÿ êàæäîé f 2 G ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð óòâåðæäåíèé âèäà ¾fx = åñëèpx òî �x èíà÷å �x, ãäå p 2 P; �; � 2 (F [ G)�, ïðè÷¼ì � è � ñîäåðæàò ïîêðàéíåé ìåðå îäíî âõîæäåíèå ñèìâîëà èç ìíîæåñòâà G).ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóþò ëè ìíîæåñòâî îïðåäåëåíèÿ D, èíòåðïðåòàöèÿêàæäîãî f 2 F â âèäå îòîáðàæåíèÿ f : D ! D, èíòåðïðåòàöèÿ êàæäîãî



312 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷p 2 P â âèäå îòîáðàæåíèÿ p : D ! fT; Fg è íà÷àëüíîå çíà÷åíèå x0 2 D,òàêèå, ÷òî äâà çíà÷åíèÿ f0(x0), îïðåäåëÿåìûå ñîãëàñíî ðåêóðñèâíûì ñõåìàìS1 è S2, ëèáî ðàçëè÷íû, ëèáî îäíî èç íèõ îïðåäåëåíî, à äðóãîå íåò.Èñòî÷íèê [88℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÑÈËÜÍÀß ÍÅÝÊÂÈÂÀËÅÍÒ-ÍÎÑÒÜ ÑÕÅÌ ßÍÎÂÀ. Äîêàçàòåëüñòâî ïðèíàäëåæíîñòè çàäà÷è êëàññóNP íåòðèâèàëüíî.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé è â òîì ñëó÷àå, åñëè îäíàèç ñõåì òðèâèàëüíî ïîëàãàåò f0(x) = x. à äðóãàÿ ¾ëèíåéíà ñïðàâà¿, ò. å.� è � ñîäåðæàò îïðåäåë¼ííûé ñèìâîë (èç ìíîæåñòâà G) â âèäå êðàéíåéîïðàâà áóêâû. Â óêàçàííîé âûøå ðàáîòå ïðèâåäåíû äðóãèå ðåçóëüòàòû îáNP -ïîëíîòå è NP -òðóäíîñòè çàäà÷ î ëèíåéíûõ ìîíàäíûõ ðåêóðñèâíûõ ñõå-ìàõ.[ÎÏ 18℄ ÎÒÍÎØÅÍÈÅ ÍÅÂÊËÞ×ÅÍÈß ÑÂÎÁÎÄÍÛÕ B-ÑÕÅÌÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû äâå ñâîáîäíûå B-ñõåìû S1 è S2. (Ñâîáîäíîé B-ñõåìîé íàçûâàåòñÿ êîðíåâîé îðèåíòèðîâàííûé àöèêëè÷åñêèé ãðà� G =(V; A), ÷àñòü âåðøèí êîòîðîãî èìåþò ñòåïåíü âûõîäà, ðàâíóþ 0 (ëèñòüÿ), àîñòàëüíûå (òåñòîâûå) � ñòåïåíü âûõîäà 2, ïðè÷¼ì äóãè, èñõîäÿùèå èç òåñòî-âîé âåðøèíû, ïîìå÷åíû ìåòêàìè L è R.) Êðîìå òîãî, çà�èêñèðîâàíî: (1)ìíîæåñòâî B ñèìâîëîâ áóëåâñêèõ ïåðåìåííûõ è êàæäîé òåñòîâîé âåðøèíåv ñîïîñòàâëåíà òàêàÿ ìåòêà l(v) 2 B, ÷òî íèêàêèå äâå òåñòîâûå âåðøèíûãðà�à, ðàñïîëîæåííûå íà îáùåì îðèåíòèðîâàííîì ïóòè, íå èìåþò îäèíà-êîâûõ ìåòîê; (2) ìíîæåñòâî F -ñèìâîëîâ �óíêöèé, ïðè÷¼ì êàæäîìó ëèñòóv 2 V ñîïîñòàâëåíà ìåòêà l(v) 2 F [ f
g.ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî ñõåìà S1 íå ¾ñîäåðæèòñÿ¿ â ñõåìå S2? Èíûìèñëîâàìè, ñóùåñòâóåò ëè òàêîå îòîáðàæåíèå t : B1 [ B2 ! fL; Rg, ÷òî åñëèäâà ïóòè èç êîðíåâûõ âåðøèí ãðà�îâ G1 è G2 â ëèñòüÿ ýòèõ ãðà�îâ, îáðà-çîâàííûå ñîãëàñíî ïðàâèëó ¾èç òåñòîâîé âåðøèíû âûõîä ïî äóãå ñ ìåòêîét(l(v))¿, � çàêàí÷èâàþòñÿ â ëèñòüÿõ, ïîìå÷åííûõ ñèìâîëàìè f1 è f2 ñîîò-âåòñòâåííî, òî f1 6= f2 è f1 6= 
?Èñòî÷íèê [126℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à î ¾ñèëüíîé íåýêâèâàëåíòíîñòè ñâîáîäíûõ B-ñõåì(ò. å. íåýêâèâàëåíòíîñòè â òîì æå ñìûñëå, ÷òî è âûøå, íî ñ îäíèì óñëîâè-åì � f1 6= f2) îñòà¼òñÿ îòêðûòîé. Åñëè æå îäíà èç ñõåì S1 èëè S2 åñòüóïîðÿäî÷åííàÿ B-ñõåìà, òî ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëü-íîå âðåìÿ. Îòêðûòûé âàðèàíò çàäà÷è ýêâèâàëåíòåí ïî Òüþðèíãó çàäà÷å îñèëüíîé íåýêâèâàëåíòíîñòè ñâîáîäíûõ ñõåì ßíîâà (ñì. çàäà÷ó ÑÈËÜÍÀßÍÅÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÜ ÑÕÅÌ ßÍÎÂÀ).[ÎÏ 19℄ ÍÅÑÂÎÁÎÄÍÎÑÒÜ ÑÕÅÌ Ï�Î��ÀÌÌ ÁÅÇ ÖÈÊ-ËÎÂÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íûå ìíîæåñòâà F è P , ñîñòîÿùèå èç ñèìâîëîâ�óíêöèé è ñèìâîëîâ ïðåäèêàòîâ ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ X ,ìîíàäíàÿ áåç öèêëîâ ñõåìà ïðîãðàìì S íàä F , P è X . Òàêàÿ ñõåìà ñîñòîèòèç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìàíä I1; I2; ::: ; Im âèäà ¾x  f(y)¿, åñëè p(x) òîïåðåéòè ê Ij èíà÷å ïåðåéòè ê Ik è ¾ñòîï¿, ãäå x 2 X; f 2 F è p 2 P , è



A12. �àçíîå 313â ñîîòâåòñòâóþùåì ¾ãðà�å ïåðåõîäîâ¿ íå äîëæíî áûòü îðèåíòèðîâàííûõöèêëîâ.ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî ñõåìà S íåñâîáîäíà? Èíûìè ñëîâàìè, ñóùå-ñòâóåò ëè â ãðà�å ïåðåõîäîâ, ñîîòâåòñòâóþùåì ñõåìå S, îðèåíòèðîâàííûéïóòü, âäîëü êîòîðîãî íå ìîæåò ïðîéòè íè îäíî âû÷èñëåíèå ïî ïðîãðàììåS, âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïðèäàåòñÿ �óíêöèÿì èçF , ïðåäèêàòàì èç P è êàêèå íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ïðèäàþòñÿ ïåðåìåííûìèç X?Èñòî÷íèê [88℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äëÿ jX j = 2. Åñëè jX j = 1,òî îíà ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Åñëè äîïóñêàþòñÿ öèêëû, àjX j ïðîèçâîëüíî, òî çàäà÷à íåðàçðåøèìà [420℄.[ÎÏ 20℄ Ï�Î��ÀÌÌÛ Ñ ÔÎ�ÌÀËÜÍÎ �ÅÊÓ�ÑÈÂÍÛÌÈÏ�ÎÖÅÄÓ�ÀÌÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî A èäåíòè�èêàòîðîâ ïðîöåäóð,àëãîëîïîäîáíàÿ ïðîãðàììà P , ñîäåðæàùàÿ îïèñàíèå ïðîöåäóð èç A, è îá-ðàùåíèå ê íèì (ïîäðîáíîñòè ñì. â ðàáîòå, óêàçàííîé íèæå).ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî íåêîòîðàÿ ïðîöåäóðà èç A �îðìàëüíî ðåêóð-ñèâíà â ïðîãðàììå P (â ñìûñëå ðàáîòû [320℄)?Èñòî÷íèê [533℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Â óêàçàííîé ðàáîòå ïðèâåäåíû áëèçêèå ðåçóëüòàòû î çà-äà÷àõ, â êîòîðûõ ñïðàøèâàåòñÿ: ¾Îáëàäàåò ëè ïðîãðàììà P ñâîéñòâàìè¾�îðìàëüíî ñàìûé ïîñëåäíèé¿, ¾êîððåêòíîñòü �îðìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ¿,¾�îðìàëüíîå ìàêðîñâîéñòâî è äð?¿A12. �ÀÇÍÎÅ[�ÀÇ 1℄ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈÅ ¾ÌÅÆÄÓ¿ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî A è íàáîð óïîðÿäî÷åííûõ òðî-åê (a; b; 
) ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ èç ìíîæåñòâà A.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ f : A!f1; 2; ::: ; jAjg, ÷òî äëÿ êàæäîé òðîéêè (a; b; 
) âûïîëíåíî îäíî èç ñâîéñòâ:ëèáî f(a) < f(b) < f(
), ëèáî f(
) < f(b) < f(a)?Èñòî÷íèê [403℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ �ÀÑÙÅÏËÅÍÈÅ ÌÍÎÆÅ-ÑÒÂÀ.[�ÀÇ 2℄ ÖÈÊËÈ×ÅÑÊÎÅ ÓÏÎ�ßÄÎ×ÅÍÈÅÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî A, íàáîð C óïîðÿäî÷åííûõòðîåê (a; b; 
) ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ èç A.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ f : A!f1; 2; ::: ; jAjg, ÷òî äëÿ êàæäîé òðîéêè (a; b; 
) 2 C âûïîëíåíî îäíî èç ñâîéñòâ:ëèáî f(a) < f(b) < f(
), ëèáî f(b) < f(
) < f(a), ëèáî f(
) < f(a) < f(b)?Èñòî÷íèê [138℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.[�ÀÇ 3℄ ÍÅÂÛÆÈÂÀÅÌÎÑÒÜ ÑÅÒÅÉ ÏÅÒ�È ÑÎ ÑÂÎÁÎ-ÄÎÉ ÂÛÁÎ�À



314 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíà ñåòü Ïåòðè P = (n; M0; T ), ãäå n 2 Z+; M0 åñòü n-ìåðíûé âåêòîð ñ öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè, T � ìíîæåñòâîïåðåõîäîâ âèäà < a; b >, ãäå a è b � ýòî n-ìåðíûå (0 � 1)-âåêòîðû, ïðè÷¼ìïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì ñâîéñòâî ¾ñâîáîäû âûáîðà¿, ñîñòîÿùåå â òîì,÷òî äëÿ êàæäîé ïàðû < a; b >2 T ëèáî ó a èìååòñÿ ðîâíî îäíà îòëè÷íàÿîò íóëÿ êîîðäèíàòà, ëèáî âî âñåõ îñòàëüíûõ ïåðåõîäàõ < 
; d >2 T âåêòîð
 èìååò 0 âî âñåõ òåõ ïîçèöèÿõ, â êîòîðûõ a èìååò 1.ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî P íå ¾âûæèâàåò¿? Èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâó-åò ëè òàêîé ïåðåõîä t 2 T è òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � ïåðåõîäîâ èç T ,÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ïåðåõîäîâ èç T ïîñëåäîâàòåëüíîñòü��t íå ¾óíè÷òîæàþùàÿ¿ â M0? (Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü < a1; b1 >; < a2; b2 >; ::: ; < am; bm > íàçûâàåòñÿ óíè÷òîæàþùåé â M0 òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü M0; M1; ::: ; M2m, â êîòîðîé M2i+1 = M2i � ai èM2i+2 = M2i+1 + bi; 0 6 i < m, íå ñîäåðæèò âåêòîðîâ ñ îòðèöàòåëüíûìèêîîðäèíàòàìè.)Èñòî÷íèê [272℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ. Äîêàçàòåëüñòâî ïðè-íàäëåæíîñòè êëàññó NP íåòðèâèàëüíî è îñíîâàíî íà ðåçóëüòàòàõ [193℄.[�ÀÇ 4℄ÄÎÑÒÈÆÈÌÎÑÒÜÄËß 1-ÊÎÍÑÅ�ÂÀÒÈÂÍÛÕ ÑÅ-ÒÅÉ ÏÅÒ�È (*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû 1-êîíñåðâàòèâíàÿñåòü Ïåòðè P = (n; M0; T ), ò. å.òàêàÿ ñåòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïåðåõîäà < a; b >2 T âåêòîðû a è b èìåþòîäèíàêîâîå ÷èñëî åäèíèö, è n-ìåðíûé âåêòîðM ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîîð-äèíàòàìè.ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî â ñåòè P âåêòîð M äîñòèæèì èç M0? Èíû-ìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü < a1; b1 >; < a2; b2 >; ::: ; < am; bm > ïåðåõîäîâ èç T , ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü M0; M1; ::: ; M2m,ïîëó÷àåìàÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, íå ñîäåðæèò âåêòîðîâ ñ îò-ðèöàòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè è M2m =M?Èñòî÷íèê [272℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÄÎÏÓÑÊÀÅÌÎÑÒÜ ËÈÍÅÉ-ÍÎ Î��ÀÍÈ×ÅÍÍÛÌ ÀÂÒÎÌÀÒÎÌ.Êîììåíòàðèé. Äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà ðàññìîòðåííàÿ ñåòü P ÿâëÿåò-ñÿ ñåòüþ Ïåòðè ñî ñâîáîäîé âûáîðà, çàäà÷à P � SPACE-ïîëíà. Äëÿ ïðî-èçâîëüíûõ ñåòåé Ïåòðè ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è íå óñòàíîâëåíà, íî èçâåñòíî,÷òî äëÿ å¼ ðåøåíèÿ íåîáõîäèìà ïî êðàéíåé ìåðå ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïàìÿòü[353℄. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò èìååò ìåñòî äëÿ çàäà÷è î ¾äîìèíèðîâàíèè¿:¾Ñóùåñòâóåò ëè äîñòèæèìûé èç M0 âåêòîðM 0, ó êîòîðîãî êàæäàÿ êîîðäè-íàòà íå ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùåé êîîðäèíàòû âåêòîðà M? Áëèçêàÿ çàäà÷àî ¾K-îãðàíè÷åííîñòè¿ (çàäàíû ñåòü P è öåëîå ÷èñëî K, âåðíî ëè, ÷òî íåñóùåñòâóåò âåêòîðà, äîñòèæèìîãî èç M0, ó êîòîðîãî âñå êîîðäèíàòû ïðå-âîñõîäÿò K?) P � SPACE-ïîëíà êàê äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñåòåé Ïåòðè, òàê èäëÿ 1-êîíñåðâàòèâíûõ ñåòåé ñî ñâîáîäîé âûáîðà. Äîïîëíèòåëüíûå äåòàëè èáëèçêèå ðåçóëüòàòû ñì. [272, 233℄.[�ÀÇ 5℄ Ï�ÅÄÑÒÀÂÈÌÎÑÒÜ ÊÎÍÅ×ÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ (*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî A, íàáîð F �óíêöèé f : A! Aè âûäåëåííàÿ �óíêöèÿ h : A! A.



A12. �àçíîå 315ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæåò ëè �óíêöèÿ h áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå êîìïîçèöèè�óíêöèé èç ñåìåéñòâà F ?Èñòî÷íèê [303℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÏÅ�ÅÑÅ×ÅÍÈÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÕÀÂÒÎÌÀÒÎÂ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à P � SPACE-ïîëíà.[�ÀÇ 6℄ �ÀÇËÎÆÅÍÈÅ ÏÎÄÑÒÀÍÎÂÊÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ïîäñòàíîâêà � ìíîæåñòâà f1; 2; ::: ; Ng è ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü S1; S2; ::: ; Sm ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà f1; 2; ::: ; Ng.ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè ïðåäñòàâèòü ïîäñòàíîâêó � â âèäå êîìïîçèöèè ïîä-ñòàíîâîê: � = �1; �2; ::: ; �m (ãäå äëÿ êàæäîãî i; 1 6 i 6 m, ïîäñòàíîâêà �iîñòàâëÿåò íåïîäâèæíûìè ýëåìåíòû ìíîæåñòâà f1; 2; ::: ; Ng n Si)?Èñòî÷íèê [153℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÒÏ-3.Êîììåíòàðèé. Ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì N çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïî-ëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.[�ÀÇ 7℄ ÄÅÊÎÄÈ�ÎÂÀÍÈÅ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÊÎÄÎÂÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû (0 � 1)-ìàòðèöà A = (aij) ïîðÿäêà m � n, (0 � 1)-âåêòîð �y = (y1; y2; ::: ; ym) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé (0� 1)-âåêòîð �x = (x1; x2; ::: ; xn), èìå-þùèé íå áîëåå K îòëè÷íûõ îò íóëÿ êîîðäèíàò, ÷òînXi=1 xiaij � yi(mod2) äëÿ âñåõ j; 1 6 j 6 m?Èñòî÷íèê [38℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-Ñ.Êîììåíòàðèé. Åñëè âåêòîð �y íóëåâîé è, ñëåäîâàòåëüíî, èùåòñÿ ¾êîäè-ðóþùåå ñëîâî¿, ó êîòîðîãî âåñ ïî Õåììèíãó íå ïðåâîñõîäèò K, òî çàäà÷àîòêðûòà. Âàðèàíò çàäà÷è, â êîòîðîì èùåòñÿ âåêòîð �x, ñîäåðæàùèé ðîâíîK åäèíèö, ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíûì äàæå òîãäà, êîãäà �y �èêñèðîâàí è ðàâåí 0.[�ÀÇ 8℄ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒ ÈÇÁÈ�ÀÒÅËß ÏÎ ØÅÏËÈ-ØÓ-ÁÈÊÓÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî èçáèðàòåëåé V = fv1; v2,::: ; vng, ÷èñëî ãîëîñîâ wi 2 Z+ äëÿ êàæäîãî èçáèðàòåëÿ vi 2 V è êâîòàq 2 Z+.ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî èçáèðàòåëü v1 èìååò êîý��èöèåíò ïî Øåïëè�Øóáèêó, íå ðàâíûé 0? (Êîý��èöèåíòîì p(v) èçáèðàòåëÿ v 2 V íàçûâàåò-ñÿ âåëè÷èíà (1=n!), óìíîæåííàÿ íà ÷èñëî òàêèõ ïîäñòàíîâîê n ìíîæåñòâàf1; 2; ::: ; n), ÷òî j�1Xi=1 w�(i) < q; jXi=1 w�(i) > q è v = v�(j):)Èñòî÷íèê [152℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ �ÀÇÁÈÅÍÈÅ. Îïðåäåëåíèå êî-ý��èöèåíòà èçáèðàòåëÿ âçÿòî èç ðàáîòû Øåïëè è Øóáèêà [485℄.



316 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ êîý��èöèåíòà çàäàííîãî èçáèðàòåëÿïî [485℄ ÿâëÿåòñÿ KP -ïîëíîé, îäíàêî ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììè-ðîâàíèÿ îíà ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.[�ÀÇ 9℄ ÑÊÎÏËÅÍÈßÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî X , ðàññòîÿíèÿ d(x; y) 2 Z+0äëÿ êàæäîé ïàðû x; y ýëåìåíòîâ èç X è äâà ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñëàK è B.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà X íà íå ïåðåñå-êàþùèåñÿ ìíîæåñòâà X1; X2; ::: ; Xk, ÷òî äëÿ âñåõ x; y 2 Xid(x; y) 6 B ïðè1 6 i 6 k?Èñòî÷íèê [57℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ �ÀÑÊ�ÀØÈÂÀÅÌÎÑÒÜ ��À-ÔÀ Â 3 ÖÂÅÒÀ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à NP -ïîëíà, äàæå åñëè K = 3, à âñå ðàññòîÿíèÿëåæàò â èíòåðâàëå [0,1℄. Ïðè K = 2 îíà ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðå-ìÿ. Âàðèàíòû ýòîé çàäà÷è, â êîòîðûõ èùóòñÿ òàêèå ðàçáèåíèÿ, ÷òî ñóì-ìà ïî âñåì Xi âåëè÷èí maxfd(x; y) : x; y 2 Xig íå ïðåâîñõîäèò B èëèPx;y2X d(x; y) 6 B äëÿ âñåõ Xi, òàêæå ÿâëÿþòñÿ NP -ïîëíûìè (ïðè÷¼ì ïî-ñëåäíÿÿ çàäà÷à NP -ïîëíà äàæå ïðè K = 2).[�ÀÇ 10℄ ÒÅÑÒ ÑËÓ×ÀÉÍÎÑÒÈ ÄËß ÏÀ� (*)ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (x1; y1); (x2; y2); ::: ; (xn; yn) óïî-ðÿäî÷åííûõ ïàð öåëûõ ÷èñåë, íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóþò ëè íå ìåíåå K ïîäìíîæåñòâ S � f1; 2; ::: ; n), äëÿêàæäîãî èç êîòîðûõ Xi2S jxi � yij 6 Xxi>yi(xi � yi)?Èñòî÷íèê [483℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ �ÀÇÁÈÅÍÈÅ.Êîììåíòàðèé. Ïðèíàäëåæíîñòü êëàññó NP íå óñòàíîâëåíà. Ñîîòâåò-ñòâóþùàÿ çàäà÷à ïåðå÷èñëåíèÿ KP -ïîëíà, íî ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðî-ãðàììèðîâàíèÿ ðåøàåòñÿ çà ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.[�ÀÇ 11℄ �ÀÍÆÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÏÎ ÌÀÊÑÈÌÓÌÓ Ï�ÀÂÄÎÏÎ-ÄÎÁÈßÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìàòðèöà A = (aij) ðàçìåðîì n � n ñ öåëûìè ýëå-ìåíòàìè, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ aij + aji = 0 äëÿ âñåõ i; j 2f1; 2; ::: ; ng, è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî C.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ìàòðèöà B = (bij), ïîëó÷àåìàÿ èç A îäíîâðå-ìåííîé ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê è ñòîëáöîâ, òàêàÿ, ÷òîX16i<j6nminfbij ; 0g > �C?Èñòî÷íèê [442℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ ÄÓ�, �ÀÇ�ÅÇÀ-ÞÙÈÕ ÊÎÍÒÓ�Û.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à NP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå.



A12. �àçíîå 317[�ÀÇ 12℄ ÄÎÌÈÍÈ�ÓÞÙÅÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ ÌÀÒ�ÈÖÛÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû (0�1)-ìàòðèöàM ðàçìåðîì n�n è ïîëîæèòåëüíîåöåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè â M äîìèíèðóþùåå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå íåáîëåå ÷åì èç K íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ? Èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò ëè òàêîåïîäìíîæåñòâî C � f1; 2; ::: ; ng � f1; 2; ::: ; ng ìîùíîñòè íå áîëåå K, ÷òîMij = 1 äëÿ âñåõ (i; j) 2 C è åñëèMij = 1, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò (i0; j0) 2 C,äëÿ êîòîðîãî èëè i = i0, èëè j = j0?Èñòî÷íèê [540℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÅ ÏÎ ÌÎÙ-ÍÎÑÒÈ ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎÅ ÏÀ�ÎÑÎ×ÅÒÀÍÈÅ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäàM� âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà.[�ÀÇ 13℄ ÏÎÊ�ÛÒÈÅ ÌÀÒ�ÈÖÛÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìàòðèöà A = (aij) ðàçìåðîì n� n ñ íåîòðèöàòåëü-íûìè öåëûìè ýëåìåíòàìè è öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå îòîáðàæåíèå f : f1; 2; ::: ; ng ! f�1;+1g,÷òî X16i;j6n aijf(i)f(j) > K?Èñòî÷íèê [152℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÛÉ �ÀÇ�ÅÇ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à NP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå è îñòà¼òñÿ òàêîâîéäàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè òðåáîâàòü ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåë¼ííîñòè ìàòðèöûA. [�ÀÇ 14℄ Ï�ÎÑÒÎ ÎÒÊËÎÍßÅÌÛÅ ÄÈÇÚÞÍÊÖÈÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàí íàáîðM m-ìåðíûõ âåêòîðîâ (Mi[1℄; Mi[2℄; ::: ; Mi[m℄),1 6 i 6 n, êîîðäèíàòû êîòîðûõ ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 0, 1 èëè x.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà f1; 2; ::: ; mg íàíåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà I; J è òàêîå îòîáðàæåíèå f : f1; 2; ::: ; mg !f0; 1g, ÷òî åñëè Ô îáîçíà÷àåò �îðìóëó _j 2 I(M [j℄ = f(j)), a 	 � �îðìóëó_j2J (M [j℄ = f(j)), òî Ô è 	 ïðîñòî îòêëîíÿåìû â M? (Äèçúþíêöèè Ô è	 íàçûâàþòñÿ ïðîñòî îòêëîíÿåìûìè â M , åñëè ïðîèçâåäåíèå ÷èñëà òàêèõMi 2 M , ÷òî Ô è 	 èñòèííû äëÿ Mi, ñ ÷èñëîì òàêèõ Mi 2 M , ÷òî Ô è 	ëîæíû äëÿ Mi, áîëüøå ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñëà òàêèõ Mi 2M , ÷òî Ô èñòèííà,à 	 ëîæíà äëÿ Mi, ñ ÷èñëîì òàêèõ Mi 2M , ÷òî Ô ëîæíà, à 	 èñòèííà äëÿMi.) Îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ ¾ïðîñòîé îòêëîíÿåìîñòè¿ âçÿòî èç ðàáîòû [205℄.Èñòî÷íèê [438℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÛÉ �ÀÇ�ÅÇ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äàæå òîãäà, êîãäà f(j) = 1ïðè 1 6 i 6 m. Åñëè âñå Mi[j℄ ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 0 èëè 1, òî çàäà÷àðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Äðóãèå áëèçêèå ðåçóëüòàòû ìîæíîíàéòè âî âòîðîé èç óêàçàííûõ âûøå ðàáîò.[�ÀÇ 15℄ ÄÅ�ÅÂÎ �ÅØÅÍÈÉÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî îáúåêòîâX , íàáîð T = fT1; T2,::: ; Tmg áèíàðíûõ òåñòîâ Ti : X ! f0; 1g, ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.



318 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè äëÿ X äåðåâî ðåøåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì òå-ñòîâ Ti, îáëàäàþùåå âíåøíèì ïóòåì äëèíû, íå ïðåâîñõîäÿùåé K? (Äåðå-âîì ðåøåíèé íàçûâàåòñÿ áèíàðíîå äåðåâî, â êîòîðîì êàæäàÿ ¾íåâèñÿ÷àÿâåðøèíà¿ (íå ëèñò) ïîìå÷åíà êàêèì-ëèáî òåñòîì èç T , à êàæäàÿ ¾âèñÿ÷àÿâåðøèíà¿ ïîìå÷åíà êàêèì-ëèáî îáúåêòîì èç X . Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿòàêæå, ÷òî ðåáðî, âåäóùåå îò ¾íåâèñÿ÷åé âåðøèíû¿ ê å¼ ëåâîìó ïîòîìêó,ïîìå÷åíî 0, à ê ïðàâîìó � 1, à òàêæå åñëè Ti1 ; Oi1 ; Ti2 ; Oi2 ; ::: ; Tik ; Oik �ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåòîê âåðøèí è ð¼áåð íà íåêîòîðîì ïóòè, âåäóùåì èçêîðíÿ ê íåêîòîðîé ¾âèñÿ÷åé âåðøèíå¿, ïîìå÷åííîé îáúåêòîì x 2 X , òî x �åäèíñòâåííûé îáúåêò, äëÿ êîòîðîãî ïðè âñåõ j; 1 6 j 6 k, âûïîëíåíî ñîîòíî-øåíèå Tij (x) = Oij . Îáùåé äëèíîé âíåøíåãî ïóòè òàêîãî äåðåâà íàçûâàåòñÿñóììà ïî âñåì ëèñòüÿì ÷èñëà ð¼áåð â ïóòè îò êîðíÿ äî ýòîãî ëèñòà.)Èñòî÷íèê [243℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÒÏ-3.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿNP -ïîëíîé äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿêàæäîãî òåñòà Ti 2 T ñóùåñòâóåò íå áîëåå òð¼õ îáúåêòîâ x 2 X , òàêèõ, ÷òîTi(x) = 1.[�ÀÇ 16℄ ËÎ�È×ÅÑÊÈÉ ÏÎÄ��ÀÔÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàí îðèåíòèðîâàííûé àöèêëè÷åñêèé ãðà� G = (V; A),èìåþùèé ðîâíî îäíó âåðøèíó s 2 V 
o ñòåïåíüþ çàõîäà, ðàâíîé íóëþ;äëÿ êàæäîé âåðøèíû v 2 V , ñòåïåíü âûõîäà êîòîðîé áîëüøå íóëÿ, çàäàíîçíà÷åíèå f(v) 2 fè, èëèg, çàäàíû òàêæå âåñ w(a) 2 Z+ êàæäîé äóãè è öåëîåïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè â ãðà�å G òàêîé ïîäãðà�G0 = (V 0; A0), ÷òî (1)s 2 V 0; (2) åñëè v 2 V 0 è f(w) = è, òî âñå äóãè (èç ìíîæåñòâà A), èñõîäÿùèåèç v, ñîäåðæàòñÿ â A0; (3) åñëè v 2 V 0 è f(v) = èëè, òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíàèç äóã (ìíîæåñòâà A), èñõîäÿùèõ èç v, ïðèíàäëåæèò A0; (4) ñóììà âåñîâäóã èç ìíîæåñòâà A0 íå ïðåâîñõîäèò K?Èñòî÷íèê [463℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÒÏ-3.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé è òîãäà, êîãäà w(a) = 1 äëÿâñåõ a 2 A [152℄. Äëÿ êîðíåâûõ äåðåâüåâ çàäà÷à ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëü-íîå âðåìÿ ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.[�ÀÇ 17℄ÂÛßÂËÅÍÈÅ ÍÅÈÑÏ�ÀÂÍÎÑÒÈ Â ËÎ�È×ÅÑÊÎÉÑÅÒÈÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû îðèåíòèðîâàííûé àöèêëè÷åñêèé ãðà� G = (V; A) ñåäèíñòâåííîé âåðøèíîé v� 2 V , èìåþùåé ñòåïåíü âûõîäà 0; îòîáðàæåíèåf : (V n fv�g)! fI , è, èëè, íåg, òàêîå, ÷òî èç f(v) = I ñëåäóåò, ÷òî ñòåïåíüçàõîäà âåðøèíû v ðàâíà 0, èç f(v) =íå ñëåäóåò, ÷òî ñòåïåíü çàõîäà âåðøèíûv ðàâíà 1, èç f(v) =è (èëè f(v) =èëè) ñëåäóåò, ÷òî ñòåïåíü çàõîäà âåðøèíûv ðàâíà 2; çàäàíî òàêæå ïîäìíîæåñòâî V 0 � V .ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè ëþáóþ îäèíî÷íóþ íåèñïðàâíîñòü ñðåäè âåðøèí èçìíîæåñòâà V âûÿâèòü ïóòåì ýêñïåðèìåíòîâ ñî âõîäàìè è âûõîäàìè? Èíû-ìè ñëîâàìè, ðàññìîòðèì G êàê ëîãè÷åñêóþ ñåòü ñî âõîäíûìè âåðøèíàìèI , âûõîäîì v� è ëîãè÷åñêèìè ýëåìåíòàìè äëÿ ðåàëèçàöèè �óíêöèé è, èëè,íå, ïîìåù¼ííûìè â ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû. Ìîæíî ëè äëÿ êàæäîé âåð-øèíû v 2 V 0 è êàæäîãî x 2 fT; Fg ñîïîñòàâèòü êàæäîé âåðøèíå èç I òàêîå



A12. �àçíîå 319çíà÷åíèå èç ìíîæåñòâà fT; Eg, ÷òî âûõîä ñåòè íà ýòîì âõîäå îòëè÷àåòñÿ îòâûõîäà òîé æå ñåòè, â êîòîðîé ëîãè÷åñêèé ýëåìåíò â âåðøèíå v ¾çàñòîïî-ðèëñÿ¿ â ñîñòîÿíèè x?Èñòî÷íèê [250℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ 3-ÂÛÏ.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äàæå òîãäà, êîãäà V 0 = Vèëè åñëè V 0 ñîäåðæèò ðîâíî îäíó âåðøèíó, äëÿ êîòîðîé f(v) = I .[�ÀÇ 18℄ ÂÛßÂËÅÍÈÅ ÍÅÈÑÏ�ÀÂÍÎÑÒÈ Â Î�ÈÅÍÒÈ�Î-ÂÀÍÍÎÌ ��ÀÔÅÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû îðèåíòèðîâàííûé àöèêëè÷åñêèé ãðà� G = (V; A)(ãäå âûäåëåíû ìíîæåñòâî âåðøèí I � V ñî ñòåïåíüþ çàõîäà 0 è O � V �ìíîæåñòâî âåðøèí ñî ñòåïåíüþ âûõîäà 0), à òàêæå ïîëîæèòåëüíîå öåëîå÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ¾ìíîæåñòâî òåñòîâ¿ ìîùíîñòè, íå ïðåâîñõî-äÿùåé K, ïîçâîëÿþùåå îïðåäåëèòü ëþáóþ ¾îäèíî÷íóþ íåèñïðàâíîñòü¿ âG? Èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ïîäìíîæåñòâî T � T � O, ÷òîjT j 6 K è äëÿ êàæäîé âåðøèíû v 2 V ñóùåñòâóåò ïàðà fu1; u2) 2 T , äëÿêîòîðîé âåðøèíà v íàõîäèòñÿ íà îäíîì èç îðèåíòèðîâàííûõ ïóòåé èç u1 âu2?Èñòî÷íèê [247℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÒÏ-3.Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé, äàæå åñëè jOj = 1. Âàðèàíòýòîé çàäà÷è, â êîòîðîì èùåòñÿ ìíîæåñòâî T , ïîçâîëÿþùåå ¾ëîêàëèçîâàòü¿îäèíî÷íóþ íåèñïðàâíîñòü (ò. å. òàêîå ìíîæåñòâî òåñòîâ T , ÷òî äëÿ êàæäîéïàðû âåðøèí v; v0 2 V ñóùåñòâóåò òåñò (u1; u2) 2 T , ïðè êîòîðîì v íàõî-äèòñÿ íà îäíîì èç îðèåíòèðîâàííûõ ïóòåé èç u1 â u2, a v0 íå íàõîäèòñÿ),òàêæå ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíûì äëÿ jOj = 1. Åñëè K > jI j � jOj, òî îáå çàäà÷èðåøàþòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.[�ÀÇ 19℄ ÂÛßÂËÅÍÈÅ ÍÅÈÑÏ�ÀÂÍÎÑÒÈ Ñ ÏÎÌÎÙÜÞÒÅÑÒÎÂÛÕ ÒÎ×ÅÊÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû îðèåíòèðîâàííûé àöèêëè÷åñêèé ãðà� G = (V; A)(èìåþùèé ðîâíî îäíó âåðøèíó s 2 V ñî ñòåïåíüþ çàõîäà, ðàâíîé 0, è ðîâíîîäíó âåðøèíó t 2 V ñî ñòåïåíüþ âûõîäà, ðàâíîé 0), à òàêæå ïîëîæèòåëüíîåöåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè ëþáóþ ¾îäèíî÷íóþ íåèñïðàâíîñòü¿ â G ëîêàëè-çîâàòü ñ ïîìîùüþ ¾ïîäñîåäèíåíèÿ¿ ê äóãàì èç A íå áîëåå K ¾òåñòîâûõòî÷åê¿ (ò. å. ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ïîäìíîæåñòâî A0 � A, ÷òî jA0j 6 K èìíîæåñòâî òåñòîâT = (fsg
upfu1 : (u1; u2) 2 A0g)� (ftg [ fu1; u2) 2 A0g)îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ êàæäîé ïàðû âåðøèí v; v0 2 V n fs; tgñóùåñòâóåò òàêîé òåñò (u1; u2) 2 T , ÷òî v íàõîäèòñÿ íà îäíîì èç îðèåíòè-ðîâàííûõ ïóòåé, âåäóùèõ îò u1 ê u2, a v0 íå íàõîäèòñÿ)?Èñòî÷íèê [247℄. Ê ýòîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ ÒÏ-3.Êîììåíòàðèé. Âàðèàíòû ýòîé çàäà÷è, â êîòîðûõ òðåáóåòñÿ ëîêàëèçî-âàòü âñå îäèíî÷íûå íåèñïðàâíîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì íå áîëåå K ¾òåñòîâûõ



320 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷ñîåäèíåíèé¿ èëè ¾áëîêèðóþùèõ ýëåìåíòîâ¿, òàêæå ÿâëÿþòñÿ NP -ïîëíûìè.Òî æå ñàìîå âåðíî äëÿ çàäà÷è îòûñêàíèÿ ïðè íàëè÷èè ¾òåñòîâûõ òî÷åê¿,¾òåñòîâûõ ñîåäèíåíèé¿ èëè ¾áëîêèðóþùèõ ýëåìåíòîâ¿ òàêîãî ìíîæåñòâàòåñòîâ T , ÷òî jT j 6 K. (Äàëüíåéøèå óòî÷íåíèÿ ñì. â óêàçàííîé âûøå ðàáî-òå.)A13. ÎÒÊ�ÛÒÛÅ ÇÀÄÀ×È[03 11℄ ÈÇÎÌÎ�ÔÈÇÌ ��ÀÔÎÂÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû äâà ãðà�à G1 = (V1; E1) è G2 = (V2; E2).ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî ãðà�û G1 è G2 èçîìîð�íû? Èíà÷å ãîâîðÿ, ñó-ùåñòâóåò ëè òàêàÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ f : V1 ! V2, ÷òî fu; vg 2E1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ff(u); f(v)g 2 E2?Êîììåíòàðèé11.Çàäà÷à îñòà¼òñÿ îòêðûòîé è â òîì ñëó÷àå, åñëè G1 è G2 ïðèíàäëåæàò êñëåäóþùèì òèïàì ãðà�îâ: ðåãóëÿðíûå, äâóäîëüíûå, ãðà�û ëèíèé, ãðà�ûñðàâíèìîñòåé, ãðà�û õîðä, ãðà�û íåîðèåíòèðîâàííûõ ïóòåé (ò. å. ãðà�ûïåðåñå÷åíèé äëÿ ìíîæåñòâà ïóòåé â íåîðèåíòèðîâàííîì äåðåâå), ñì. [209,23, 52, 386℄. Çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äëÿ ïëàíàðíûõãðà�îâ (ñì., íàïðèìåð, [216℄) è äëÿ ãðà�îâ èíòåðâàëîâ.Äëÿ ¾òðàíçèòèâíûõ ïî äóãàì¿ êóáè÷åñêèõ ãðà�îâ çàäà÷à ëåæèò â êëàñ-ñå NP \ 
o � NP [386℄. Çàäà÷å ÈÇÎÌÎ�ÔÈÇÌ ��ÀÔÎÂ ïîëèíîìèàëü-íî ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèå çàäà÷è: èçîìîð�èçì îðèåíòèðîâàííûõ ãðà-�îâ, èçîìîð�èçì áåñêîíòåêñòíûõ ãðàììàòèê [235℄, èçîìîð�èçì êîíå÷íî-îïðåäåë¼ííûõ àëãåáð [300℄, èçîìîð�èçì ïîëóãðóïï [52℄, èçîìîð�èçì êîíú-þíêòèâíûõ çàïðîñîâ [67℄, èçîìîð�èçì ãðà�à ñâîåìó äîïîëíåíèþ [86℄, èçî-ìîð�èçì è çàäà÷à î âû÷èñëåíèè ÷èñëà ðàçëè÷íûõ èçîìîð�èçìîâ ìåæäóG1 è G2 [24,375℄. ×àñòíûé âàðèàíò çàäà÷è ÊËÈÊÀ, ïîëèíîìèàëüíî ýêâè-âàëåíòíûé çàäà÷å ÈÇÎÌÎ�ÔÈÇÌ ��ÀÔÎÂ, óêàçàí â ðàáîòå [304℄. Çàäà÷èîá èçîìîð�èçìå ãðóïï è ëàòèíñêèõ êâàäðàòîâ ìîãóò áûòü ðåøåíû çà âðåìÿO(nlog n) [387℄ è, âèäèìî, ïðîùå çàäà÷è ÈÇÎÌÎ�ÔÈÇÌ ��ÀÔÎÂ.[03 2℄ ÏÎÄ��ÀÔ, �ÎÌÅÎÌÎ�ÔÍÛÉ ÔÈÊÑÈ�ÎÂÀÍÍÎÌÓ��ÀÔÓ HÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàí ãðà� G = (V; E) .ÂÎÏ�ÎÑ. Ñîäåðæèò ëè G ïîäãðà�, ãîìåîìîð�íûé ãðà�ó H (ò. å. òà-êîé ïîäãðà� G0 = (V 0; E0), êîòîðûé ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàí â ãðà�, èçî-ìîð�íûé ãðà�ó H ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ çàìåí âåðøèí ñòåïåíè 2 íà ðåáðî,ñîåäèíÿþùåå å¼ ñîñåäåé)?Êîììåíòàðèé12. Åñëè âêëþ÷èòü H â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé ïåðå-ìåííîé â óñëîâèå çàäà÷è, òî çàäà÷à ñòàíåò NP -ïîëíîé, ïîñêîëüêó â êà÷åñòâå11�ÿä ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ çàäà÷è ÈÇÎÌÎ�ÔÈÇÌ ��ÀÔÎÂ, ðàçðåøèìûõ çà ïîëèíîìè-àëüíîå âðåìÿ, ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [7*, 10*, 1*, 4*, 9*℄. � Äîïîëíåíèå àâòîðîâ12Äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ ãðà�îâ àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à ðåøåíà â ðàáîòå [2*℄. Áûëà ïîëó-÷åíà ïîëíàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ãðà�îâ H, äëÿ êîòîðûõ ýòà çàäà÷à NP -ïîëíà èëè ðàçðåøèìàçà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. � Äîïîëíåíèå àâòîðîâ.



A13. Îòêðûòûå çàäà÷è 321÷àñòíîãî ñëó÷àÿ îíà áóäåò ñîäåðæàòü çàäà÷ó �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÖÈÊË. Äëÿíåêîòîðûõ �èêñèðîâàííûõ ãðà�îâH (íàïðèìåð, åñëè H � òðåóãîëüíèê) çà-äà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Ñóùåñòâóåò ëè íåêîòîðûé �èê-ñèðîâàííûé ãðà� H , äëÿ êîòîðîãî çàäà÷à NP -ïîëíà? Åñëè òàêîãî ãðà�àíå ñóùåñòâóåò, òî ìîæíî ëè óêàçàòü êîíêðåòíûé ãðà� H = (U; F ), äëÿêîòîðîãî NP -ïîëíà ñëåäóþùàÿ, áëèçêàÿ ïî ñìûñëó çàäà÷à: ¾Çàäàíû ãðà�G = (V; E) è âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f : U ! V . Ñóùåñòâóåò ëèïîäãðà� G0 = (V 0; E0), êîòîðûé óêàçàííûì âûøå ñïîñîáîì ìîæíî ïðåîáðà-çîâàòü â ãðà�, èçîìîð�íûé H , ïðè÷¼ì òàê, ÷òîáû îòîáðàæåíèå f îñóùå-ñòâëÿëî èñêîìûé èçîìîð�èçì?¿ Èçâåñòíî, ÷òî ýòà ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à òàêæåÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé, åñëè ãðà� H íå �èêñèðîâàòü, à âêëþ÷èòü â óñëîâèåçàäà÷è (ïîñêîëüêó ýòà çàäà÷à ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ çàäà-÷ó ÍÅÏÅ�ÅÑÅÊÀÞÙÈÅÑß ÑÎÅÄÈÍßÞÙÈÅ ÏÓÒÈ). Äëÿ íåêîòîðûõêîíêðåòíûõ ãðà�îâ H , íàïðèìåð ¾òðåóãîëüíèê¿ è ¾äâà ðàçëè÷íûõ ðåáðà¿,íàéäåíî íåñêîëüêî ñëîæíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ [321, 487℄. Íå èç-âåñòíî, ñóùåñòâóåò ëè êîíêðåòíîå öåëîå ÷èñëî K, òàêîå, ÷òî äëÿ ãðà�à H ,ñîñòîÿùåãî èç K íåïåðåñåêàþùèõñÿ ð¼áåð, çàäà÷à NP -ïîëíà.[03 3℄ �ÎÄ ��ÀÔÀÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E), ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè ãðà� G òàê âëîæèòü â ïîâåðõíîñòü ðîäà K, ÷òîíèêàêèå äâà ðåáðà íå ïåðåñåêóòñÿ?Êîììåíòàðèé. Ïðè K = 0 (â ýòîì ñëó÷àå âîïðîñ çàêëþ÷àåòñÿ â ïëà-íàðíîñòè ãðà�à C?) çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (ñì., íà-ïðèìåð, [213℄). Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ êóáè÷åñêèõ ãðà�îâ è K = 1àíîíñèðîâàí â ðàáîòå [123℄, à â ðàáîòå [443℄ ïðåäëîæåí ïîëèíîìèàëüíûéàëãîðèòì äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ãðà�îâ è ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ K.Êðîìå òîãî, äëÿ íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ êëàññîâ ãðà�îâ, â òîì ÷èñëå äëÿêëèê, êóáîâ è ïîëíûõ äâóäîëüíûõ ãðà�îâ, ïîëó÷åíû ïðîñòûå çàìêíóòûå�îðìóëû äëÿ ðîäà (ñì., íàïðèìåð, [196℄). Õîòÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ G è Kðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé, òåñíî ñâÿ-çàííàÿ ñ íåé çàäà÷à Ï�ÎÄÎËÆÅÍÈÅ ÂËÎÆÅÍÈß (â êîòîðîé ïî çàäàí-íûì G, K è âëîæåíèþ ïîäãðà�à ãðà�à G â ïîâåðõíîñòè ðîäà K òðåáóåòñÿâûÿñíèòü, ìîæíî ëè ïðîäîëæèòü çàäàííîå âëîæåíèå íà âåñü ãðà�)�NP -ïîëíà [443℄. Ê ÷èñëó îòêðûòûõ çàäà÷, îáîáùàþùèõ çàäà÷ó î ïëàíàðíîñòèãðà�à, îòíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è: ¾Âåðíî ëè, ÷òî ãðà� G èìååò íå áîëååK ïåðåñå÷åíèé, ò. å. ìîæíî ëè G òàê âëîæèòü â ïëîñêîñòü, ÷òî áóäóò ïåðå-ñåêàòüñÿ íå áîëåå K ïàð ð¼áåð?¿, ¾Âåðíð ëè, ÷òî òîëùèíà ãðà�à G íå ïðå-âîñõîäèò K, ò. å. ìîæíî ëè ìíîæåñòâî E òàê ðàçáèòü íà íåïåðåñåêàþùèåñÿìíîæåñòâà E1; E2; ::: ; Ek; k 6 K, ÷òîáû êàæäûé èç ïîäãðà�îâ G = (V; Ei)áûë ïëàíàðåí?¿ Ê ÷èñëó áëèçêèõ NP -ïîëíûõ çàäà÷ îòíîñÿòñÿ çàäà÷è ÏËÀ-ÍÀ�ÍÛÉÏÎÄ��ÀÔ è ÈÍÄÓÖÈ�ÎÂÀÍÍÛÉÏËÀÍÀ�ÍÛÉÏÎÄ��ÀÔ(ñì. çàäà÷ó ÈÍÄÓÖÈ�ÎÂÀÍÍÛÉ ÏÎÄ��ÀÔ ÑÎ ÑÂÎÉÑÒÂÎÌ Ï).[03 4℄ÏÎÏÎËÍÅÍÈÅÄÎ Ò�ÈÀÍ�ÓËÈ�ÎÂÀÍÍÎ�Î ��ÀÔÀÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ìíîæåñòâî E0 íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð âåðøèí



322 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷èç V , ñîäåðæàùåå ìíîæåñòâî E è óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ jE �E0j 6 K,òàêîå, ÷òî ãðà� G0 = (V; E0) � òðèàíãóëèðîâàííûé, ò. å. òàêîé, ÷òî äëÿëþáîãî ïðîñòîãî öèêëà, ñîäåðæàùåãî áîëåå òð¼õ âåðøèí, ñóùåñòâóåò ðåáðî,íå ïðèíàäëåæàùåå öèêëó, íî ñîåäèíÿþùåå íåêîòîðûå äâå åãî âåðøèíû?Êîììåíòàðèé. Ýòà çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà íåîðèåíòèðîâàííîìó âàðèàí-òó çàäà÷è [Ò� 46℄ è ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìèçàöèè ¾çàïîëíåííîñòè¿ ìàòðèöûïðè ïðèìåíåíèè èñêëþ÷åíèÿ ïî �àóññó ê ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöå (ñì., íà-ïðèìåð, [455℄). Äðóãàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ òðàíçèòèâíûõ ãðà�îâ äàíà â ðàáîòå[166℄.[03 5℄ Õ�ÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÈÍÄÅÊÑ13ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî K.ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òî õðîìàòè÷åñêèé èíäåêñ ãðà�à G íå ïðåâîñõîäèòK? Èíà÷å ãîâîðÿ, ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà E íà íåïåðåñå-êàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà E1; E2; ::: ; Ek, ãäå k 6 K, ÷òî äëÿ âñåõ i; 1 6 i 6 k,íèêàêèå äâà ðåáðà èç Ei íå èìåþò â G îáùåãî êîíöà?Êîììåíòàðèé. Â ñèëó òåîðåìû Âèçèíãà [35℄, õðîìàòè÷åñêèé èíäåêñ ãðà-�à G ðàâåí ëèáî h, ëèáî h+ 1, ãäå h � ìàêñèìóì ñòåïåíåé âåðøèí â ãðà�åG. Ïîýòîìó çàäà÷à ìîæåò áûòü ïåðå�îðìóëèðîâàíà òàê: ¾Çàäàí ãðà� G.Âåðíî ëè, ÷òî õðîìàòè÷åñêèé èíäåêñ ãðà�à G ðàâåí ìàêñèìóìó ñòåïåíåéâåðøèí?¿ Äëÿ äâóäîëüíûõ ãðà�îâ îòâåò âñåãäà ïîëîæèòåëåí [35℄, ïðè÷¼ìñóùåñòâóþò ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû äëÿ òîãî, ÷òîáû â ýòîì ñëó÷àå ïî-ñòðîèòü èñêîìîå ðàçáèåíèå (ñì., íàïðèìåð, [133℄). ×àñòíûé êëàññ ãðà�îâ,äëÿ êîòîðîãî çàäà÷à îòêðûòà, � êóáè÷åñêèå ãðà�û (ò. å. ðåãóëÿðíûå ãðà�ûñòåïåíè 3). Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå çàäà÷ó ìîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì: ¾Çàäàí ãðà� G. Ìîæíî ëè âåðøèíû ãðà�à G ïîêðûòü ïðî-ñòûìè íåïåðåñåêàþùèìèñÿ öèêëàìè, èìåþùèìè ÷¼òíîå ÷èñëî âåðøèí?¿ Ïî-ñëåäíÿÿ çàäà÷à � îäíà èç ìíîãèõ îòêðûòûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ïàðèòåòîì.Äðóãàÿ çàäà÷à ýòîãî òèïà �îðìóëèðóåòñÿ òàê: ¾Çàäàíà ñèñòåìà C ïîäìíî-æåñòâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X . Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ íåïóñòàÿ ïîäñèñòåìàC 0 2 C, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò x 2 X ïðèíàäëåæèò ÷¼òíîìó ÷èñëó (ìîæåòáûòü è íå îäíîìó) ïîäìíîæåñòâ èç C 0?¿ Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà îò-êðûòîé çàäà÷å, óïîìÿíóòîé â êîììåíòàðèè ê çàäà÷å ÄÅÊÎÄÈ�ÎÂÀÍÈÅËÈÍÅÉÍÛÕ ÊÎÄÎÂ.[03 6℄ ÎÑÒÎÂÍÎÅ ÄÅ�ÅÂÎ Ñ ÏÀ�ÈÒÅÒÎÌ14ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ãðà� G = (V; E) è ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà E íà íåïå-ðåñåêàþùèåñÿ äâóõýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà E1; E2; ::: ; Em.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè â G òàêîå îñòîâíîå äåðåâî T = (V; E0), ÷òîäëÿ âñåõ i; 1 6 i 6 m, âûïîëíåíî óñëîâèå: èëè Ei � E0 èëè Ei \ E0 = ??13Â ðàáîòå [5*℄ ê ýòîé çàäà÷å áûëà ñâåäåíà çàäà÷à 3-ÂÛÏ, ÷òî äîêàçûâàåò NP -ïîëíîòóçàäà÷è Õ�ÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÈÍÄÅÊÑ. Ýòà çàäà÷à îñòà¼òñÿ NP -ïîëíîé äàæå äëÿ êóáè-÷åñêèõ ãðà�îâ. � äîïîëíåíèå àâòîðîâ.14Â ðàáîòå [8*℄ áûëî äîêàçàíî, ÷òî ýòà çàäà÷à, êàê è îáùàÿ çàäà÷à î ïàðèòåòå äëÿ¾ïðåäñòàâèìûõ¿ ìàòðîèäîâ, ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. � Äîïîëíåíèå àâòî-ðîâ.



A13. Îòêðûòûå çàäà÷è 323Êîììåíòàðèé. Ýòà çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òèïè÷íûé ÷àñòíûé ñëó-÷àé çàäà÷è ¾ìàòðîèä ñ ïàðèòåòîì¿ (ñì., íàïðèìåð, [324℄). Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷àñàìà åñòü îáîáùåíèå çàäà÷ î ïàðîñî÷åòàíèè â ãðà�å è î ïåðåñå÷åíèè äâóõìàòðîèäîâ, êîòîðûå ðàçðåøèìû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (â ñëó÷àå ìàòðî-èäà íåîáõîäèìî ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèò-ìà, ðàñïîçíàþùåãî â ìàòðîèäå íåçàâèñèìûå ìíîæåñòâà). Áëèçêàÿ çàäà÷à îá¾îñòîâíîì äåðåâå ñî ìíîãèìè âûáîðàìè¿, â êîòîðîé èùåòñÿ òàêîå îñòîâíîåäåðåâî T = (V; E0), ÷òî â E0 ñîäåðæèòñÿ, ñàìîå áîëüøåå, îäèí ýëåìåíò èçêàæäîãî ìíîæåñòâà Ei, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è î ïåðå-ñå÷åíèè äâóõ ìàòðîèäîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíî-ìèàëüíîå âðåìÿ (ñì. çàäà÷ó ÂÅÒÂËÅÍÈÅ Ñ ÌÍÎ�ÈÌÈ ÂÛÁÎ�ÀÌÈ).[03 7℄ �ÀÇÌÅ�ÍÎÑÒÜ ×ÀÑÒÈ×ÍÎ�Î ÓÏÎ�ßÄÎ×ÅÍÈßÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû îðèåíòèðîâàííûé àöèêëè÷åñêèé òðàíçèòèâíûé ãðà�G = (V; A) (ãðà� G íàçûâàåòñÿ òðàíçèòèâíûì, åñëè èç òîãî, ÷òî (u; v) 2 Aè (v; w) 2 A, ñëåäóåò, ÷òî (u; w) 2 A), à òàêæå ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëîK 6 jV j2.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè íàáîð, âêëþ÷àþùèé íå áîëåå K ëèíåéíûõóïîðÿäî÷åíèé ìíîæåñòâà V , òàêîé, ÷òî (u; v) 2 A òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà u ìåíüøå v â ñìûñëå êàæäîãî èç çàäàííûõ óïîðÿäî÷åíèé?Êîììåíòàðèé. Ïðè K = 2 çàäà÷à ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ[327℄. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãîK è äëÿ �èêñèðîâàííîãîK > 3 â íàñòîÿùåå âðåìÿîíà ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé.[03 8℄ �ÀÑÏÈÑÀÍÈÅ Ñ ÎÒÍÎØÅÍÈÅÌ Ï�ÅÄØÅÑÒÂÎÂÀ-ÍÈß ÄËß Ò��Õ Ï�ÎÖÅÑÑÎ�ÎÂÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû ìíîæåñòâî T çàäàíèé åäèíè÷íîé äëèòåëüíîñòè, ÷à-ñòè÷íûé ïîðÿäîê l íà ìíîæåñòâå T è äèðåêòèâíûé ñðîê D 2 Z+.ÂÎÏ�ÎÑ. Ìîæíî ëè ñîñòàâèòü òàêîå ðàñïèñàíèå âûïîëíåíèÿ çàäàíèé èçìíîæåñòâà T íà 3 ïðîöåññîðà, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâà-íèÿ è äèðåêòèâíûé ñðîê D íå áóäåò íàðóøåí? Èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåòëè òàêîå ðàñïèñàíèå � : T ! f0; 1; ::: ; D� 1g, ÷òî ñîîòíîøåíèå tl t0 âëå÷¼òíåðàâåíñòâî �(t) < �(t0) è äëÿ ëþáîãî i; 0 6 i 6 D � 1, èìååòñÿ íå áîëååòð¼õ çàäàíèé t 2 T , òàêèõ, ÷òî �(t) = i?Êîììåíòàðèé. Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ äâóõ ïðîöåññîðîâ ðåøàåòñÿ çàïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ [131,85℄, äàæå êîãäà êàæäîå çàäàíèå èìååò èíäèâè-äóàëüíûé äèðåêòèâíûé ñðîê è ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ [147℄. Åñëè ÷èñëî ïðî-öåññîðîâ âõîäèò â óñëîâèå êàê ïàðàìåòð, òî çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé[518℄. Äîïîëíèòåëüíûå ïîäðîáíîñòè óêàçàíû â êîììåíòàðèè ê çàäà÷å �ÀÑ-ÏÈÑÀÍÈÅ Ñ ÎÒÍÎØÅÍÈÅÌ Ï�ÅÄØÅÑÒÂÎÂÀÍÈß. Íå èçâåñòíî, ñó-ùåñòâóåò ëè êîíêðåòíîå çíà÷åíèå K, äëÿ êîòîðîãî âàðèàíò ýòîé çàäà÷è ñK ïðîöåññîðàìè NP -ïîëîí.[ÎÇ 9℄ ËÈÍÅÉÍÎÅ Ï�Î��ÀÌÌÈ�ÎÂÀÍÈÅ1515') Ë. �. Õà÷èÿí [6*℄ äîêàçàë, ÷òî ýòà çàäà÷à ëåæèò â êëàññå �. Ïðèìåíåííûé ïðè ýòîììåòîä ýëëèïñîèäîâ ïîëó÷èë øèðîêîå îñâåùåíèå äàæå â ïîïóëÿðíûõ èçäàíèÿõ. Îäíàêîïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå ýòîãî ìåòîäà åù¼ ïðåäñòîèò âûÿñíèòü [3*℄. � Äîïîëíåíèå àâòîðîâ.



324 Ïðèëîæåíèå A Ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû öåëî÷èñëåííûå âåêòîðû Vi = (vi[1℄; vi[2℄; ::: ; vi[n℄),1 6 i 6 m; D = (d1; d2; ::: ; dm); C = (
1; 
2; ::: ; 
n) è öåëîå ÷èñëî B.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé âåêòîð X = (x1; x2; ::: ; xn) ñ ðàöèî-íàëüíûìè êîîðäèíàòàìè, ÷òî äëÿ âñåõ i; 1 6 i 6 m, âûïîëíåíû íåðàâåíñòâàVi �X 6 di è C �X > B?Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à ëåæèò â ïåðåñå÷åíèè NP \ 
o�NP (ïðèíàäëåæ-íîñòü êëàññó 
o�NP ñëåäóåò èç �óíäàìåíòàëüíîé òåîðåìû äâîéñòâåííîñòèëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ). Äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî m îíà ðàçðå-øèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Èìååòñÿ ìíîãî âàðèàíòîâ çàäà÷è ëèíåé-íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíûõ åé (ñì., íàïðèìåð,[448℄). Îäèí èç íèõ ïîëó÷àåòñÿ, åñëè èç óñëîâèÿ èçúÿòü âåêòîð C, à èç âî-ïðîñà � íåðàâåíñòâî CX > B (ñì. òàêæå [412℄). Ïðèìåðû çàäà÷ î ïîòîêàõ âñåòÿõ, ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíûõ çàäà÷å ËÈÍÅÉÍÎÅ Ï�Î��ÀÌÌÈ-�ÎÂÀÍÈÅ, óïîìÿíóòû â êîììåíòàðèÿõ ê çàäà÷àì ÍÅÎ�ÈÅÍÒÈ�ÎÂÀÍ-ÍÛÉ ÏÎÒÎÊ Ñ ÍÈÆÍÅÉ ÎÖÅÍÊÎÉ, ÏÎÒÎÊ Â ÑÅÒÈ Ñ Î��ÀÍÈ×Å-ÍÈßÌÈ ÍÀ ÏÓÒÈ è ÄÂÓÕÏ�ÎÄÓÊÒÎÂÛÉ ÖÅËÎ×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÏÎ-ÒÎÊ. Îáîáùåíèå çàäà÷è ËÈÍÅÉÍÎÅ Ï�Î��ÀÌÌÈ�ÎÂÀÍÈÅ � çàäà÷à¾ëèíåéíàÿ äîïîëíèòåëüíîñòü¿ õîòÿ è ëåæèò â êëàññå NP , íî â íàñòîÿùååâðåìÿ îñòà¼òñÿ îòêðûòîé16) [397℄.[03 10℄ ÀÁÑÎËÞÒÍÀß ÓÍÈÌÎÄÓËß�ÍÎÑÒÜ17ÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíà ìàòðèöà M ðàçìåðîì m � n ñ ýëåìåíòàìè èç ìíî-æåñòâà f�1; 0; 1g.ÂÎÏ�ÎÑ. Âåðíî ëè, ÷òîM � íå âïîëíå óíèìîäóëÿðíàÿ ìàòðèöà? Èíûìèñëîâàìè, ñóùåñòâóåò ëè âM êâàäðàòíàÿ ïîäìàòðèöà, îïðåäåëèòåëü êîòîðîéíå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó f�1; 0; 1g?Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à îòêðûòà è â òîì ñëó÷àå, êîãäà âñå ýëåìåíòû ìàò-ðèöû M ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó f0; 1g. Çíà÷åíèå âïîëíå óíèìîäóëÿðíûõìàòðèö äëÿ öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îáñóæäàåòñÿ, íàïðèìåð, âðàáîòå [324℄ è êíèãå [161℄18.[ÎÇ 11℄ ÑÎÑÒÀÂÍÎÅ ×ÈÑËÎÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíî ïîëîæèòåëüíî öåëîå ÷èñëî N .ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå öåëûå ÷èñëà m è n(m; n > 1), ÷òî N =m � n?Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à ëåæèò â ïåðåñå÷åíèè NP\
o�NP [434℄. Íåñìîòðÿíà òî, ÷òî äëÿ å¼ ðåøåíèÿ íå èçâåñòíî ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà, èçâå-ñòåí àëãîðèòì, ðàáîòàþùèé ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ â ïðåäïîëîæåíèè èñ-òèííîñòè ¾ðàñøèðåííîé ãèïîòåçû �èìàíà¿[385℄. Òàêîé àëãîðèòì, îäíàêî,íå èçâåñòåí äëÿ îòûñêàíèÿ ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñëà N . Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à16Çàäà÷à ëèíåéíàÿ äîïîëíèòåëüíîñòü NP -ïîëíà. Íà ýòîò �àêò íàì óêàçàëè íåñêîëüêîñïåöèàëèñòîâ. � Äîïîëíåíèå àâòîðîâ.178) Â ðàáîòå [11*℄ äàíà ýëåìåíòíàÿ òåîðåìà î õàðàêòåðèçàöèè àáñîëþòíî óíèìîäóëÿð-íûõ ìàòðèö è íà å¼ îñíîâå ïîñòðîåí ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ÀÁÑÎ-ËÞÒÍÀß ÓÍÈÌÎÄÓËß�ÍÎÑÒÜ. � Äîïîëíåíèå àâòîðîâ.18Ñì. òàêæå [226℄. � Ïðèì. ðåä.



A13. Îòêðûòûå çàäà÷è 325ìîæåò îêàçàòüñÿ òðóäíåå ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ. Êîíå÷íî,âñå ýòè çàäà÷è ëåãêî ðåøàþòñÿ çà ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.[ÎÇ 12℄ Ò�ÈÀÍ�ÓËßÖÈß ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÉ ÄËÈÍÛÓÑËÎÂÈÅ. Çàäàíû íàáîð C = f(ai; bi) : 1 6 i 6 ng ïàð öåëûõ ÷è-ñåë (îïðåäåëÿþùèõ êîîðäèíàòû n òî÷åê ïëîñêîñòè) è ïîëîæèòåëüíîå öåëîå÷èñëî B.ÂÎÏ�ÎÑ. Ñóùåñòâóåò ëè òðèàíãóëÿöèÿ ìíîæåñòâà òî÷åê, îïðåäåëÿåìî-ãî íàáîðîì C, îáùàÿ ¾äèñêðåòíî-åâêëèäîâà¿ äëèíà êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèòB? (Òðèàíãóëÿöèåé íàçûâàåòñÿ íàáîð íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìîëèíåéíûõîòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ ïî äâå òî÷êè èç C êàæäûé, êîòîðûé ðàçáèâàåò âíó-òðåííîñòü âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà C íà òðåóãîëüíèêè. Äèñêðåòíî-åâêëèäîâà äëèíà îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè (ai; bi) è (aj ; bj), îïðåäåëÿ-åòñÿ �îðìóëîé d((ai � aj)2( bi �Bj)2)1=2e, à îáùàÿ äëèíà òðèàíãóëÿöèè åñòüñóììà äëèí, îáðàçóþùèõ å¼ îòðåçêîâ.)Êîììåíòàðèé. Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ ìåòðèêè òèïà L1 òàêæå îò-êðûòà. Â ðàáîòå [359℄ ïðèâåäåíû êîíòðïðèìåðû, îïðîâåðãàþùèå íåñêîëüêîïðåäïîëîæåíèé î ïîëèíîìèàëüíîñòè ðÿäà àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà-÷è, è ïîêàçàíî, ÷òî áëèçêàÿ çàäà÷à Î��ÀÍÈ×ÅÍÍÀß Ò�ÈÀÍ�ÓËßÖÈßÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé.
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B5. Ëèò-ðà, äîïîëí. ïðè èçãîòîâë. ýëüêîïèè 371[27*℄ Ìàòèÿñåâè÷ Þ.Â. Äèî�àíòîâû ìíîæåñòâà. � Óñïåõè ìàòåì. íàóê,ò. XXVI, âûï. 5 (167), 1972 (185-222).[28*℄ Ïàõîìîâ Ñ.Â. Ìàøèííî-íåçàâèñèìîå îïèñàíèå íåêîòîðûõ ìàøèí-íûõ êëàññîâ ñëîæíîñòè.�Çàïèñêè íàó÷. ñåìèíàðîâ ËÎÌÈ, ò. 88, 176-185.[29*℄Ïðèì �.Ê.Êðàò÷àéøèå ñâÿçûâàþùèå ñåòè è íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ,�Êèá. ñá., âûï. 2, 1961. 95-107.[30*℄ Òàðüÿí �.Ý. Ñëîæíîñòü êîìáèíàòîðíûõ àëãîðèòìîâ. � Êèá. ñá.,íîâ. ñåð., âûï. 17.[31*℄ Ôðèäìàí À.À., Ôðóìêèí Ì.À., Õìåëåâñêèé Þ.È., Ëåâíåð Å.Â. Èñ-ñëåäîâàíèå ý��åêòèâíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ äèñêðåòíûõ è êîìáèíàòîðíûõçàäà÷. Òåîðèè ñâîäèìîñòè, óíèâåðñàëüíûå çàäà÷è.�Ì.: ÖÝÌÈ ÀÍ ÑÑÑ�,1976.[32*℄Ôðóìêèí Ì.À. Ñëîæíîñòü äèñêðåòíûõ çàäà÷. �Ì.: ÖÝÌÈÀÍÑÑÑ�,1981.[33*℄ Õà÷èÿí Ë.Ò. Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì â ëèíåéíîì ïðîãðàììè-ðîâàíèè. ÄÀÍ ÑÑÑ�, ò. 244, âûï. 5, 1979.[34*℄ Øîëîìîâ Ë.À. Îñíîâû òåîðèè äèñêðåòíûõ ëîãè÷åñêèõ è âû÷èñëè-òåëüíûõ óñòðîéñòâ. � Ì.: Íàóêà, 1980.[35*℄ Gr�ots
hel M., Lovasz L., S
hrijver A. The ellipsoid method and its
onsequen
es in 
ombinatorial optimisation. Institut f�ur �Okonometri
 and Opera-tion Res, Rheinis
he Friedri
h � Wil
helms - Universit�at. Behn, 1980. ReportN80151 � OR.B5. Ëèòåðàòóðà, äîïîëíåííàÿ ïðè èçãîòîâëå-íèè ýëüêîïèè[01℄ Êîðìåí Ò., Ëåéçåðñîí ×., �èâåñò �. Àëãîðèòìû: ïîñòðîåíèå è àíàëèç.� Ì.: ÌÖÍÌÎ, 1999 è ïîñëåäóþùèå ïàðà ñòåðåîòèïíûõ èçäàíèé. 960 ñ., 263èëë.NP -ïîëíîòå â äàííîé êíèãå ïîñâÿùåíà îòäåëüíàÿ ãëàâà (n 36, ñî ñ. 837ïî ñ. 879) ñî ñëåäóþùèìè ðàçäåëàìè:Ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (ñ. 838)Ïðîâåðêà ïðèíàäëåæíîñòè ÿçûêó è êëàññ NP (ñ. 845)NP -ïîëíîòà è ñâîäèìîñòü (ñ. 849)Äîêàçàòåëüñòâà NP -ïîëíîòû (ñ. 857)NP -ïîëíûå çàäà÷è (ñ. 864).[02℄ Äæîí Õîïêðî�ò, �àäæèâ Ìîòâàíè, Äæå��ðè Óëüìàí. Ââåäåíèåâ òåîðèþ àâòîìàòîâ, ÿçûêîâ è âû÷èñëåíèé. � Ì.: Âèëüÿìñ, 2002 (ïåð. 2-ãîèçä.) 528 ñ., ñ èëë.NP -ïîëíîòå â äàííîé êíèãå ïîñâÿùåíà äâå ïîñëåäíèå ãëàâû (n 10-11, ñîñ. 423 ïî ñ. 523) ñî ñëåäóþùèìè ðàçäåëàìè:�ëàâà 10. Òðóäíîðåøàåìûå ïðîáëåìûÊëàññû P è NP (ñ. 423)



372 Ïðèëîæåíèå B ËÈÒÅ�ÀÒÓ�ÀÏåðâàÿ NP -ïîëíàÿ ïðîáëåìà (ñ. 436).Îãðàíè÷åííàÿ ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè (ñ. 445)Åù¼ íåñêîëüêî NP -ïîëíûõ ïðîáëåì (ñ. 457)�åçþìåËèòåðàòóðà�ëàâà 11. Äîïîëíèòåëüíûå êëàññû ïðîáëåì (ñ. 481)Äîïîëíåíèÿ ÿçûêîâ èç NP (ñ. 482)Ïðîáëåìû, ðàçðåøèìûå â ïîëèíîìèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå (ñ. 485)Ïðîáëåìà, ïîëíàÿ äëÿ PS (ñ. 489)Êëàññû ÿçûêîâ, îñíîâàííûå íà ðàíäîìèçàöèè (ñ. 499)Ñëîæíîñòü ïðîâåðêè ïðîñòîòû (ñ. 509)�åçþìå (ñ. 520)Ëèòåðàòóðà (ñ. 520).


